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Лекция 1. Логико-математическая символика

1.1. Логические связки

Логическими связками называются значки: ¬ (отрицание), ∧ (конъюнкция), ∨ (дизъюнк-
ция), =⇒ (импликация), ⇐⇒ (эквивалентность).

Пусть A — утверждение. Обозначим через ¬A утверждение, истинностное значение
которого можно найти с помощью таблицы:

A ¬A
0 1
1 0

.

Утверждение ¬A читается: «неверно, что A» или «не A». Очевидно, роль отрицания в
математическом языке похожа на роль частицы «не» в разговорном языке.

Пусть A, B — утверждения. Обозначим через (A∧B) утверждение, истинностное зна-
чение которого можно найти с помощью таблицы:

A B (A ∧ B)
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

.

Утверждение (A∧B) читается: «A и B». Далее часто будем писать A∧B вместо (A∧B).
Будем говорить, что A, B — члены конъюнкции A ∧ B. Очевидно, роль конъюнкции в
математическом языке похожа на роль союза «и» в разговорном языке.

Пусть A, B — утверждения. Обозначим через (A∨B) утверждение, истинностное зна-
чение которого можно найти с помощью таблицы:

A B (A ∨ B)
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

.

Утверждение (A∨B) читается: «A или B». Далее часто будем писать A∨B вместо (A∨B).
Будем говорить, что A, B — члены дизъюнкции A ∨ B. Внимание! Дизъюнкция ис-

тинных утверждений истинна. Очевидно, роль дизъюнкции в математическом языке
похожа на роль союза «или» в разговорном языке (если союз «или» употребляется в со-
единительном смысле).

Пусть A, B — утверждения. Обозначим через (A =⇒ B) утверждение, истинностное
значение которого можно найти с помощью таблицы:

A B (A =⇒ B)
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

.
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Утверждение (A =⇒ B) читается: «если A, то B» или «из A следует B». Далее часто бу-
дем писать A =⇒ B вместо (A =⇒ B). Будем говорить, что: A — посылка импликации
A =⇒ B; B — заключение импликации A =⇒ B. Внимание! Импликация с ложной

посылкой всегда истинна. Очевидно, роль импликации в математическом языке похо-
жа на роль оборота «если. . . , то. . . » в разговорном языке (если при употреблении этого
оборота считается, что из лжи следует всё, что угодно).

Пусть A, B — утверждения. Обозначим через (A ⇐⇒ B) утверждение, истинностное
значение которого можно найти с помощью таблицы:

A B (A ⇐⇒ B)
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

.

Утверждение (A ⇐⇒ B) читается: «A справедливо тогда и только тогда, когда B
справедливо» или «A эквивалентно B». Далее часто будем писать A ⇐⇒ B вместо
(A ⇐⇒ B). Очевидно, роль эквивалентности в математическом языке похожа на роль
оборота «. . . тогда и только тогда, когда. . . » в разговорном языке.

Замечание. Пусть A, B, C — утверждения. Используя истинностные таблицы, нетрудно
доказать:

¬¬A ⇐⇒ A,

(A ∧ B) ⇐⇒ (B ∧ A),
(

(A ∧ B) ∧ C
)

⇐⇒
(

A ∧ (B ∧ C)
)

,

(A ∨ B) ⇐⇒ (B ∨ A),
(

(A ∨ B) ∨ C
)

⇐⇒
(

A ∨ (A ∨ C)
)

,

(A =⇒ B) ⇐⇒ (¬A ∨ B),

(A ⇐⇒ B) ⇐⇒
(

(A =⇒ B) ∧ (B =⇒ A)
)

,
(

A ∧ (B ∨ C)
)

⇐⇒
(

(A ∧ B) ∨ (A ∧ C)
)

,
(

A ∨ (B ∧ C)
)

⇐⇒
(

(A ∨ B) ∧ (A ∨ C)
)

,

¬(A ∧ B) ⇐⇒ (¬A ∨ ¬B),

¬(A ∨ B) ⇐⇒ (¬A ∧ ¬B).

Очевидно:

¬(A =⇒ B) ⇐⇒ (A ∧ ¬B).

1.2. Кванторы

Кванторами называются значки: ∀ (квантор общности или квантор всеобщности), ∃ (кван-
тор существования).

Пусть A(x) — утверждение относительно допустимого объекта x. Будем писать ∀xA(x),
если для любого допустимого объекта x справедливо A(x).

Пусть A(x) — утверждение относительно допустимого объекта x. Будем писать ∃xA(x),
если существует допустимый объект x, удовлетворяющий условию A(x).
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Пусть A(x) — утверждение относительно допустимого объекта x. Будем писать
∃!xA(x), если:

∃xA(x) ∧ ∀x∀y
(

A(x) ∧ A(y) =⇒ x = y
)

.

Утверждение ∃!xA(x) читается: «существует единственный допустимый объект x, удовле-
творяющий условию A(x)».

Пусть A(x), B(x) — утверждения относительно допустимого объекта x. Будем писать
∀x

[

B(x)
]

A(x), если:

∀x
(

B(x) =⇒ A(x)
)

.

Утверждение ∀x
[

B(x)
]

A(x) читается: «для любого допустимого объекта x, удовлетворя-
ющего условию B(x), справедливо A(x)».

Пусть A(x), B(x) — утверждения относительно допустимого объекта x. Будем писать
∃x

[

B(x)
]

A(x), если:

∃x
(

B(x) ∧ A(x)
)

.

Утверждение ∃x
[

B(x)
]

A(x) читается: «существует допустимый объект x, удовлетворяю-
щий условию B(x), такой, что A(x)».

Пусть A(x), B(x) — утверждения относительно допустимого объекта x. Будем писать
∃!x

[

B(x)
]

A(x), если:

∃!x
(

B(x) ∧ A(x)
)

.

Утверждение ∃!x
[

B(x)
]

A(x) читается: «существует единственный допустимый объект x,
удовлетворяющий условию B(x), такой, что A(x)».

Замечание. Пусть A(x), B(x) — утверждения относительно допустимого объекта x. Оче-
видно:

¬∀xA(x) ⇐⇒ ∃x¬A(x),
¬∃xA(x) ⇐⇒ ∀x¬A(x),

¬∀x
[

B(x)
]

A(x) ⇐⇒ ∃x
[

B(x)
]

¬A(x),
¬∃x

[

B(x)]A(x) ⇐⇒ ∀x
[

B(x)]¬A(x).

1.3. Теория множеств

Пусть A — множество. Будем писать x ∈ A, если x принадлежит множеству A.
Пусть: A(x) — утверждение относительно допустимого объекта x, Q — множество.

Далее часто будем писать: ∀x ∈ Q A(x) вместо ∀x[x ∈ Q]A(x); ∃x ∈ Q A(x) вместо
∃x[x ∈ Q]A(x); ∃!x ∈ Q A(x) вместо ∃!x[x ∈ Q]A(x). Утверждение ∀x[x ∈ Q]A(x) можно
читать: «для любого допустимого объекта x, принадлежащего множеству Q, справедливо
A(x)». Утверждение ∃x ∈ Q A(x) можно читать: «существует допустимый объект x, при-
надлежащий множеству Q, удовлетворяющий условию A(x)». Утверждение ∃!x ∈ Q A(x)
можно читать: «существует единственный допустимый объект x, принадлежащий множе-
ству Q, удовлетворяющий условию A(x)».

Пусть A, B — множества. Тогда:

A = B ⇐⇒ ∀x(x ∈ A ⇐⇒ x ∈ B).
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Пусть A(x) — утверждение относительно допустимого объекта x. Пусть существует
множество Q, удовлетворяющее условию: Q — множество всех допустимых объектов x,
удовлетворяющих условию A(x). Тогда существует единственное множество Q, удовлетво-
ряющее условию: Q — множество всех допустимых объектов x, удовлетворяющих условию
A(x). Обозначим через

{

x : A(x)
}

множество всех допустимых объектов x, удовлетворяю-
щих условию A(x).

Будем говорить, что A — пустое множество, если: A — множество, ∀x(x /∈ A). Су-
ществует единственное множество A, удовлетворяющее условию: A — пустое множество.
Обозначим через ∅ пустое множество.

Пусть A — множество. Будем писать B ⊆ A, если: B — множество, ∀x(x ∈ B =⇒
x ∈ A). Утверждение B ⊆ A читается: «B — подмножество множества A». Внимание!

Утверждения B ∈ A и B ⊆ A имеют разный смысл. Очевидно: ∅ ⊆ A, A ⊆ A.
Пусть A — множество. Будем писать B ⊂ A, если B ⊆ A∧B 6= A. Утверждение B ⊂ A

читается: «B — собственное подмножество множества A».
Пусть A — множество. Обозначим, P (A) = {B : B ⊆ A}.
Пусть x — некоторый объект. Обозначим, {x} = {u : u = x}.
Пусть x, y — некоторые объекты. Обозначим, {x, y} = {u : u = x∨ u = y}. Внимание:

{y, x} = {x, y}, {x, x} = {x}.
Пусть x — некоторый объект. Обозначим, (x) = x.
Пусть x, y — некоторые объекты. Обозначим через (x, y) упорядоченную пару объектов

x, y. Мы не даём строгого определения упорядоченной пары. Достаточно знать, что (x, y)
это некоторый новый объект, по которому можно однозначно восстановить как объект x,
так и объект y. Пусть u = (x, y). Обозначим: u1 = x, u2 = y. Внимание: x 6= y =⇒
(y, x) 6= (x, y), (x, x) 6= (x).

Пусть A, B — множества. Обозначим:

A ∩ B = {x : x ∈ A ∧ x ∈ B},
A ∪ B = {x : x ∈ A ∨ x ∈ B},
A \B = {x : x ∈ A ∧ x /∈ B},

A×B =
{

(x, y) : x ∈ A ∧ y ∈ B
}

=
{

u : ∃x∃y
(

x ∈ A ∧ y ∈ B ∧ u = (x, y)
)

}

.

Будем говорить, что: A∩B — пересечение множеств A, B; A∪B — объединение множеств
A, B; A \ B — разность множеств A, B; A × B — прямое произведение множеств A, B
(декартово произведение множеств A, B).

1.4. Теория функций

Пусть F — функция. Обозначим через D(F ) область определения функции F .
Внимание! Пусть F1, F2 — функции. Очевидно, F1 = F2 тогда и только тогда,

когда: D(F1) = D(F2), F1(x) = F2(x) при x ∈ D(F1).
Будем говорить, что F — пустая функция, если: F — функция, D(F ) = ∅. Существует

единственная функция, удовлетворяющая условию: F — пустая функция.
Пусть F — функция. Обозначим:

R(F ) =
{

F (x) : x ∈ D(F )
}

=
{

y : ∃x
(

x ∈ D(F ) ∧ y = F (x)
)

}

.

Множество R(F ) называется областью значений функции F или образом функции F .
Другое обозначение, Im(F ).
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Пусть: F — функция, A — множество. Обозначим:

D(F,A) =
{

x : x ∈ D(F ) ∧ F (x) ∈ A
}

.

Множество D(F,A) называется прообразом множества A под действием функции F . Оче-
видно, D(F,A) ⊆ D(F ). Пусть R(F ) ⊆ A. Очевидно, D(F,A) = D(F ).

Пусть: F — функция, A — множество. Обозначим:

F [A] =
{

F (x) : x ∈ A ∧ x ∈ D(F )
}

=
{

y : ∃x
(

x ∈ A ∧ x ∈ D(F ) ∧ y = F (x)
)

}

.

Множество F [A] называется образом множества A под действием функции F . Очевидно,
F [A] ⊆ R(F ). Пусть D(F ) ⊆ A. Очевидно, F [A] = R(F ).

Пусть A, B — множества. Будем писать F : A → B, если: F — функция, D(F ) ⊆ A,
R(F ) ⊆ B. Утверждение F : A → B читается: «функция F действует из множества A в
множество B». Обозначим через fun(A,B) множество всех функций F , удовлетворяющих
условию F : A→ B.

Пусть A, B — множества. Будем писать F : A =⇒ B, если: F — функция, D(F ) =
A, R(F ) ⊆ B. Утверждение F : A =⇒ B читается: «функция F действует из всего

множества A в множество B». Обозначим через Fun(A,B) множество всех функций F ,
удовлетворяющих условию F : A =⇒ B.

Пусть: F — функция, A — множество. Обозначим через F |A функцию, удовлетворя-
ющую условиям: D(F |A) = A ∩ D(F ), F |A (x) = F (x) при x ∈ A ∩ D(F ). Функция F |A
называется ограничением функции F на множество A. Очевидно, R(F |A) = F [A]

Пусть F1, F2 — функции. Обозначим через F2◦F1 функцию, удовлетворяющую услови-
ям: D(F2◦F1) =

{

x : x ∈ D(F1)∧F1(x) ∈ D(F2)
}

, (F2◦F1)(x) = F2

(

F1(x)
)

при x ∈ D(F2◦F1).
Функция F2 ◦F1 называется суперпозицией функций F2, F1 или композицией функций F2,
F1 или произведением функций F2, F1 или сложной функцией, образованной функциями
F2, F1. Другое обозначение, F2F1.

Утверждение. Пусть F1, F2, F3 — функции. Тогда (F3 ◦ F2) ◦ F1 = F3 ◦ (F2 ◦ F1).

Доказательство. Очевидно:

D
(

(F3 ◦ F2) ◦ F1

)

=
{

x : x ∈ D(F1) ∧ F1(x) ∈ D(F3 ◦ F2)
}

=

=
{

x : x ∈ D(F1) ∧ F1(x) ∈ D(F2) ∧ F2

(

F1(x)
)

∈ D(F3)
}

=

=
{

x : x ∈ D(F2 ◦ F1) ∧ (F2 ◦ F1)(x) ∈ D(F3)
}

= D
(

F3 ◦ (F2 ◦ F1)
)

.

Пусть x ∈ D
(

(F3 ◦ F2) ◦ F1

)

. Тогда:

(

(F3 ◦ F2) ◦ F1

)

(x) = (F3 ◦ F2)
(

F1(x)
)

= F3

(

F2

(

F1(x)
)

)

= F3

(

(F2 ◦ F1)(x)
)

=

=
(

F3 ◦ (F2 ◦ F1)
)

(x).

Утверждение. Пусть: F1, F2 — функции, A — множество. Тогда (F2 ◦ F1)[A] =
F2

[

F1[A]
]

.

Доказательство. Пусть z ∈ (F2 ◦ F1)[A]. Тогда существует объект x, удовлетворяющий
условиям: x ∈ A, x ∈ D(F2 ◦F1), z = (F2 ◦F1)(x). Следовательно: x ∈ A, x ∈ D(F1), F1(x) ∈
D(F2), z = F2

(

F1(x)
)

. Тогда: F1(x) ∈ F1[A], F1(x) ∈ D(F2), z = F2

(

F1(x)
)

. Следовательно,
z ∈ F2

[

F1[A]
]

.
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Пусть z ∈ F2

[

F1[A]
]

. Тогда существует объект y, удовлетворяющий условиям: y ∈ F1[A],
y ∈ D(F2), z = F2(y). Так как y ∈ F1[A], то существует объект x, удовлетворяющий
условиям: x ∈ A, x ∈ D(F1), y = F1(x). Тогда: x ∈ A, x ∈ D(F1), F1(x) ∈ D(F2), z =
F2

(

F1(x)
)

. Следовательно: x ∈ A, x ∈ D(F2◦F1), z = (F2◦F1)(x). Тогда z ∈ (F2◦F1)[A].

Замечание. Пусть F1, F2 — функции. Очевидно:

D(F2 ◦ F1) =
{

x : x ∈ D(F1) ∧ F1(x) ∈ D(F2)
}

⊆
{

x : x ∈ D(F1)
}

= D(F1);

D(F2 ◦ F1) =
{

x : x ∈ D(F1) ∧ F1(x) ∈ D(F2)
}

= D
(

F1,D(F2)
)

;

R(F2 ◦ F1) = (F2 ◦ F1)
[

D(F1)
]

= F2

[

F1

[

D(F1)
]

]

⊆ R(F2);

R(F2 ◦ F1) = (F2 ◦ F1)
[

D(F1)
]

= F2

[

F1

[

D(F1)
]

]

= F2

[

R(F1)
]

.

Пусть: F1, F2 — функции, R(F1) ⊆ D(F2). Тогда:

D(F2 ◦ F1) =
{

x : x ∈ D(F1) ∧ F1(x) ∈ D(F2)
}

=
{

x : x ∈ D(F1)
}

= D(F1).

Пусть: F1, F2 — функции, D(F2) ⊆ R(F1). Тогда:

R(F2 ◦ F1) = F2

[

R(F1)
]

= R(F2).

Пусть F — функция. Очевидно, существует функция ϕ, удовлетворяющая условиям:
ϕ : R(F ) =⇒ D(F ), F

(

ϕ(y)
)

= y при y ∈ R(F ).
Пусть F — функция. Будем говорить, что F — обратимая функция, если

∀x1 ∈ D(F )∀x2 ∈ D(F )
(

x1 6= x2 =⇒ F (x1) 6= F (x2)
)

.

Пусть F — обратимая функция. Будем говорить, что ϕ — обратная функция к функ-
ции F , если: ϕ : R(F ) =⇒ D(F ), F

(

ϕ(y)
)

= y при y ∈ R(F ). Очевидно, существует
единственная функция ϕ, удовлетворяющая условию: ϕ — обратная функция к функции
F . Обозначим через F−1 обратную функцию к функции F .

Утверждение. Пусть: F1, F2 — функции, R(F1) ⊆ D(F2), F2

(

F1(x)
)

= x при x ∈ D(F1).
Тогда: F1 — обратимая функция, D(F1) ⊆ R(F2).

Доказательство. Пусть: x1, x2 ∈ D(F1), F1(x1) = F1(x2). Тогда: x1 = F2

(

F1(x1)
)

=
F2

(

F1(x2)
)

= x2. Следовательно, F1 — обратимая функция.
Пусть x ∈ D(F1). Тогда: F1(x) ∈ D(F2), x = F2

(

F1(x)
)

. Следовательно, x ∈ R(F2). Тогда
D(F1) ⊆ R(F2).

Утверждение. Пусть: F1, F2 — функции, R(F1) ⊆ D(F2), F2

(

F1(x)
)

= x при x ∈ D(F1);
R(F2) ⊆ D(F1). Тогда: F1 — обратимая функция, D(F1) = R(F2).

Доказательство. Так как: R(F1) ⊆ D(F2), F2

(

F1(x)
)

= x при x ∈ D(F1), то: F1 — обрати-
мая функция, D(F1) ⊆ R(F2). Так как: D(F1) ⊆ R(F2), R(F2) ⊆ D(F1), то D(F1) = R(F2).
Итак: F1 — обратимая функция, D(F1) = R(F2).

Утверждение. Пусть: F1, F2 — функции, R(F1) ⊆ D(F2), F2

(

F1(x)
)

при x ∈ D(F1);
R(F2) ⊆ D(F1), F1

(

F2(y)
)

= y при y ∈ D(F2). Тогда: F1, F2 — обратимые функции, F−1
1 =

F2, F
−1
2 = F1.



1.4. Теория функций 9

Доказательство. Так как: R(F1) ⊆ D(F2), F2

(

F1(x)
)

при x ∈ D(F1), то F1 — обратимая
функция.

Так как: R(F2) ⊆ D(F1), F1

(

F2(y)
)

= y при y ∈ D(F2); R(F1) ⊆ D(F2), то D(F2) = R(F1).

Так как: F1 — обратимая функция, F2 : R(F1) =⇒ D(F1), F1

(

F2(y)
)

= y при y ∈ R(F1),
то F2 — обратная функция к функции F1.

Аналогично доказываем, что: F2 — обратимая функция, F−1
2 = F1.

Утверждение. Пусть: F1, F2 — обратимые функции. Тогда: F2 ◦F1 — обратимая функ-
ция, (F2 ◦ F1)

−1 = F−1
1 ◦ F−1

2 .

Доказательство. Пусть x ∈ D(F2 ◦ F1). Обозначим, z = (F2 ◦ F1)(x). Тогда: x ∈ D(F1),
F1(x) ∈ D(F2), z = F2

(

F1(x)
)

. Следовательно: x ∈ D(F1), z ∈ D(F−1
2 ), F−1

2 (z) = F1(x).
Тогда: z ∈ D(F−1

2 ), F−1
2 (z) ∈ D(F−1

1 ), F−1
1

(

F−1
2 (z)

)

= x. Следовательно: z ∈ D(F−1
1 ◦ F−1

2 ),
(F−1

1 ◦ F−1
2 )(z) = x. Итак: (F2 ◦ F1)(x) ∈ D(F−1

1 ◦ F−1
2 ), (F−1

1 ◦ F−1
2 )

(

(F2 ◦ F1)(x)
)

= x.

Пусть z ∈ D(F−1
1 ◦ F−1

2 ). Обозначим, x = (F−1
1 ◦ F−1

2 )(z). Тогда: z ∈ D(F−1
2 ), F−1

2 (z) ∈
D(F−1

1 ), x = F−1
1

(

F−1
2 (z)

)

. Следовательно: z ∈ D(F−1
2 ), x ∈ D(F1), F1(x) = F−1

2 (z). Тогда:
x ∈ D(F1), F1(x) ∈ D(F2), F2

(

F1(x)
)

= z. Следовательно: x ∈ D(F2 ◦ F1), (F2 ◦ F1)(x) = z.
Итак: (F−1

1 ◦ F−1
2 )(z) ∈ D(F2 ◦ F1), (F2 ◦ F1)

(

(F−1
1 ◦ F−1

2 )(z)
)

= z.

Окончательно получаем, что: F2◦F1 — обратимая функция, (F2◦F1)
−1 = F−1

1 ◦F−1
2 .

Утверждение. Пусть F — обратимая функция. Тогда: F−1
(

F (x)
)

= x при x ∈ D(F );
R(F−1) = D(F ).

Доказательство. Пусть x ∈ D(F ). Тогда F (x) ∈ R(F ). Следовательно: F−1
(

F (x)
)

∈ D(F ),

F
(

F−1
(

F (x)
)

)

= F (x). Так как F — обратимая функция, то F−1
(

F (x)
)

= x.

Так как: R(F ) ⊆ D(F−1), F−1
(

F (x)
)

= x при x ∈ D(F ); R(F−1) ⊆ D(F ), то D(F ) =
R(F−1).

Утверждение. Пусть: F1, F2 — функции, R(F1) = D(F2), F2

(

F1(x)
)

= x при x ∈ D(F1).
Тогда: F1 — обратимая функция, F−1

1 = F2

Доказательство. Так как: R(F1) ⊆ D(F2), F2

(

F1(x)
)

= x при x ∈ D(F1), то F1 — обрати-
мая функция.

Очевидно, D(F−1
1 ), D(F2) = R(F1). Пусть y ∈ R(F1). Тогда существует объект x, удо-

влетворяющий условиям: x ∈ D(F1), y = F1(x). Следовательно: F−1
1 (y) = F−1

1

(

F1(x)
)

=
x = F2

(

F1(x)
)

= F2(y). Тогда F−1
1 = F2.

Утверждение. Пусть F — обратимая функция. Тогда: F−1 — обратимая функция,
(F−1)−1 = F .

Доказательство. Так как: R(F−1) = D(F ), F
(

F−1(y)
)

= y при y ∈ D(F−1), то: F−1 —
обратимая функция, (F−1)−1 = F .

Пусть A — множество. Будем говорить, что I — единичная функция на множестве A,
если: I — функция, D(I) = A, I(x) = x при x ∈ A.

Пусть: A1, A2 — множества, F : A1 → A2. Очевидно: F ◦ I1 = F , I2 ◦ F = F .

Пусть: A1, A2 — множества, F : A1 → A2, F — обратимая функция. Очевидно: F ◦F−1 =
I2|R(F ), F

−1 ◦ F = I1|D(F ).
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1.5. Числовые системы

Обозначим через Z множество всех целых чисел. Обозначим: Z+ = {k : k ∈ Z ∧ k > 0},
N = {k : k ∈ Z∧k > 1}, Z = Z∪{−∞,+∞}, Z+ = {k : k ∈ Z∧k > 0}, N = {k : k ∈ Z∧k > 1}.

Пусть N1, N2 ∈ Z. Будем писать k = N1, N2, если: k ∈ Z, N1 6 k 6 N2.
Пусть A — конечное множество. Обозначим через card(A) количество элементов мно-

жества A.
Пусть: N ∈ Z, N > 3, x1, . . . , xN — некоторые объекты. Обозначим, {x1, . . . , xN} =

{u : u = x1 ∨ · · · ∨ u = xN}.
Пусть: N ∈ Z, N > 3, x1, . . . , xN — некоторые объекты. Обозначим, (x1, . . . , xN ) =

(

(x1, . . . , xN−1), xN
)

. Пусть u = (x1, . . . , xN). Обозначим: u1 = x1, . . . , u
N = xN .

Пусть: N ∈ Z, N > 3, A1, . . . , AN — множества. Обозначим:

A1 × · · · × AN =
{

(x1, . . . , xN) : x1 ∈ A1 ∧ · · · ∧ xN ∈ AN

}

=

=
{

u : ∃x1 · · · ∃xN
(

x1 ∈ A1 ∧ · · · ∧ xN ∈ AN ∧ u = (x1, . . . , xN )
)

}

.

Очевидно, A1 × · · · × AN = (A1 × · · · × AN−1)× AN .
Пусть A — множество. Обозначим, A1 = A. Пусть: A — множество, N ∈ Z, N > 2.

Пусть A1, . . . , AN = A. Обозначим, AN = A1 × · · · × AN . Очевидно, AN = AN−1 × A.
Обозначим через Q множество всех рациональных чисел. Обозначим: Q+ = {x : x ∈

Q ∧ x > 0}, Q = Q ∪ {−∞,+∞}, Q+ = {x : x ∈ Q ∧ x > 0}.
Обозначим через R множество всех вещественных чисел. Обозначим: R+ = {x : x ∈

R ∧ x > 0}, R = R ∪ {−∞,+∞}, R+ = {x : x ∈ R ∧ x > 0}.
Пусть A ⊆ R. Будем говорить, что α — наименьший элемент множества A, если: α ∈ A,

∀x ∈ A(x > α). Пусть существует число α, удовлетворяющее условию: α — наименьший
элемент множества A. Тогда существует единственное число α, удовлетворяющее условию:
α — наименьший элемент множества A. Обозначим через min(A) наименьший элемент
множества A.

Пусть A ⊆ R. Будем говорить, что α — наибольший элемент множества A, если: α ∈ A,
∀x ∈ A(x 6 α). Пусть существует число α, удовлетворяющее условию: α — наибольший
элемент множества A. Тогда существует единственное число α, удовлетворяющее условию:
α — наибольший элемент множества A. Обозначим через max(A) наибольший элемент
множества A.

Пусть α, β ∈ R. Обозначим:

[α, β] =
{

x : x ∈ R ∧min{α, β} 6 x 6 max{α, β}
}

,

(α, β] = [α, β] \ {α},
[α, β) = [α, β] \ {β},

(α, β) = [α, β] \ {α, β}.

1.6. Примеры

Утверждение 0 < 1 ∨ 2 + 2 = 4 истинно. Утверждение 1 < 0 =⇒ 2 + 2 = 5 истинно.
Очевидно:

¬(0 < 1 ∨ 2 + 2 = 4) ⇐⇒ (1 6 0 ∧ 2 + 2 6= 4),

¬(1 < 0 =⇒ 2 + 2 = 5) ⇐⇒ (1 < 0 ∧ 2 + 2 6= 5).
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Пусть: A(x) — утверждение относительно допустимого объекта x; r ∈ N, x1, . . . , xr —
некоторые допустимые объекты. Очевидно:

∀k = 1, r A(xk) ⇐⇒ A(x1) ∧ · · · ∧ A(xr),
∃k = 1, r A(xk) ⇐⇒ A(x1) ∨ · · · ∨ A(xr).

Утверждение ∀x ∈ R(x = 0) ложно. Утверждение ∃x ∈ R(x = 0) истинно. Утверждение
∃!x ∈ R(x = 0) истинно. Внимание! Утверждение ∀x ∈ ∅(x 6= x) истинно. Утвержде-
ние ∀x ∈ R∃y ∈ R(x < y) истинно. Утверждение ∃y ∈ R∀x ∈ R(x < y) ложно. Внимание!

Утверждения ∀x ∈ R∃y ∈ R(x < y) и ∃y ∈ R∀x ∈ R(x < y) имеют разный смысл.

Очевидно:

¬∀x ∈ R(x = 0) ⇐⇒ ∃x ∈ R(x 6= 0),

¬∃x ∈ R(x = 0) ⇐⇒ ∀x ∈ R(x 6= 0),

¬∀x ∈ ∅(x 6= x) ⇐⇒ ∃x ∈ ∅(x = x),

¬∀x ∈ R∃y ∈ R(x < y) ⇐⇒ ∃x ∈ R∀y ∈ R(y 6 x),

¬∃y ∈ R∀x ∈ R(x < y) ⇐⇒ ∀y ∈ R∃x ∈ R(y 6 x).
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Лекция 2. Векторы в пространствах E1, E2, E3

2.1. Пространство RN

Определение. Пусть N ∈ N. Рассмотрим множество RN .
Пусть x, y ∈ RN . Обозначим:

x+ y =







x1 + y1

...
xN + yN






.

Очевидно, x+y ∈ RN . Будем говорить, что {x+y}x,y∈RN — стандартная операция сложения
на множестве RN .

Пусть: λ ∈ R, x ∈ RN . Обозначим:

λx =







λx1

...
λxN






.

Очевидно, λx ∈ RN . Будем говорить, что {λx}λ∈R, x∈RN — стандартная внешняя операция
умножения на множестве RN .

Обозначим:

θ̃ =







0
...
0






.

Очевидно, θ̃ ∈ RN . Будем говорить, что θ̃ — стандартный нулевой элемент множества RN .

Утверждение. Пусть N ∈ N.
1. Пусть x, y ∈ RN . Тогда x+ y = y + x.
2. Пусть x, y, z ∈ RN . Тогда (x+ y) + z = x+ (y + z).
3. Пусть x ∈ RN . Тогда x+ θ̃ = x.
4. Пусть x ∈ RN . Тогда x+ (−1)x = θ̃.
5. Пусть: α, β ∈ R, x ∈ RN . Тогда (αβ)x = α(βx).
6. Пусть x ∈ RN . Тогда 1x = x.
7. Пусть: α, β ∈ R, x ∈ RN . Тогда (α + β)x = αx+ βx.
8. Пусть: λ ∈ R, x, y ∈ RN . Тогда λ(x+ y) = λx+ λy.
9. Пусть x ∈ RN . Тогда 0x = θ̃.

10. Пусть λ ∈ R. Тогда λθ̃ = θ̃.
11. Пусть a, b ∈ RN . Существует единственный столбец x, удовлетворяющий усло-

виям: x ∈ RN , a+ x = b.

Доказательство.
1. Пусть j = 1, N . Тогда:

(x+ y)j = xj + yj = yj + xj = (y + x)j.

Следовательно, x+ y = y + x.
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2. Пусть j = 1, N . Тогда:

(

(x+ y) + z
)j

= (xj + yj) + zj = xj + (yj + zj) =
(

x+ (y + z)
)j
.

Следовательно, (x+ y) + z = x+ (y + z).
3. Пусть j = 1, N . Тогда:

(x+ θ̃)j = xj + θ̃j = xj + 0 = xj.

Следовательно, x+ θ̃ = x.
4. Пусть j = 1, N . Тогда:

(

x+ (−1)x
)j

= xj + (−1)xj = 0 = θ̃j.

Следовательно, x+ (−1)x = θ̃.
5. Пусть j = 1, N . Тогда:

(

(αβ)x
)j

= (αβ)xj = α(βxj) =
(

α(βx)
)j
.

Следовательно, (αβ)x = α(βx).
6. Пусть j = 1, N . Тогда:

(1x)j = 1xj = xj.

Следовательно, 1x = x.
7. Пусть j = 1, N . Тогда:

(

(α + β)x
)j

= (α + β)xj = αxj + βxj = (αx+ βx)j.

Следовательно, (α + β)x = αx+ βx.
8. Пусть j = 1, N . Тогда:

(

λ(x+ y)
)j

= λ(xj + yj) = λxj + λyj = (λx+ λy)j.

Следовательно, λ(x+ y) = λx+ λy.
9. Пусть j = 1, N . Тогда:

(0x)j = 0xj = 0 = θ̃j .

Следовательно, 0x = θ̃.
10. Пусть j = 1, N . Тогда:

(λθ̃)j = λθ̃j = λ0 = 0 = θ̃j.

Следовательно, λθ̃ = θ̃.
11. Пусть: x ∈ RN , a+ x = b. Тогда:

(−1)a+ (a+ x) = (−1)a+ b,
(

(−1)a+ a
)

+ x = (−1)a+ b,
(

a+ (−1)a
)

+ x = (−1)a+ b,
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θ̃ + x = (−1)a+ b,

x+ θ̃ = (−1)a+ b,

x = (−1)a+ b.

Пусть: x1 ∈ RN , a+x1 = b, x2 ∈ RN , a+x2 = b. Тогда: x1 = (−1)a+ b, x2 = (−1)a+ b.
Следовательно, x1 = x2.

Обозначим, x = (−1)a+ b. Тогда: x ∈ RN , a+ x = a+
(

(−1)a+ b
)

=
(

a+(−1)a
)

+ b =

θ̃ + b = b+ θ̃ = b.

Определение. Пусть N ∈ N.
Пусть x ∈ RN . Обозначим, −x = (−1)x. Очевидно: −x ∈ RN , x + (−x) = θ̃. Будем

говорить, что −x — противоположный столбец к столбцу x.
Пусть x, y ∈ RN . Обозначим, y− x = (−1)x+ y. Очевидно: y− x ∈ RN , x+ (y− x) = y.

Будем говорить, что y − x — разность столбцов y, x.

2.2. Линейная комбинация столбцов, линейная зависимость столб-

цов

Определение (линейная комбинация столбцов). Пусть: N ∈ N; r ∈ N, λ1, . . . , λr ∈ R,
x1, . . . , xr ∈ RN .

Будем говорить, что
N
∑

k=1

λkxk — линейная комбинация столбцов x1, . . . , xr с коэффици-

ентами λ1, . . . , λr.

Далее часто будем писать λkxk вместо
N
∑

k=1

λkxk (частный случай правила суммирования

Эйнштейна).

Определение (линейная оболочка столбцов, линейная зависимость столбцов, линейная
независимость столбцов). Пусть: N ∈ N; r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ RN .

Обозначим:

L(x1, . . . , xr) = {λkxk : λ1 ∈ R ∧ · · · ∧ λr ∈ R} =

=
{

u : ∃λ1 · · · ∃λr(λ1 ∈ R ∧ · · · ∧ λr ∈ R ∧ u = λkxk)
}

.

Очевидно, L(x1, . . . , xr) ⊆ RN . Будем говорить, что L(x1, . . . , xr) — линейная оболочка
столбцов x1, . . . , xr. Пусть k = 1, r. Тогда: xk = δmk xm ∈ L(x1, . . . , xr) (здесь: δmk = 0 при: k,
m = 1, r, k 6= m; δmk = 1 при: k, m = 1, r, k = m).

Будем говорить, что по любой линейной комбинации столбцов x1, . . . , xr однозначно
восстанавливаются её коэффициенты, если для любых чисел α1, . . . , αr, β1, . . . , βr, удовле-
творяющих условиям: α1, . . . , αr, β1, . . . , βr ∈ R, αkxk = βkxk, справедливо утверждение
∀k = 1, r(αk = βk).

Будем говорить, что x1, . . . , xr — линейно зависимые столбцы, если существуют числа
λ1, . . . , λr, удовлетворяющие условиям: λ1, . . . , λr ∈ R, λkxk = θ̃, ∃k = 1, r(λk 6= 0).

Будем говорить, что x1, . . . , xr — линейно независимые столбцы, если для любых чисел
λ1, . . . , λr, удовлетворяющих условиям: λ1, . . . , λr ∈ R, λkxk = θ̃, справедливо утверждение
∀k = 1, r(λk = 0).

Утверждение (критерий линейной зависимости столбцов). Пусть N ∈ N.
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1. Пусть x ∈ RN . Столбец x является линейно зависимым тогда и только тогда,
когда x = θ̃.

2. Пусть: r ∈ Z, r > 2, x1, . . . , xr ∈ RN . Столбцы x1, . . . , xr являются линейно за-
висимыми тогда и только тогда, когда существует номер k0 = 1, r, удовлетворяющий
условию xk0 ∈ L(x1, . . . , xk0−1, xk0+1, . . . , xr).

Доказательство.
1. Пусть x — линейно зависимый столбец. Тогда существует число λ ∈ R, удовлетворя-

ющее условиям: λx = θ̃, λ 6= 0. Следовательно, x = θ̃.
Пусть x = θ̃. Тогда 1x = θ̃. Так как 1 6= 0, то x — линейно зависимый столбец.

2. Пусть x1, . . . , xr — линейно зависимые столбцы. Тогда существуют числа λ1, . . . , λN ∈
R, удовлетворяющие условиям: λkxk = θ̃, ∃k = 1, r(λk 6= 0). Выберем номер k0 = 1, r,
удовлетворяющий условию λk0 6= 0. Тогда:

λ1x1 + · · ·+ λk0−1xk0−1 + λk0xk0 + λk0+1xk0+1 + · · ·+ λrxr = θ̃,

xk0 =
−λ1
λk0

x1 + · · ·+ −λk0−1

λk0
xk0−1 +

−λk0+1

λk0
xk0+1 + · · ·+ −λr

λk0
xr,

xk0 ∈ L(x1, . . . , xk0−1, xk0+1, . . . , xr).

Пусть существует номер k0 = 1, r, удовлетворяющий условию xk0 ∈
L(x1, . . . , xk0−1, xk0+1, . . . , xr). Тогда существуют числа λ1, . . . , λk0−1, λk0+1, . . . , λr ∈ R, удо-
влетворяющие условию:

xk0 = λ1x1 + · · ·+ λk0−1xk0−1 + λk0+1xk0+1 + · · ·+ λrxr.

Следовательно:

(−λ1)x1 + · · ·+ (−λk0−1)xk0−1 + 1xk0 + (−λk0+1)xk0+1 + · · ·+ (−λr)xr = θ̃.

Так как 1 6= 0, то x1, . . . , xr — линейно зависимые столбцы.

Утверждение (критерий линейной независимости столбцов). Пусть: N ∈ N; r ∈ N,
x1, . . . , xr ∈ RN . Столбцы x1, . . . , xr являются линейно независимыми тогда и только
тогда, когда по любой линейной комбинации столбцов x1, . . . , xr однозначно восстанав-
ливаются её коэффициенты.

Доказательство. Пусть x1, . . . , xr — линейно независимые столбцы. Пусть: α1, . . . , αr,
β1, . . . , βr ∈ R, αkxk = βkxk. Тогда (αk − βk)xk = θ̃. Так как x1, . . . , xr — линейно незави-
симые столбцы, то ∀k = 1, r(αk − βk = 0). Тогда ∀k = 1, r(αk = βk). Следовательно, по
любой линейной комбинации столбцов x1, . . . , xr однозначно восстанавливаются её коэф-
фициенты.

Пусть по любой линейной комбинации столбцов x1, . . . , xr однозначно восстанавлива-
ются её коэффициенты. Пусть: λ1, . . . , λr ∈ R, λkxk = θ̃. Тогда:

λ1x1 + · · ·+ λrxr = 0x1 + · · ·+ 0xr.

Так как по любой линейной комбинации столбцов x1, . . . , xr однозначно восстанавливаются
её коэффициенты, то ∀k = 1, r(λk = 0). Тогда x1, . . . , xr — линейно независимые столбцы.
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Утверждение. Пусть: N ∈ N; r ∈ N, x1, . . . , xr, x ∈ RN , x1, . . . , xr — линейно независи-
мые столбцы, x1, . . . , xr, x — линейно зависимые столбцы. Тогда x ∈ L(x1, . . . , xr).

Доказательство. Так как x1, . . . , xr, x — линейно зависимые столбцы, то существуют
числа λ1, . . . , λr+1 ∈ R, удовлетворяющие условиям: λ1x1 + · · · + λrxr + λr+1x = θ̃,
∃k = 1, r + 1(λk 6= 0). Предположим, что λr+1 = 0. Тогда: λ1x1 + · · · + λrxr = θ̃,
∃k = 1, r(λk 6= 0) (что противоречит утверждению: x1, . . . , xr — линейно независимые
столбцы). Итак, λr+1 6= 0. Тогда:

x =
−λ1
λr+1

x1 + · · ·+ −λr
λr+1

xr,

x ∈ L(x1, . . . , xr).

Замечание (перестановки).
1. Пусть M — некоторое множество.

Будем говорить, что σ — перестановка множества M , если: σ — обратимая функция,
D(σ) =M , R(σ) =M .

Обозначим через S(M) множество всех перестановок множества M .
Пусть σ1, σ2 ∈ S(M). Обозначим, σ2σ1 = σ2 ◦ σ1. Очевидно: σ2σ1 — обратимая функ-

ция,

D(σ2σ1) =
{

x : x ∈ D(σ1) ∧ σ1(x) ∈ D(σ2)
}

=
{

x : x ∈M ∧ σ1(x) ∈M
}

= {x : x ∈M} =M,

R(σ2σ1) = (σ2σ1)[M ] = σ2
[

σ1[M ]
]

= σ2
[

R(σ1)
]

= σ2[M ] = R(σ2) =M.

Тогда σ2σ1 ∈ S(M).
Обозначим: e(x) = x при x ∈M . Очевидно, e ∈ S(M).
Пусть σ ∈ S(M). Очевидно: σ−1 — обратимая функция, D(σ−1) = R(σ) = M ,

R(σ−1) = D(σ) =M . Тогда σ−1 ∈ S(M).
Пусть σ1, σ2, σ3 ∈ S(M). Очевидно, (σ3σ2)σ1 = σ3(σ2σ1).
Пусть σ ∈ S(M). Очевидно: σe = σ, eσ = σ.
Пусть σ ∈ S(M). Очевидно: σσ−1 = e, σ−1σ = e.

2. Пусть: M — некоторое конечное множество, σ — обратимая функция, D(σ) = M ,
R(σ) ⊆ M . Так как D(σ) — конечное множество, то R(σ) — конечное множество. Так как
σ — обратимая функция, то: card

(

R(σ)
)

= card
(

D(σ)
)

= card(M). Так как: R(σ) ⊆ M ,
card

(

R(σ)
)

= card(M), то R(σ) =M . Тогда σ ∈ S(M).
3. Обозначим, S0 = S(∅).

Пусть r ∈ N. Обозначим, Sr = S
(

{1, . . . , r}
)

.
4. Пусть: r ∈ N, k1, . . . , kr = 1, r, k1, . . . , kr — различные числа. Обозначим: σ(1) =

k1, . . . , σ(r) = kr. Очевидно: σ — обратимая функция, D(σ) = {1, . . . , r}, R(σ) ⊆ {1, . . . , r}.
Тогда σ ∈ Sr.

Утверждение. Пусть: N ∈ N; r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ RN , σ ∈ Sr, xσ(1), . . . , xσ(r) — линейно
зависимые столбцы. Тогда x1, . . . , xr — линейно зависимые столбцы.

Доказательство. Так как xσ(1), . . . , xσ(r) — линейно зависимые столбцы, то существуют

числа λ1, . . . , λr ∈ R, удовлетворяющие условиям: λ1xσ(1)+ · · ·+λrxσ(r) = θ̃, ∃m = 1, r(λm 6=
0). Тогда:

λσ
−1(1)x1 + · · ·+ λσ

−1(r)xr = θ̃, ∃k = 1, r(λσ
−1(k) 6= 0).

Следовательно, x1, . . . , xr — линейно зависимые столбцы.
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Утверждение. Пусть: N ∈ N; r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ RN , r0 ∈ N, k1, . . . , kr0 = 1, r, k1 < · · · <
kr0, xk1 , . . . , xkr0 — линейно зависимые столбцы. Тогда x1, . . . , xr — линейно зависимые
столбцы.

Доказательство. Так как xk1 , . . . , xkr0 — линейно зависимые столбцы, то существуют чис-

ла α1, . . . , αr0 ∈ R, удовлетворяющие условиям: α1xk1+· · ·+αr0xkr0 = θ̃, ∃m = 1, r0(α
m 6= 0).

Обозначим: βk1 = α1, . . . , βkr0 = αr0 , βk = 0 при: k = 1, r, k /∈ {k1, . . . , kr0}. Тогда:

βk1xk1 + · · ·+ βkr0xkr0 = θ̃, ∃m = 1, r0(β
km 6= 0);

β1x1 + · · ·+ βrxr = θ̃, ∃k = 1, r(βk 6= 0).

Следовательно, x1, . . . , xr — линейно зависимые столбцы.

2.3. Пространства E1, E2, E3

Замечание (пространство E1). Обозначим через E1 одномерное евклидово геометрическое
пространство. Из аксиом элементарной геометрии непосредственно следует, что E1 6= ∅.

Пусть A, B ∈ E1. Обозначим через ρ(A,B) расстояние между точками A, B.

Пусть p1, p2 ∈ E1. Будем говорить, что p1, p2 — аффинно зависимые точки, если p1 = p2.

Пусть: r ∈ Z, r > 3, p1, . . . , pr ∈ E1. Будем говорить, что p1, . . . , pr — аффинно зависи-
мые точки.

Пусть: r ∈ Z, r > 2, p1, . . . , pr ∈ E1. Будем говорить, что p1, . . . , pr — аффинно незави-
симые точки, если точки p1, . . . , pr не являются аффинно зависимыми.

Пусть A, B — аффинно независимые точки пространства E1. Обозначим через l+(A,B)
множество всех точек p, удовлетворяющих условиям: p ∈ E1 и либо p = A, либо точка p
лежит между точками A, B, либо p = B, либо точка B лежит между точками A, p. Будем
говорить, что l+(A,B) — луч, выходящий из точки A и проходящий через точку B.

Пусть O, I — аффинно независимые точки пространства E1. Пусть A ∈ E1. Пусть
A ∈ l+(O, I). Обозначим, h(A) = ρ(O,A)

ρ(O,I)
. Пусть A /∈ l+(O, I). Обозначим, h(A) = −ρ(O,A)

ρ(O,I)
.

Очевидно: h — обратимая функция, D(h) = E1, R(h) = R. Будем говорить, что h —
аффинная координатная карта (аффинная система координат) в пространстве E1, соот-
ветствующая точкам O, I. Пусть A ∈ E1. Будем говорить, что h(A) — координата точки
A в координатной карте h. Очевидно: h(O) = 0, h(I) = 1.

Замечание (пространство E2). Обозначим через E2 двумерное евклидово геометрическое
пространство. Из аксиом элементарной геометрии непосредственно следует, что E2 6= ∅.

Пусть A, B ∈ E2. Обозначим через ρ(A,B) расстояние между точками A, B.

Пусть p1, p2 ∈ E2. Будем говорить, что p1, p2 — аффинно зависимые точки, если p1 = p2.

Пусть p1, p2, p3 ∈ E2. Будем говорить, что p1, p2, p3 — аффинно зависимые точки, если
существует прямая l, удовлетворяющая условиям: l — прямая в пространстве E2, p1, p2,
p3 ∈ l.

Пусть: r ∈ Z, r > 4, p1, . . . , pr ∈ E2. Будем говорить, что p1, . . . , pr — аффинно зависи-
мые точки.

Пусть: r ∈ Z, r > 2, p1, . . . , pr ∈ E2. Будем говорить, что p1, . . . , pr — аффинно незави-
симые точки, если точки p1, . . . , pr не являются аффинно зависимыми.

Пусть l1, l2 — прямые в пространстве E2. Будем писать l1 ‖ l2, если либо l1 ∩ l2 = ∅,
либо l1 = l2. Утверждение l1 ‖ l2 читается: «прямая l1 параллельна прямой l2».
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Пусть A, B — аффинно независимые точки пространства E2. Обозначим через l∗(A,B)
прямую, удовлетворяющую условиям: l∗(A,B) — прямая в пространстве E2, A, B ∈
l∗(A,B).

Пусть A, B — аффинно независимые точки пространства E2. Обозначим через l+(A,B)
множество всех точек p, удовлетворяющих условиям: p ∈ l∗(A,B) и либо p = A, либо точка
p лежит между точками A, B, либо p = B, либо точка B лежит между точками A, p. Будем
говорить, что l+(A,B) — луч, выходящий из точки A и проходящий через точку B.

Пусть O, I1, I2 — аффинно независимые точки пространства E2. Пусть A ∈ E2. Обо-
значим через l1 прямую, удовлетворяющую условиям: l1 — прямая в пространстве E2,
A ∈ l1, l1 ‖ l∗(O, I2). Обозначим через A1 точку, удовлетворяющую условиям: A1 ∈ l1,

A1 ∈ l∗(O, I1). Пусть A1 ∈ l+(O, I1). Обозначим, h1(A) = ρ(O,A1)
ρ(O,I1)

. Пусть A1 /∈ l+(O, I1). Обо-

значим, h1(A) = −ρ(O,A1)
ρ(O,I1)

. Обозначим через l2 прямую, удовлетворяющую условиям: l2 —

прямая в пространстве E2, A ∈ l2, l2 ‖ l∗(O, I1). Обозначим через A2 точку, удовлетворя-

ющую условиям: A2 ∈ l2, A2 ∈ l∗(O, I2). Пусть A2 ∈ l+(O, I2). Обозначим, h2(A) = ρ(O,A2)
ρ(O,I2)

.

Пусть A2 /∈ l+(O, I2). Обозначим, h2(A) = −ρ(O,A2)
ρ(O,I2)

. Очевидно: h — обратимая функция,

D(h) = E2, R(h) = R2. Будем говорить, что h — аффинная координатная карта (аф-
финная система координат) в пространстве E2, соответствующая точкам O, I1, I2. Пусть
A ∈ E2. Будем говорить, что h(A) — столбец координат точки A в координатной карте h.
Очевидно: hm(O) = 0 при m = 1, 2; hm(Ik) = δmk при k, m = 1, 2.

Пусть: p1, p2, p3 ∈ E2, p1, p2 — аффинно независимые точки, p1, p2, p3 — аффинно
зависимые точки. Очевидно, p3 ∈ l∗(p1, p2).

Пусть: O, I1, I2 — аффинно независимые точки пространства E2, h — соответствующая
аффинная координатная карта. Очевидно: p ∈ l∗(O, I1) тогда и только тогда, когда: p ∈ E2,
h2(p) = 0.

Замечание (пространство E3). Обозначим через E3 трёхмерное евклидово геометрическое
пространство. Из аксиом элементарной геометрии непосредственно следует, что E3 6= ∅.

Пусть A, B ∈ E3. Обозначим через ρ(A,B) расстояние между точками A, B.
Пусть p1, p2 ∈ E3. Будем говорить, что p1, p2 — аффинно зависимые точки, если p1 = p2.
Пусть p1, p2, p3 ∈ E3. Будем говорить, что p1, p2, p3 — аффинно зависимые точки, если

существует прямая l, удовлетворяющая условиям: l — прямая в пространстве E3, p1, p2,
p3 ∈ l.

Пусть p1, p2, p3, p4 ∈ E3. Будем говорить, что p1, p2, p3, p4 — аффинно зависимые точки,
если существует плоскость π, удовлетворяющая условиям: π — плоскость в пространстве
E3, p1, p2, p3, p4 ∈ π.

Пусть: r ∈ Z, r > 5, p1, . . . , pr ∈ E3. Будем говорить, что p1, . . . , pr — аффинно зависи-
мые точки.

Пусть: r ∈ Z, r > 2, p1, . . . , pr ∈ E3. Будем говорить, что p1, . . . , pr — аффинно незави-
симые точки, если точки p1, . . . , pr не являются аффинно зависимыми.

Пусть l1, l2 — прямые в пространстве E3. Будем писать l1 ‖ l2, если:
1. существует плоскость π, удовлетворяющая условиям: π — плоскость в пространстве

E3, l1, l2 ⊆ π;
2. либо l1 ∩ l2 = ∅, либо l1 = l2.

Утверждение l1 ‖ l2 читается: «прямая l1 параллельна прямой l2».
Пусть A, B — аффинно независимые точки пространства E3. Обозначим через l∗(A,B)

прямую, удовлетворяющую условиям: l∗(A,B) — прямая в пространстве E3, A, B ∈
l∗(A,B).
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Пусть A, B — аффинно независимые точки пространства E3. Обозначим через l+(A,B)
множество всех точек p, удовлетворяющих условиям: p ∈ l∗(A,B) и либо p = A, либо точка
p лежит между точками A, B, либо p = B, либо точка B лежит между точками A, p. Будем
говорить, что l+(A,B) — луч, выходящий из точки A и проходящий через точку B.

Пусть π1, π2 — плоскости в пространстве E3. Будем писать π1 ‖ π2, если либо π1∩π2 = ∅,
либо π1 = π2. Утверждение π1 ‖ π2 читается: «плоскость π1 параллельна плоскости π2».

Пусть A, B, C — аффинно независимые точки пространства E3. Обозначим через
π∗(A,B,C) плоскость, удовлетворяющую условиям: π∗(A,B,C) — плоскость в простран-
стве E3, A, B, C ∈ π∗(A,B,C).

Пусть: O, I1, I2, I3 — аффинно независимые точки пространства E3. Пусть A ∈ E3.
Обозначим через π1 плоскость, удовлетворяющую условиям: π1 — плоскость в простран-
стве E3, A ∈ π1, π1 ‖ π∗(O, I2, I3). Обозначим через A1 точку, удовлетворяющую усло-

виям: A1 ∈ π1, A1 ∈ l∗(O, I1). Пусть A1 ∈ l+(O, I1). Обозначим, h1(A) = ρ(O,A1)
ρ(O,I1)

. Пусть

A1 /∈ l+(O, I1). Обозначим, h1(A) = −ρ(O,A1)
ρ(O,I1)

. Обозначим через π2 плоскость, удовлетворя-

ющую условиям: π2 — плоскость в пространстве E3, A ∈ π2, π2 ‖ π∗(O, I1, I3). Обозначим
через A2 точку, удовлетворяющую условиям: A2 ∈ π2, A2 ∈ l∗(O, I2). Пусть A2 ∈ l+(O, I2).

Обозначим, h2(A) = ρ(O,A2)
ρ(O,I2)

. Пусть A2 /∈ l+(O, I2). Обозначим, h2(A) = −ρ(O,A2)
ρ(O,I2)

. Обозна-

чим через π3 плоскость, удовлетворяющую условиям: π3 — плоскость в пространстве E3,
A ∈ π3, π3 ‖ π∗(O, I1, I2). Обозначим через A3 точку, удовлетворяющую условиям: A3 ∈ π3,

A3 ∈ l∗(O, I3). Пусть A3 ∈ l+(O, I3). Обозначим, h3(A) = ρ(O,A3)
ρ(O,I3)

. Пусть A3 /∈ l+(O, I3).

Обозначим, h3(A) = −ρ(O,A3)
ρ(O,I3)

. Очевидно: h — обратимая функция, D(h) = E3, R(h) = R3.

Будем говорить, что h — аффинная координатная карта (аффинная система координат)
в пространстве E3, соответствующая точкам O, I1, I2, I3. Пусть A ∈ E3. Будем говорить,
что h(A) — столбец координат точки A в координатной карте h. Очевидно: hm(O) = 0 при
m = 1, 3; hm(Ik) = δmk при k, m = 1, 3.

Пусть: p1, p2, p3 ∈ E3, p1, p2 — аффинно независимые точки, p1, p2, p3 — аффинно
зависимые точки. Очевидно, p3 ∈ l∗(p1, p2).

Пусть: p1, p2, p3, p4 ∈ E3, p1, p2, p3 — аффинно независимые точки, p1, p2, p3, p4 —
аффинно зависимые точки. Очевидно, p4 ∈ π∗(p1, p2, p3).

Пусть: O, I1, I2, I3 — аффинно независимые точки пространства E3, h — соответству-
ющая аффинная координатная карта. Очевидно: p ∈ l∗(O, I1) тогда и только тогда, когда:
p ∈ E3, h2(p), h3(p) = 0.

Пусть: O, I1, I2, I3 — аффинно независимые точки пространства E3, h — соответству-
ющая аффинная координатная карта. Очевидно: p ∈ π∗(O, I1, I2) тогда и только тогда,
когда: p ∈ E3, h3(p) = 0.

Утверждение (непосредственно следует из определения аффинно зависимых точек).
Пусть: N = 1, 3; r ∈ Z, r > 2, p1, . . . , pr ∈ EN , σ ∈ Sr, pσ(1), . . . , pσ(r) — аффинно за-
висимые точки. Тогда p1, . . . , pr — аффинно зависимые точки.

Утверждение (нетрудно доказать, используя определение аффинно зависимых точек и
средства элементарной геометрии). Пусть: N = 1, 3; r ∈ Z, r > 2, p1, . . . , pr ∈ EN , r0 ∈ Z,
r0 > 2, k1, . . . , kr0 = 1, r, k1 < · · · < kr0, pk1 , . . . , pkr0 — аффинно зависимые точки. Тогда
p1, . . . , pr — аффинно зависимые точки.

Утверждение (нетрудно доказать, используя определение аффинно зависимых точек и
средства элементарной геометрии). Пусть: N = 1, 3; r = 2, N , p1, . . . , pr ∈ EN , p1, . . . , pr —
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аффинно независимые точки. Существуют точки pr+1, . . . , pN+1, удовлетворяющие усло-
виям: pr+1, . . . , pN+1 ∈ EN , p1, . . . , pN+1 — аффинно независимые точки.

Определение (эквивалентность упорядоченных пар точек). Пусть: N = 1, 3; u1, u2 ∈ (EN)2.
Пусть: A1 = u11, B1 = u21, A2 = u12, B2 = u22, C1 — середина отрезка [A1, B2], C2 — середина
отрезка [A2, B1]. Будем писать u1 ≈ u2, если C1 = C2. Утверждение u1 ≈ u2 читается:
«упорядоченная пара точек u1 эквивалентна упорядоченной паре точек u2».

Утверждение (нетрудно доказать, используя определение эквивалентности упорядочен-
ных пар точек и средства элементарной геометрии). Пусть N = 1, 3.

1. Пусть: A1, B1, A2, B2 ∈ EN , (A1, B1) ≈ (A2, B2). Тогда ρ(A1, B1) = ρ(A2, B2).
2. Пусть: A1, B1, A2, B2 ∈ EN , (A1, B1) ≈ (A2, B2), A1 6= B1. Тогда: A2 6= B2,

l∗(A1, B1) ‖ l∗(A2, B2).

Утверждение (выражение для координат середины отрезка; нетрудно доказать, исполь-
зуя определение аффинной координатной карты и теорему Фалеса). Пусть: N = 1, 3;
O, I1, . . . , IN — аффинно независимые точки пространства EN , h — соответствую-
щая аффинная координатная карта; A, B ∈ EN , C — середина отрезка [A,B]. Тогда
h(C) = 1

2

(

h(A) + h(B)
)

.

Утверждение (критерий эквивалентности упорядоченных пар точек). Пусть: N = 1, 3;
O, I1, . . . , IN — аффинно независимые точки пространства EN , h — соответствующая
аффинная координатная карта; A1, B1, A2, B2 ∈ EN . Утверждение (A1, B1) ≈ (A2, B2)
справедливо тогда и только тогда, когда h(B1)− h(A1) = h(B2)− h(A2).

Доказательство. Пусть (A1, B1) ≈ (A2, B2). Тогда:

C1 = C2,

h(C1) = h(C2),

1

2

(

h(A1) + h(B2)
)

=
1

2

(

h(A2) + h(B1)
)

,

h(B1)− h(A1) = h(B2)− h(A2).

Пусть h(B1)− h(A1) = h(B2)− h(A2). Тогда:

1

2

(

h(A1) + h(B2)
)

=
1

2

(

h(A2) + h(B1)
)

,

h(C1) = h(C2),

C1 = C2,

(A1, B1) ≈ (A2, B2).

Утверждение. Пусть N = 1, 3.
1. Пусть u ∈ (EN)2. Тогда u ≈ u.
2. Пусть: u1, u2 ∈ (EN)2, u1 ≈ u2. Тогда u2 ≈ u1.
3. Пусть: u1, u2, u3 ∈ (EN)2, u1 ≈ u2, u2 ≈ u3. Тогда u1 ≈ u3.

Доказательство.
1. Утверждение непосредственно следует из определения эквивалентности упорядочен-

ных пар точек.
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2. Утверждение непосредственно следует из определения эквивалентности упорядочен-
ных пар точек.

3. Обозначим: A1 = u11, B1 = u21, A2 = u12, B2 = u22, A3 = u13, B3 = u23. Так как:
u1 ≈ u2, u2 ≈ u3, то: h(B1)− h(A1) = h(B2)− h(A2), h(B2)− h(A2) = h(B3)− h(A3). Тогда
h(B1)− h(A1) = h(B3)− h(A3). Следовательно, u1 ≈ u3.

Определение (вектор пространства EN). Пусть N = 1, 3.

Пусть A, B ∈ EN . Обозначим:

−→
AB =

{

u : u ∈ (EN)2 ∧ u ≈ (A,B)
}

.

Будем говорить, что x — вектор пространства EN , если существуют точки A, B, удо-

влетворяющие условиям: A, B ∈ EN , x =
−→
AB.

Обозначим через ~EN множество всех векторов пространства EN .

Пусть A, B ∈ EN . Очевидно,
−→
AB ∈ ~EN . Будем говорить, что {−→AB}A,B∈EN — стандарт-

ная операция векторизации на множестве EN .

Утверждение (первый критерий равенства векторов). Пусть: N = 1, 3; A1, B1, A2,

B2 ∈ EN . Утверждение
−−−→
A1B1 =

−−−→
A2B2 справедливо тогда и только тогда, когда (A1, B1) ≈

(A2, B2).

Доказательство. Пусть
−−−→
A1B1 =

−−−→
A2B2. Так как: (A1, B1) ∈ (EN)2, (A1, B1) ≈ (A1, B1), то

(A1, B1) ∈
−−−→
A1B1. Так как

−−−→
A1B1 =

−−−→
A2B2, то (A1, B1) ∈

−−−→
A2B2. Тогда (A1, B1) ≈ (A2, B2).

Пусть (A1, B1) ≈ (A2, B2). Тогда (A2, B2) ≈ (A1, B1).

Пусть u ∈ −−−→
A1B1. Тогда: u ∈ (EN)2, u ≈ (A1, B1). Так как (A1, B1) ≈ (A2, B2), то:

u ∈ (EN)2, u ≈ (A2, B2). Тогда u ∈ −−−→
A2B2.

Пусть u ∈ −−−→
A2B2. Тогда: u ∈ (EN)2, u ≈ (A2, B2). Так как (A2, B2) ≈ (A1, B1), то:

u ∈ (EN)2, u ≈ (A1, B1). Тогда u ∈ −−−→
A1B1. Итак,

−−−→
A1B1 =

−−−→
A2B2.

Определение (координаты вектора). Пусть:N = 1, 3; O, I1, . . . , IN — аффинно независимые

точки пространства EN , h — соответствующая аффинная координатная карта; x ∈ ~EN .

Пусть: A, B ∈ EN , x =
−→
AB. Обозначим, [x](h) = h(B)−h(A). Будем говорить, что [x](h) —

столбец координат вектора x в координатной карте h. Корректность определения ко-

ординат вектора непосредственно следует из: определения вектора; первого

критерия равенства векторов, критерия эквивалентности упорядоченных пар

точек.

Утверждение (второй критерий равенства векторов). Пусть: N = 1, 3; O, I1, . . . , IN —
аффинно независимые точки пространства EN , h — соответствующая аффинная ко-
ординатная карта; x, y ∈ ~EN . Утверждение x = y справедливо тогда и только тогда,
когда [x](h) = [y](h).

Доказательство. Пусть x = y. Тогда [x](h) = [y](h).

Пусть [x](h) = [y](h). Выберем точки A1, B1, A2, B2, удовлетворяющие условиям: A1,

B1, A2, B2 ∈ EN , x =
−−−→
A1B1, y =

−−−→
A2B2. Тогда h(B1)−h(A1) = h(B2)−h(A2). Следовательно

(A1, B1) ≈ (A2, B2). Тогда x = y.
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Определение. Пусть: N = 1, 3; λ ∈ R, A, B ∈ EN . Пусть A = B. Обозначим, P∗(λ,A,B) =
A. Пусть: A 6= B, λ > 0. Обозначим через P∗(λ,A,B) точку, удовлетворяющую условиям:
P∗(λ,A,B) ∈ l+(A,B), ρ

(

A,P∗(λ,A,B)
)

= λρ(A,B). Пусть: A 6= B, λ < 0. Обозначим
через P∗(λ,A,B) точку, удовлетворяющую условиям: P∗(λ,A,B) ∈ l∗(A,B), P∗(λ,A,B) /∈
l+(A,B), ρ

(

A,P∗(λ,A,B)
)

= (−λ)ρ(A,B).

Утверждение 2.1. Пусть: N = 1, 3; O, I1, . . . , IN — аффинно независимые точки про-
странства EN , h — соответствующая аффинная координатная карта.

1. Справедливо утверждение ∀A ∈ EN∀x ∈ ~EN∃!B ∈ EN(
−→
AB = x).

2. Пусть: A1, B1, C1, A2, B2, C2 ∈ EN , (A1, B1) ≈ (A2, B2), (B1, C1) ≈ (B2, C2). Тогда
(A1, C1) ≈ (A2, C2).

3. Пусть: λ ∈ R, A, B ∈ EN . Тогда h
(

P∗(λ,A,B)
)

− h(A) = λ
(

h(B)− h(A)
)

.
4. Пусть: λ ∈ R, A1, B1, A2, B2 ∈ EN , (A1, B1) ≈ (A2, B2). Тогда

(

A1, P∗(λ,A1, B1)
)

≈
(

A2, P∗(λ,A2, B2)
)

.
5. Пусть A1, A2 ∈ EN . Тогда (A1, A1) ≈ (A2, A2).

Доказательство.
1. Пусть: A ∈ EN , x ∈ ~EN .

Пусть: B ∈ EN ,
−→
AB = x. Тогда:

[
−→
AB](h) = [x](h),

h(B)− h(A) = [x](h),

h(B) = h(A) + [x](h),

B = h−1
(

h(A) + [x](h)
)

.

Пусть: B1 ∈ EN ,
−−→
AB1 = x, B2 ∈ EN ,

−−→
AB2 = x. Тогда: B1 = h−1

(

h(A) + [x](h)
)

,
B2 = h−1

(

h(A) + [x](h)
)

. Следовательно, B1 = B2.
Пусть B = h−1

(

h(A) + [x](h)
)

. Тогда: B ∈ EN ,

[
−→
AB](h) = h(B)− h(A) = h

(

h−1
(

h(A) + [x](h)
)

)

− h(A) =
(

h(A) + [x](h)
)

− h(A) = [x](h).

Согласно второму критерию равенства векторов: B ∈ EN ,
−→
AB = x.

2. Так как: (A1, B1) ≈ (A2, B2), (B1, C1) ≈ (B2, C2), то: h(B1) − h(A1) = h(B2) − h(A2),
h(C1)− h(B1) = h(C2)− h(B2). Тогда:

h(C1)− h(A1) =
(

h(C1)− h(B1)
)

+
(

h(B1)− h(A1)
)

=

=
(

h(C2)− h(B2)
)

+
(

h(B2)− h(A2)
)

= h(C2)− h(A2).

Следовательно, (A1, C1) ≈ (A2, C2).
3. Утверждение нетрудно доказать, используя определение аффинной координатной

карты и теорему Фалеса.
4. Так как (A1, B1) ≈ (A2, B2), то h(B1)− h(A1) = h(B2)− h(A2). Тогда:

h
(

P∗(λ,A1, B1)
)

− h(A1) = λ
(

h(B1)− h(A1)
)

= λ
(

h(B2)− h(A2)
)

=

= h
(

P∗(λ,A2, B2)
)

− h(A2).

Следовательно,
(

A1, P∗(λ,A1, B1)
)

≈
(

A2, P∗(λ,A2, B2)
)

.
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5. Утверждение непосредственно следует из определения эквивалентности упорядочен-
ных пар точек.

Утверждение (нетрудно доказать, используя второй пункт утверждения (2.1) и средства
элементарной геометрии). Пусть N = 1, 3.

1. Пусть: A1, B1, C1, A2, B2, C2 ∈ EN , (A1, B1) ≈ (A2, B2), (A1, C1) ≈ (A2, C2). Тогда
△B1A1C1

∼= △B2A2C2.
2. Пусть: A1, B1, C1, A2, B2, C2 ∈ EN , (A1, B1) ≈ (A2, B2), (A1, C1) ≈ (A2, C2), A1 6= B1,

A1 6= C1. Тогда: A2 6= B2, A2 6= C2, B̂1A1C1 = B̂2A2C2.

Определение. Пусть N = 1, 3.

Пусть x, y ∈ ~EN . Пусть: A, B, C ∈ EN , x =
−→
AB, y =

−−→
BC. Обозначим, x + y =

−→
AC.

Очевидно, x+y ∈ ~EN . Будем говорить, что {x+y}x,y∈ ~EN — стандартная операция сложения

на множестве ~EN . Корректность определения стандартной операции сложения

на множестве ~EN непосредственно следует из: определения вектора, первого

пункта утверждения 2.1; первого критерия равенства векторов, второго пункта

утверждения 2.1.

Пусть: λ ∈ R, x ∈ ~EN . Пусть: A, B ∈ EN , x =
−→
AB. Обозначим, λx =

−−−−−−−−−→
AP∗(λ,A,B).

Очевидно, λx ∈ ~EN . Будем говорить, что {λx}λ∈R, x∈ ~EN — стандартная внешняя операция

умножения на множестве ~EN . Корректность определения стандартной внешней

операции умножения на множестве ~EN непосредственно следует из: определе-

ния вектора; первого критерия равенства векторов, четвёртого пункта утвер-

ждения 2.1.

Пусть A ∈ EN . Обозначим, θ =
−→
AA. Очевидно, θ ∈ ~EN . Будем говорить, что θ — стан-

дартный нулевой элемент множества ~EN . Корректность определения стандартного

нулевого элемента множества ~EN непосредственно следует из: утверждения

EN 6= ∅; пятого пункта утверждения 2.1, первого критерия равенства векторов.

Утверждение. Пусть: N = 1, 3; O, I1, . . . , IN — аффинно независимые точки простран-
ства EN , h — соответствующая аффинная координатная карта.

1. Пусть x, y ∈ ~EN . Тогда [x+ y](h) = [x](h) + [y](h).

2. Пусть: λ ∈ R, x ∈ ~EN . Тогда [λx](h) = λ[x](h).
3. Справедливо утверждение [θ](h) = θ̃.

Доказательство.

1. Выберем точки A, B, C, удовлетворяющие условиям: A, B, C ∈ EN , x =
−→
AB, y =

−−→
BC.

Тогда:

[x+ y](h) = [
−→
AC](h) = h(C)− h(A) =

(

h(B)− h(A)
)

+
(

h(C)− h(B)
)

= [x](h) + [y](h).

2. Выберем точки, удовлетворяющие условиям: A, B ∈ EN , x =
−→
AB. Тогда:

[λx](h) =
[−−−−−−−−−→
AP∗(λ,A,B)

]

(h) = h
(

P∗(λ,A,B)
)

− h(A) = λ
(

h(B)− h(A)
)

= λ[x](h).

3. Выберем точку A, удовлетворяющую условию A ∈ EN . Тогда:

[θ](h) = [
−→
AA](h) = h(A)− h(A) = θ̃.

Утверждение. Пусть N = 1, 3.
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1. Пусть x, y ∈ ~EN . Тогда x+ y = y + x.
2. Пусть x, y, z ∈ ~EN . Тогда (x+ y) + z = x+ (y + z).

3. Пусть x ∈ ~EN . Тогда x+ θ = x.
4. Пусть x ∈ ~EN . Тогда x+ (−1)x = θ.

5. Пусть: α, β ∈ R, x ∈ ~EN . Тогда (αβ)x = α(βx).

6. Пусть x ∈ ~EN . Тогда 1x = x.
7. Пусть: α, β ∈ R, x ∈ ~EN . Тогда (α + β)x = αx+ βx.

8. Пусть: λ ∈ R, x, y ∈ ~EN . Тогда λ(x+ y) = λx+ λy.

9. Пусть x ∈ ~EN . Тогда 0x = θ.
10. Пусть λ ∈ R. Тогда λθ = θ.
11. Пусть a, b ∈ ~EN . Существует единственный вектор x, удовлетворяющий услови-

ям: x ∈ ~EN , a+ x = b.

Доказательство. Пусть: O, I1, . . . , IN — аффинно независимые точки пространства EN ,
h — соответствующая аффинная координатная карта.

1. Очевидно:

[x+ y](h) = [x](h) + [y](h) = [y](h) + [x](h) = [y + x](h).

Согласно второму критерию равенства векторов, x+ y = y + x.
2. Очевидно:

[

(x+ y) + z
]

(h) =
(

[x](h) + [y](h)
)

+ [z](h) = [x](h) +
(

[x](h) + [y](h)
)

=
[

x+ (y + z)
]

(h).

Согласно второму критерию равенства векторов, (x+ y) + z = x+ (y + z).
3. Очевидно:

[x+ θ](h) = [x](h) + θ̃ = [x](h).

Согласно второму критерию равенства векторов, x+ θ = x.
4. Очевидно:

[

x+ (−1)x
]

(h) = [x](h) + (−1)[x](h) = θ̃ = [θ](h).

Согласно второму критерию равенства векторов, x+ (−1)x = θ.
5. Очевидно:

[

(αβ)x
]

(h) = (αβ)[x](h) = α
(

β[x](h)
)

=
[

α(βx)
]

(h).

Согласно второму критерию равенства векторов, (αβ)x = α(βx).
6. Очевидно:

[1x](h) = 1[x](h) = [x](h).

Согласно второму критерию равенства векторов, 1x = x.
7. Очевидно:

[

(α + β)x
]

(h) = (α + β)[x](h) = α[x](h) + β[x](h) = [αx+ βx](h).

Согласно второму критерию равенства векторов, (α + β)x = αx+ βx.
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8. Очевидно:
[

λ(x+ y)
]

(h) = λ
(

[x](h) + [y](h)
)

= λ[x](h) + λ[y](h) = [λx+ λy](h).

Согласно второму критерию равенства векторов, λ(x+ y) = λx+ λy.
9. Очевидно:

[0x](h) = 0[x](h) = θ̃ = [θ](h).

Согласно второму критерию равенства векторов, 0x = θ.
10. Очевидно:

[λθ](h) = λ[θ](h) = λθ̃ = θ̃ = [θ](h).

Согласно второму критерию равенства векторов, λθ = θ.
11. Пусть: x ∈ ~EN , a+ x = b. Тогда:

(−1)a+ (a+ x) = (−1)a+ b,
(

(−1)a+ a
)

+ x = (−1)a+ b,
(

a+ (−1)a
)

+ x = (−1)a+ b,

θ + x = (−1)a+ b,

x+ θ = (−1)a+ b,

x = (−1)a+ b.

Пусть: x1 ∈ ~EN , a+x1 = b, x2 ∈ ~EN , a+x2 = b. Тогда: x1 = (−1)a+ b, x2 = (−1)a+ b.
Следовательно, x1 = x2.

Обозначим, x = (−1)a+ b. Тогда: x ∈ ~EN , a+x = a+
(

(−1)a+ b
)

=
(

a+(−1)a
)

+ b =
θ + b = b+ θ = b.

Определение. Пусть N = 1, 3.
Пусть x ∈ ~EN . Обозначим, −x = (−1)x. Очевидно: −x ∈ ~EN , x + (−x) = θ. Будем

говорить, что −x — противоположный вектор к вектору x.
Пусть x, y ∈ ~EN . Обозначим, y− x = (−1)x+ y. Очевидно: y− x ∈ ~EN , x+ (y− x) = y.

Будем говорить, что y − x — разность векторов y, x.

Утверждение. Пусть N = 1, 3.
1. Справедливо утверждение EN 6= ∅.

2. Пусть A, B, C ∈ EN . Тогда
−→
AB +

−−→
BC =

−→
AC.

3. Справедливо утверждение ∀A ∈ EN∀x ∈ ~EN∃!B ∈ EN(
−→
AB = x).

4. Пусть A ∈ EN . Тогда
−→
AA = θ.

5. Пусть: A, B ∈ EN ,
−→
AB = θ. Тогда A = B.

6. Пусть A, B ∈ EN . Тогда (−1)
−→
AB =

−→
BA.

Доказательство.
1. Утверждение обсуждалось выше.
2. Утверждение непосредственно следует из определения суммы векторов.
3. Утверждение обсуждалось выше.
4. Утверждение непосредственно следует из определения нулевого вектора.

5. Очевидно,
−→
AA = θ. По условию,

−→
AB = θ. Тогда A = B.

6. Очевидно,
−→
AB+(−1)

−→
AB = θ. С другой стороны:

−→
AB+

−→
BA =

−→
AA = θ. Тогда (−1)

−→
AB =−→

BA.
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2.4. Линейная комбинация векторов, линейная зависимость векто-

ров

Определение (линейная комбинация векторов). Пусть: N = 1, 3; r ∈ N, λ1, . . . , λr ∈ R,

x1, . . . , xr ∈ ~EN .

Будем говорить, что
N
∑

k=1

λkxk — линейная комбинация векторов x1, . . . , xr с коэффици-

ентами λ1, . . . , λr.

Далее часто будем писать λkxk вместо
N
∑

k=1

λkxk (частный случай правила суммирования

Эйнштейна).

Определение (линейная оболочка векторов, линейная зависимость векторов, линейная

независимость векторов). Пусть: N = 1, 3; r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ ~EN .
Обозначим:

L(x1, . . . , xr) = {λkxk : λ1 ∈ R ∧ · · · ∧ λr ∈ R} =

=
{

u : ∃λ1 · · · ∃λr(λ1 ∈ R ∧ · · · ∧ λr ∈ R ∧ u = λkxk)
}

.

Очевидно, L(x1, . . . , xr) ⊆ ~EN . Будем говорить, что L(x1, . . . , xr) — линейная оболочка
векторов x1, . . . , xr. Пусть k = 1, r. Тогда: xk = δmk xm ∈ L(x1, . . . , xr).

Будем говорить, что по любой линейной комбинации векторов x1, . . . , xr однозначно
восстанавливаются её коэффициенты, если для любых чисел α1, . . . , αr, β1, . . . , βr, удовле-
творяющих условиям: α1, . . . , αr, β1, . . . , βr ∈ R, αkxk = βkxk, справедливо утверждение
∀k = 1, r(αk = βk).

Будем говорить, что x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы, если существуют числа
λ1, . . . , λr, удовлетворяющие условиям: λ1, . . . , λr ∈ R, λkxk = θ, ∃k = 1, r(λk 6= 0).

Будем говорить, что x1, . . . , xr — линейно независимые векторы, если для любых чисел
λ1, . . . , λr, удовлетворяющих условиям: λ1, . . . , λr ∈ R, λkxk = θ, справедливо утверждение
∀k = 1, r(λk = 0).

Утверждение (критерий линейной зависимости векторов). Пусть N = 1, 3.

1. Пусть x ∈ ~EN . Вектор x является линейно зависимым тогда и только тогда,
когда x = θ.

2. Пусть: r ∈ Z, r > 2, x1, . . . , xr ∈ ~EN . Векторы x1, . . . , xr являются линейно за-
висимыми тогда и только тогда, когда существует номер k0 = 1, r, удовлетворяющий
условию xk0 ∈ L(x1, . . . , xk0−1, xk0+1, . . . , xr).

Доказательство.
1. Пусть x — линейно зависимый вектор. Тогда существует число λ ∈ R, удовлетворя-

ющее условиям: λx = θ, λ 6= 0. Следовательно, x = θ.
Пусть x = θ. Тогда 1x = θ. Так как 1 6= 0, то x — линейно зависимый вектор.

2. Пусть x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы. Тогда существуют числа λ1, . . . , λN ∈
R, удовлетворяющие условиям: λkxk = θ, ∃k = 1, r(λk 6= 0). Выберем номер k0 = 1, r,
удовлетворяющий условию λk0 6= 0. Тогда:

λ1x1 + · · ·+ λk0−1xk0−1 + λk0xk0 + λk0+1xk0+1 + · · ·+ λrxr = θ,

xk0 =
−λ1
λk0

x1 + · · ·+ −λk0−1

λk0
xk0−1 +

−λk0+1

λk0
xk0+1 + · · ·+ −λr

λk0
xr,
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xk0 ∈ L(x1, . . . , xk0−1, xk0+1, . . . , xr).

Пусть существует номер k0 = 1, r, удовлетворяющий условию xk0 ∈
L(x1, . . . , xk0−1, xk0+1, . . . , xr). Тогда существуют числа λ1, . . . , λk0−1, λk0+1, . . . , λr ∈ R, удо-
влетворяющие условию:

xk0 = λ1x1 + · · ·+ λk0−1xk0−1 + λk0+1xk0+1 + · · ·+ λrxr.

Следовательно:

(−λ1)x1 + · · ·+ (−λk0−1)xk0−1 + 1xk0 + (−λk0+1)xk0+1 + · · ·+ (−λr)xr = θ.

Так как 1 6= 0, то x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы.

Утверждение (критерий линейной независимости векторов). Пусть: N = 1, 3; r ∈ N,

x1, . . . , xr ∈ ~EN . Векторы x1, . . . , xr являются линейно независимыми тогда и только
тогда, когда по любой линейной комбинации векторов x1, . . . , xr однозначно восстанав-
ливаются её коэффициенты.

Доказательство. Пусть x1, . . . , xr — линейно независимые векторы. Пусть: α1, . . . , αr,
β1, . . . , βr ∈ R, αkxk = βkxk. Тогда (αk − βk)xk = θ. Так как x1, . . . , xr — линейно незави-
симые векторы, то ∀k = 1, r(αk − βk = 0). Тогда ∀k = 1, r(αk = βk). Следовательно, по
любой линейной комбинации векторов x1, . . . , xr однозначно восстанавливаются её коэф-
фициенты.

Пусть по любой линейной комбинации векторов x1, . . . , xr однозначно восстанавлива-
ются её коэффициенты. Пусть: λ1, . . . , λr ∈ R, λkxk = θ. Тогда:

λ1x1 + · · ·+ λrxr = 0x1 + · · ·+ 0xr.

Так как по любой линейной комбинации векторов x1, . . . , xr однозначно восстанавливаются
её коэффициенты, то ∀k = 1, r(λk = 0). Тогда x1, . . . , xr — линейно независимые векторы.

Утверждение. Пусть: N = 1, 3; r ∈ N, x1, . . . , xr, x ∈ ~EN , x1, . . . , xr — линейно незави-
симые векторы, x1, . . . , xr, x — линейно зависимые векторы. Тогда x ∈ L(x1, . . . , xr).

Доказательство. Так как x1, . . . , xr, x — линейно зависимые векторы, то существуют
числа λ1, . . . , λr+1 ∈ R, удовлетворяющие условиям: λ1x1 + · · · + λrxr + λr+1x = θ,
∃k = 1, r + 1(λk 6= 0). Предположим, что λr+1 = 0. Тогда: λ1x1 + · · · + λrxr = θ,
∃k = 1, r(λk 6= 0) (что противоречит утверждению: x1, . . . , xr — линейно независимые
векторы). Итак, λr+1 6= 0. Тогда:

x =
−λ1
λr+1

x1 + · · ·+ −λr
λr+1

xr,

x ∈ L(x1, . . . , xr).

Утверждение. Пусть: N = 1, 3; r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ ~EN , σ ∈ Sr, xσ(1), . . . , xσ(r) — линейно
зависимые векторы. Тогда x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы.
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Доказательство. Так как xσ(1), . . . , xσ(r) — линейно зависимые векторы, то существуют
числа λ1, . . . , λr ∈ R, удовлетворяющие условиям: λ1xσ(1)+ · · ·+λrxσ(r) = θ, ∃m = 1, r(λm 6=
0). Тогда:

λσ
−1(1)x1 + · · ·+ λσ

−1(r)xr = θ, ∃k = 1, r(λσ
−1(k) 6= 0).

Следовательно, x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы.

Утверждение. Пусть: N = 1, 3; r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ ~EN , r0 ∈ N, k1, . . . , kr0 = 1, r,
k1 < · · · < kr0, xk1 , . . . , xkr0 — линейно зависимые векторы. Тогда x1, . . . , xr — линейно
зависимые векторы.

Доказательство. Так как xk1 , . . . , xkr0 — линейно зависимые векторы, то существуют чис-

ла α1, . . . , αr0 ∈ R, удовлетворяющие условиям: α1xk1+· · ·+αr0xkr0 = θ, ∃m = 1, r0(α
m 6= 0).

Обозначим: βk1 = α1, . . . , βkr0 = αr0 , βk = 0 при: k = 1, r, k /∈ {k1, . . . , kr0}. Тогда:

βk1xk1 + · · ·+ βkr0xkr0 = θ, ∃m = 1, r0(β
km 6= 0);

β1x1 + · · ·+ βrxr = θ, ∃k = 1, r(βk 6= 0).

Следовательно, x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы.

Утверждение. Пусть: N = 1, 3; O, I1, . . . , IN — аффинно независимые точки простран-
ства EN , h — соответствующая аффинная координатная карта; r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ ~EN .
Векторы x1, . . . , xr являются линейно зависимыми тогда и только тогда, когда столбцы
[x1](h), . . . , [xr](h) являются линейно зависимыми.

Доказательство. Пусть x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы. Тогда существуют чис-
ла λ1, . . . , λr ∈ R, удовлетворяющие условиям: λkxk = θ, ∃k = 1, r(λk 6= 0). Следовательно:

λk[xk](h) = [λkxk](h) = [θ](h) = θ̃.

Так как ∃k = 1, r(λk 6= 0), то [x1](h), . . . , [xr](h) — линейно зависимые столбцы.
Пусть [x1](h), . . . , [xr](h) — линейно зависимые столбцы. Тогда существуют числа

λ1, . . . , λr ∈ R, удовлетворяющие условиям: λk[xk](h) = θ̃, ∃k = 1, r(λk 6= 0). Следова-
тельно:

[λkxk](h) = λk[xk](h) = θ̃ = [θ](h).

Согласно второму критерию равенства векторов, λkxk = θ. Так как ∃k = 1, r(λk 6= 0), то
x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы.

Утверждение. Пусть: N = 1, 3; O, I1, . . . , IN — аффинно независимые точки простран-

ства EN , h — соответствующая аффинная координатная карта, ek =
−−→
OIk при k = 1, N .

1. Справедливо утверждение: [ek]
m(h) = δmk при k, m = 1, N .

2. Пусть λ1, . . . , λN ∈ R. Тогда: [λkek]
m(h) = λm при m = 1, N .

3. Пусть x ∈ ~EN . Тогда x = [x]k(h)ek.

Доказательство.
1. Пусть k, m = 1, N . Тогда:

[ek]
m(h) = [

−−→
OIk]

m(h) =
(

h(Ik)− h(O)
)m

= hm(Ik)− hm(O) = δmk − 0 = δmk .
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2. Пусть m = 1, N . Тогда:

[λkek]
m(h) = λk[ek]

m(h) = λkδmk = λm.

3. Очевидно:
[

[x]k(h)ek
]m

(h) = [x]m(h) при m = 1, N . Тогда
[

[x]k(h)ek
]

(h) = [x](h).
Согласно второму критерию равенства векторов, [x]k(h)ek = x.

Утверждение. Пусть: N = 1, 3; O, I1, . . . , IN — аффинно независимые точки простран-

ства EN , ek =
−−→
OIk при k = 1, N .

1. Справедливо утверждение: e1, . . . , eN — линейно независимые векторы.
2. Пусть x ∈ ~EN . Тогда x ∈ L(e1, . . . , eN).

Доказательство. Пусть h — аффинная координатная карта в пространстве EN , соответ-
ствующая точкам O, I1, . . . , IN .

1. Очевидно, по любой линейной комбинации векторов e1, . . . , eN однозначно восстанав-
ливаются её коэффициенты. Тогда e1, . . . , eN — линейно независимые векторы.

2. Так как x = [x]k(h)ek, то x ∈ L(e1, . . . , eN).

Замечание. Пусть: N = 1, 3; O, I1, . . . , IN — аффинно независимые точки пространства

EN , ek =
−−→
OIk при k = 1, N . Будем говорить, что e1, . . . , eN — базис пространства ~EN .

Пусть x ∈ ~EN . Будем говорить, что x̃ — столбец координат вектора x в базисе e, если:
x̃ ∈ RN , x = x̃kek.

Пусть x ∈ ~EN . Очевидно, существует единственный столбец x̃, удовлетворяющий усло-
вию: x̃ — столбец координат вектора x в базисе e.

Пусть x ∈ ~EN . Обозначим через [x](e) столбец координат вектора x в базисе e.

Обозначим: hO,e(A) = [
−→
OA](e) при A ∈ EN . Будем говорить, что hO,e — аффинная

координатная карта (аффинная система координат) в пространстве EN , соответствующая
точке O и базису e. Пусть A ∈ EN . Будем говорить, что hO,e(A) — столбец координат точки
A в координатной карте hO,e.

Замечание. Пусть: N = 1, 3; O, I1, . . . , IN — аффинно независимые точки пространства

EN , h — соответствующая аффинная координатная карта, ek =
−−→
OIk при k = 1, N .

Пусть x ∈ ~EN . Так как: [x](h) ∈ RN , x = [x]k(h)ek, то [x](e) = [x](h).
Пусть A ∈ EN . Тогда:

hO,e(A) = [
−→
OA](e) = [

−→
OA](h) = h(A)− h(O) = h(A)− θ̃ = h(A).

Следовательно, hO,e = h.

Утверждение. Пусть: l — прямая в пространстве E2; O, I1 — аффинно независимые

точки прямой l, e1 =
−−→
OI1. Справедливо утверждение: A ∈ l тогда и только тогда, когда:

A ∈ E2,
−→
OA ∈ L(e1).

Доказательство. Так как: O, I1 ∈ l, O, I1 — аффинно независимые точки, то l∗(O, I1) = l.
Так как O, I1 — аффинно независимые точки, то существует точка I2, удовлетворяю-
щая условиям: I2 ∈ E2, O, I1, I2 — аффинно независимые точки. Пусть: h — аффинная

координатная карта в пространстве E2, соответствующая точкам O, I1, I2, e2 =
−−→
OI2.

Пусть A ∈ l. Тогда: A ∈ E2, h2(A) = 0. Следовательно, [
−→
OA]2(e) = 0. Тогда:

−→
OA =

[
−→
OA]1(e)e1 + [

−→
OA]2(e)e2 = [

−→
OA]1(e)e1 ∈ L(e1).

Пусть: A ∈ E2,
−→
OA ∈ L(e1). Тогда существует число t ∈ R, удовлетворяющее условию−→

OA = te1. Следовательно,
−→
OA = te1+0e2. С другой стороны,

−→
OA = [

−→
OA]1(e)e1+[

−→
OA]2(e)e2.

Тогда [
−→
OA]2(e) = 0. Следовательно, h2(A) = 0. Тогда A ∈ l.
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Утверждение. Пусть: l — прямая в пространстве E3; O, I1 — аффинно независимые

точки прямой l, e1 =
−−→
OI1. Справедливо утверждение: A ∈ l тогда и только тогда, когда:

A ∈ E3,
−→
OA ∈ L(e1).

Доказательство. Так как: O, I1 ∈ l, O, I1 — аффинно независимые точки, то l∗(O, I1) = l.
Так как O, I1 — аффинно независимые точки, то существуют точки I2, I3, удовлетво-
ряющие условиям: I2, I3 ∈ E3, O, I1, I2, I3 — аффинно независимые точки. Пусть: h —
аффинная координатная карта в пространстве E3, соответствующая точкам O, I1, I2, I3,

e2 =
−−→
OI2, e3 =

−−→
OI3.

Пусть A ∈ l. Тогда: A ∈ E3, h2(A), h3(A) = 0. Следовательно, [
−→
OA]2(e), [

−→
OA]3(e) = 0.

Тогда:
−→
OA = [

−→
OA]1(e)e1 + [

−→
OA]2(e)e2 + [

−→
OA]3(e)e3 = [

−→
OA]1(e)e1 ∈ L(e1).

Пусть: A ∈ E3,
−→
OA ∈ L(e1). Тогда существует число t ∈ R, удовлетворяющее условию−→

OA = te1. Следовательно,
−→
OA = te1 + 0e2 + 0e3. С другой стороны,

−→
OA = [

−→
OA]1(e)e1 +

[
−→
OA]2(e)e2 + [

−→
OA]3(e). Тогда [

−→
OA]2(e), [

−→
OA]3(e) = 0. Следовательно, h2(A), h3(A) = 0.

Тогда A ∈ l.

Утверждение. Пусть: π — плоскость в пространстве E3; O, I1, I2 — аффинно незави-

симые точки плоскости π, e1 =
−−→
OI1, e2 =

−−→
OI2. Справедливо утверждение: A ∈ π тогда

и только тогда, когда: A ∈ E3,
−→
OA ∈ L(e1, e2).

Доказательство. Так как: O, I1, I2 ∈ π, O, I1, I2 — аффинно независимые точки, то
π∗(O, I1, I2) = π. Так как O, I1, I2 — аффинно независимые точки, то существует точка I3,
удовлетворяющая условиям: I3 ∈ E3, O, I1, I2, I3 — аффинно независимые точки. Пусть:
h — аффинная координатная карта в пространстве E3, соответствующая точкам O, I1, I2,

I3, e3 =
−−→
OI3.

Пусть A ∈ π. Тогда: A ∈ E3, h3(A) = 0. Следовательно, [
−→
OA]3(e) = 0. Тогда:

−→
OA =

[
−→
OA]1(e)e1 + [

−→
OA]2(e)e2 + [

−→
OA]3(e)e3 = [

−→
OA]1(e)e1 + [

−→
OA]2(e)e2 ∈ L(e1, e2).

Пусть: A ∈ E3,
−→
OA ∈ L(e1, e2). Тогда существуют числа u1, u2 ∈ R, удовлетворяющее

условию
−→
OA = u1e1 + u2e2. Следовательно,

−→
OA = u1e1 + u2e2 + 0e3. С другой стороны,−→

OA = [
−→
OA]1(e)e1 + [

−→
OA]2(e)e2 + [

−→
OA]3(e)e3. Тогда [

−→
OA]3(e) = 0. Следовательно, h3(A) = 0.

Тогда A ∈ π.

Утверждение. Пусть: N = 1, 3; r ∈ Z, r > 2, p1, . . . , pr ∈ EN , p1, . . . , pr — аффинно
независимые точки. Тогда −−→p1p2, . . . ,−−→p1pr — линейно независимые векторы.

Доказательство. Так как p1, . . . , pr — аффинно независимые точки, то r 6 N + 1.
Пусть r 6 N . Так как p1, . . . , pr — аффинно независимые точки, то существуют точки

pr+1, . . . , pN+1, удовлетворяющие условиям: pr+1, . . . , pN+1 ∈ EN , p1, . . . , pN+1 — аффинно
независимые точки. Тогда −−→p1p2, . . . ,−−−−→p1pN+1 — линейно независимые векторы. Следователь-
но, −−→p1p2, . . . ,−−→p1pr — линейно независимые векторы.

Пусть r = N + 1. Так как p1, . . . , pr — аффинно независимые точки, то −−→p1p2, . . . ,−−→p1pr —
линейно независимые векторы.

Утверждение. Пусть: N = 1, 3; r ∈ Z, r > 2, p1, . . . , pr ∈ EN , −−→p1p2, . . . ,−−→p1pr — линейно
независимые векторы. Тогда p1, . . . , pr — аффинно независимые точки.

Доказательство. Пусть: N = 1, r = 2. Так как −−→p1p2 — линейно независимый вектор, то
−−→p1p2 6= θ. Тогда p1 6= p2. Следовательно, p1, p2 — аффинно независимые точки.
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Пусть N = 1. Предположим, что r > 3. Так как −−→p1p2, . . . ,−−→p1pr — линейно независимые
векторы, то −−→p1p2 — линейно независимый вектор. Тогда p1, p2 — аффинно независимые
точки. Следовательно, −−→p1p3 ∈ L(−−→p1p2). Тогда −−→p1p2, −−→p1p3 — линейно зависимые векторы. Сле-
довательно, −−→p1p2, . . . ,−−→p1pr — линейно зависимые векторы (что противоречит утверждению:
−−→p1p2, . . . ,−−→p1pr — линейно независимые векторы). Итак, r 6 2.

Пусть: N = 2, r = 2. Так как −−→p1p2 — линейно независимый вектор, то −−→p1p2 6= θ. Тогда
p1 6= p2. Следовательно, p1, p2 — аффинно независимые точки.

Пусть: N = 2, r = 3. Предположим, что p1, p2, p3 — аффинно зависимые точки. Тогда
существует прямая l, удовлетворяющая условиям: l — прямая в пространстве E2, p1, p2,
p3 ∈ l. Так как −−→p1p2, −−→p1p3 — линейно независимые векторы, то −−→p1p2 — линейно независимый
вектор. Тогда p1, p2 — аффинно независимые точки. Так как p1, p2, p3 ∈ l, то −−→p1p3 ∈ L(−−→p1p2).
Тогда −−→p1p2, −−→p1p3 — линейно зависимые векторы (что противоречит утверждению: −−→p1p2,−−→p1p3 — линейно независимые векторы). Итак, p1, p2, p3 — аффинно независимые точки.

Пусть N = 2. Предположим, что r > 4. Так как −−→p1p2, . . . ,−−→p1pr — линейно независи-
мые векторы, то −−→p1p2, −−→p1p3 — линейно независимые векторы. Тогда p1, p2, p3 — аффинно
независимые точки. Следовательно, −−→p1p4 ∈ L(−−→p1p2,−−→p1p3). Тогда −−→p1p2, −−→p1p3, −−→p1p4 — линей-
но зависимые векторы. Следовательно, −−→p1p2, . . . ,−−→p1pr — линейно зависимые векторы (что
противоречит утверждению: −−→p1p2, . . . ,−−→p1pr — линейно независимые векторы). Итак, r 6 3.

Пусть: N = 3, r = 2. Так как −−→p1p2 — линейно независимый вектор, то −−→p1p2 6= θ. Тогда
p1 6= p2. Следовательно, p1, p2 — аффинно независимые точки.

Пусть: N = 3, r = 3. Предположим, что p1, p2, p3 — аффинно зависимые точки. Тогда
существует прямая l, удовлетворяющая условиям: l — прямая в пространстве E3, p1, p2,
p3 ∈ l. Так как −−→p1p2, −−→p1p3 — линейно независимые векторы, то −−→p1p2 — линейно независимый
вектор. Тогда p1, p2 — аффинно независимые точки. Так как p1, p2, p3 ∈ l, то −−→p1p3 ∈ L(−−→p1p2).
Тогда −−→p1p2, −−→p1p3 — линейно зависимые векторы (что противоречит утверждению: −−→p1p2,−−→p1p3 — линейно независимые векторы). Итак, p1, p2, p3 — аффинно независимые точки.

Пусть: N = 3, r = 4. Предположим, что p1, p2, p3, p4 — аффинно зависимые точки.
Тогда существует плоскость π, удовлетворяющая условиям: π — плоскость в пространстве
E3, p1, p2, p3, p4 ∈ π. Так как −−→p1p2, −−→p1p3, −−→p1p4 — линейно независимые векторы, то −−→p1p2,−−→p1p3 — линейно независимые векторы. Тогда p1, p2, p3 — аффинно независимые точки.
Так как p1, p2, p3, p4 ∈ π, то −−→p1p4 ∈ L(−−→p1p2,−−→p1p3). Тогда −−→p1p2, −−→p1p3, −−→p1p4 — линейно зави-
симые векторы (что противоречит утверждению: −−→p1p2, −−→p1p3, −−→p1p4 — линейно независимые
векторы). Итак, p1, p2, p3, p4 — аффинно независимые точки.

Пусть N = 3. Предположим, что r > 5. Так как −−→p1p2, . . . ,−−→p1pr — линейно независимые
векторы, то −−→p1p2, −−→p1p3, −−→p1p4 — линейно независимые векторы. Тогда p1, p2, p3, p4 — аффинно
независимые точки. Следовательно, −−→p1p5 ∈ L(−−→p1p2,−−→p1p3,−−→p1p4). Тогда −−→p1p2, −−→p1p3, −−→p1p4, −−→p1p5 —
линейно зависимые векторы. Следовательно, −−→p1p2, . . . ,−−→p1pr — линейно зависимые векторы
(что противоречит утверждению: −−→p1p2, . . . ,−−→p1pr — линейно независимые векторы). Итак,
r 6 4.

Замечание. Пусть N = 1, 3.

Пусть: e1, . . . , eN ∈ ~EN , e1, . . . , eN — линейно независимые векторы. Очевидно, суще-

ствуют точки O, I1, . . . , IN , удовлетворяющие условиям: O, I1, . . . , IN ∈ EN , ek =
−−→
OIk при

k = 1, N . Так как e1, . . . , eN — линейно независимые векторы, то O, I1, . . . , IN — аффинно
независимые точки. Тогда e1, . . . , eN — базис пространства ~EN .

Пусть: r ∈ N, e1, . . . , er ∈ ~EN , e1, . . . , er — линейно независимые векторы. Очевидно,

существуют точки O, I1, . . . , Ir, удовлетворяющие условиям: O, I1, . . . , Ir ∈ EN , ek =
−−→
OIk
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при k = 1, r. Так как e1, . . . , er — линейно независимые векторы, то O, I1, . . . , Ir — аффинно
независимые точки. Тогда r + 1 6 N + 1. Следовательно, r 6 N .
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Лекция 3. Матричная алгебра. Определители поряд-

ков 1, 2, 3

3.1. Пространство RN2×N1

Определение (что такое матрица). Пусть N1, N2 ∈ N.
1. Будем говорить, что A — матрица, имеющая N2 строки и N1 столбец, если: A —

функция, D(A) = {1, . . . , N2} × {1, . . . , N1}.
2. Пусть α1

1, . . . , α
N2

1 , . . . , α1
N1
, . . . , αN2

N1
— некоторые объекты. Пусть: A(j, i) = αj

i при:

i = 1, N1, j = 1, N2. Обозначим:






α1
1 · · · α1

N1

... · · · ...

αN2

1 · · · αN2

N1






= A.

Пусть A — матрица, имеющая N2 строки и N1 столбец. Тогда:

A =







A(1, 1) · · · A(1, N1)
... · · · ...

A(N2, 1) · · · A(N2, N1)






.

3. Пусть A — матрица, имеющая N2 строки и N1 столбец. Далее часто будем писать:
Aj

i , Aj,i, A
j,i вместо A(j, i). Пусть i = 1, N1. Обозначим:

Ai =







A1
i
...

AN2

i






.

Пусть j = 1, N2. Обозначим:

Aj =
(

Aj
1 · · · Aj

N1

)

.

4. Пусть Q — множество. Будем говорить, что A — матрица с элементами из множества
Q, имеющая N2 строки и N1 столбец, если:

A : {1, . . . , N2} × {1, . . . , N1} =⇒ Q.

5. ПустьQ— множество. Обозначим черезQN2×N1 множество всех матриц с элементами
из множества Q, имеющих N2 строки и N1 столбец.

Определение. Пусть N1, N2 ∈ N. Рассмотрим множество RN2×N1 .
Пусть A, B ∈ RN2×N1 . Обозначим:

(A+B)ji = Aj
i + Bj

i , i = 1, N1, j = 1, N2.

Очевидно, A+B ∈ RN2×N1 . Будем говорить, что {A+B}A,B∈RN2×N1 — стандартная операция
сложения на множестве RN2×N1 .

Пусть: λ ∈ R, A ∈ RN2×N1 . Обозначим:

(λA)ji = λAj
i , i = 1, N1, j = 1, N2.
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Очевидно, λA ∈ RN2×N1 . Будем говорить, что {λA}λ∈R, A∈RN2×N1 — стандартная внешняя
операция умножения на множестве RN2×N1 .

Обозначим:

Θj
i = 0, i = 1, N1, j = 1, N2.

Очевидно, Θ ∈ RN2×N1 . Будем говорить, что Θ — стандартный нулевой элемент множества
RN2×N1 .

Утверждение. Пусть N1, N2 ∈ N.
1. Пусть A, B ∈ RN2×N1. Тогда A+ B = B + A.
2. Пусть A, B, C ∈ RN2×N1. Тогда (A+ B) + C = A+ (B + C).
3. Пусть A ∈ RN2×N1. Тогда A+Θ = A.
4. Пусть A ∈ RN2×N1. Тогда A+ (−1)A = Θ.
5. Пусть: α, β ∈ R, A ∈ RN2×N1. Тогда (αβ)A = α(βA).
6. Пусть A ∈ RN2×N1. Тогда 1A = A.
7. Пусть: α, β ∈ R, A ∈ RN2×N1. Тогда (α + β)A = αA+ βA.
8. Пусть: λ ∈ R, A, B ∈ RN2×N1. Тогда λ(A+ B) = λA+ λB.
9. Пусть A ∈ RN2×N1. Тогда 0A = Θ.

10. Пусть λ ∈ R. Тогда λΘ = Θ.
11. Пусть A, B ∈ RN2×N1. Существует единственная матрица X, удовлетворяющая

условиям: X ∈ RN2×N1, A+X = B.

Доказательство.
1. Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(A+ B)ji = Aj
i +Bj

i = Bj
i + Aj

i = (B + A)ji .

Следовательно, A+ B = B + A.
2. Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

(A+ B) + C
)j

i
= (Aj

i + Bj
i ) + Cj

i = Aj
i + (Bj

i + Cj
i ) =

(

A+ (B + C)
)j

i
.

Следовательно, (A+ B) + C = A+ (B + C).
3. Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(A+Θ)ji = Aj
i +Θj

i = Aj
i + 0 = Aj

i .

Следовательно, A+Θ = A.
4. Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

A+ (−1)A
)j

i
= Aj

i + (−1)Aj
i = 0 = Θj

i .

Следовательно, A+ (−1)A = Θ.
5. Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

(αβ)A
)j

i
= (αβ)Aj

i = α(βAj
i ) =

(

α(βA)
)j

i
.

Следовательно, (αβ)A = α(βA).
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6. Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(1A)ji = 1Aj
i = Aj

i .

Следовательно, 1A = A.
7. Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

(α + β)A
)j

i
= (α + β)Aj

i = αAj
i + βAj

i = (αA+ βA)ji .

Следовательно, (α + β)A = αA+ βA.
8. Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

λ(A+ B)
)j

i
= λ(Aj

i +Bj
i ) = λAj

i + λBj
i = (λA+ λB)ji .

Следовательно, λ(A+ B) = λA+ λB.
9. Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(0A)ji = 0Aj
i = 0 = Θj

i .

Следовательно, 0A = Θ.
10. Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(λΘ)ji = λΘj
i = λ0 = 0 = Θj

i .

Следовательно, λΘ = Θ.
11. Пусть: X ∈ RN2×N1 , A+X = B. Тогда:

(−1)A+ (A+X) = (−1)A+ B,
(

(−1)A+ A
)

+X = (−1)A+ B,
(

A+ (−1)A
)

+X = (−1)A+ B,

Θ+X = (−1)A+ B,

X +Θ = (−1)A+ B,

X = (−1)A+B.

Пусть: X1 ∈ RN2×N1 , A+X1 = B, X2 ∈ RN2×N1 , A+X2 = B. Тогда: X1 = (−1)A+B,
X2 = (−1)A+ B. Следовательно, X1 = X2.

Обозначим, X = (−1)A + B. Тогда: X ∈ RN2×N1 , A + X = A +
(

(−1)A + B
)

=
(

A+ (−1)A
)

+ B = Θ+B = B +Θ = B.

Определение. Пусть N1, N2 ∈ N.
Пусть A ∈ RN2×N1 . Обозначим, −A = (−1)A. Очевидно: −A ∈ RN2×N1 , A + (−A) = Θ.

Будем говорить, что −A — противоположная матрица к матрице A.
Пусть A, B ∈ RN2×N1 . Обозначим, B − A = (−1)A + B. Очевидно: B − A ∈ RN2×N1 ,

A+ (B − A) = B. Будем говорить, что B − A — разность матриц B, A.

3.2. Линейная комбинация матриц, линейная зависимость матриц

Определение (линейная комбинация матриц). Пусть: N1, N2 ∈ N; r ∈ N, λ1, . . . , λr ∈ R,
X1, . . . , Xr ∈ RN2×N1 .
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Будем говорить, что
N
∑

k=1

λkXk — линейная комбинация матриц X1, . . . , Xr с коэффици-

ентами λ1, . . . , λr.

Далее часто будем писать λkXk вместо
N
∑

k=1

λkXk (частный случай правила суммирова-

ния Эйнштейна).

Определение (линейная оболочка матриц, линейная зависимость матриц, линейная неза-
висимость матриц). Пусть: N1, N2 ∈ N; r ∈ N, X1, . . . , Xr ∈ RN2×N1 .

Обозначим:

L(X1, . . . , Xr) = {λkXk : λ
1 ∈ R ∧ · · · ∧ λr ∈ R} =

=
{

U : ∃λ1 · · · ∃λr(λ1 ∈ R ∧ · · · ∧ λr ∈ R ∧ U = λkXk)
}

.

Очевидно, L(X1, . . . , Xr) ⊆ RN2×N1 . Будем говорить, что L(X1, . . . , Xr) — линейная обо-
лочка матриц X1, . . . , Xr. Пусть k = 1, r. Тогда: Xk = δmk Xm ∈ L(X1, . . . , Xr).

Будем говорить, что по любой линейной комбинации матриц X1, . . . , Xr однозначно
восстанавливаются её коэффициенты, если для любых чисел α1, . . . , αr, β1, . . . , βr, удовле-
творяющих условиям: α1, . . . , αr, β1, . . . , βr ∈ R, αkXk = βkXk, справедливо утверждение
∀k = 1, r(αk = βk).

Будем говорить, что X1, . . . , Xr — линейно зависимые матрицы, если существуют числа
λ1, . . . , λr, удовлетворяющие условиям: λ1, . . . , λr ∈ R, λkXk = Θ, ∃k = 1, r(λk 6= 0).

Будем говорить, что X1, . . . , Xr — линейно независимые матрицы, если для любых чи-
сел λ1, . . . , λr, удовлетворяющих условиям: λ1, . . . , λr ∈ R, λkXk = Θ, справедливо утвер-
ждение ∀k = 1, r(λk = 0).

Утверждение (критерий линейной зависимости матриц). Пусть N1, N2 ∈ N.
1. Пусть X ∈ RN2×N1. Матрица X является линейно зависимой тогда и только то-

гда, когда X = Θ.
2. Пусть: r ∈ Z, r > 2, X1, . . . , Xr ∈ RN2×N1. Матрицы X1, . . . , Xr являются линейно

зависимыми тогда и только тогда, когда существует номер k0 = 1, r, удовлетворяющий
условию Xk0 ∈ L(X1, . . . , Xk0−1, Xk0+1, . . . , Xr).

Доказательство.
1. Пусть X — линейно зависимая матрица. Тогда существует число λ ∈ R, удовлетво-

ряющее условиям: λX = Θ, λ 6= 0. Следовательно, X = Θ.
Пусть X = Θ. Тогда 1X = Θ. Так как 1 6= 0, то X — линейно зависимая матрица.

2. Пусть X1, . . . , Xr — линейно зависимые матрицы. Тогда существуют числа
λ1, . . . , λN ∈ R, удовлетворяющие условиям: λkXk = Θ, ∃k = 1, r(λk 6= 0). Выберем но-
мер k0 = 1, r, удовлетворяющий условию λk0 6= 0. Тогда:

λ1X1 + · · ·+ λk0−1Xk0−1 + λk0Xk0 + λk0+1Xk0+1 + · · ·+ λrXr = Θ,

Xk0 =
−λ1
λk0

X1 + · · ·+ −λk0−1

λk0
Xk0−1 +

−λk0+1

λk0
Xk0+1 + · · ·+ −λr

λk0
Xr,

Xk0 ∈ L(X1, . . . , Xk0−1, Xk0+1, . . . , Xr).

Пусть существует номер k0 = 1, r, удовлетворяющий условию Xk0 ∈
L(X1, . . . , Xk0−1, Xk0+1, . . . , Xr). Тогда существуют числа λ1, . . . , λk0−1, λk0+1, . . . , λr ∈ R,
удовлетворяющие условию:

Xk0 = λ1X1 + · · ·+ λk0−1Xk0−1 + λk0+1Xk0+1 + · · ·+ λrXr.
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Следовательно:

(−λ1)X1 + · · ·+ (−λk0−1)Xk0−1 + 1Xk0 + (−λk0+1)Xk0+1 + · · ·+ (−λr)Xr = Θ.

Так как 1 6= 0, то X1, . . . , Xr — линейно зависимые матрицы.

Утверждение (критерий линейной независимости матриц). Пусть: N1, N2 ∈ N; r ∈
N, X1, . . . , Xr ∈ RN2×N1. Матрицы X1, . . . , Xr являются линейно независимыми тогда
и только тогда, когда по любой линейной комбинации матриц X1, . . . , Xr однозначно
восстанавливаются её коэффициенты.

Доказательство. Пусть X1, . . . , Xr — линейно независимые матрицы. Пусть: α1, . . . , αr,
β1, . . . , βr ∈ R, αkXk = βkXk. Тогда (αk − βk)Xk = Θ. Так как X1, . . . , Xr — линейно
независимые матрицы, то ∀k = 1, r(αk − βk = 0). Тогда ∀k = 1, r(αk = βk). Следователь-
но, по любой линейной комбинации матриц X1, . . . , Xr однозначно восстанавливаются её
коэффициенты.

Пусть по любой линейной комбинации матриц X1, . . . , Xr однозначно восстанавлива-
ются её коэффициенты. Пусть: λ1, . . . , λr ∈ R, λkXk = Θ. Тогда:

λ1X1 + · · ·+ λrXr = 0X1 + · · ·+ 0Xr.

Так как по любой линейной комбинации матриц X1, . . . , Xr однозначно восстанавливаются
её коэффициенты, то ∀k = 1, r(λk = 0). Тогда X1, . . . , Xr — линейно независимые матрицы.

Утверждение. Пусть: N1, N2 ∈ N; r ∈ N, X1, . . . , Xr, X ∈ RN2×N1, X1, . . . , Xr —
линейно независимые матрицы, X1, . . . , Xr, X — линейно зависимые матрицы. Тогда
X ∈ L(X1, . . . , Xr).

Доказательство. Так как X1, . . . , Xr, X — линейно зависимые матрицы, то существуют
числа λ1, . . . , λr+1 ∈ R, удовлетворяющие условиям: λ1X1 + · · ·+ λrXr + λr+1X = Θ, ∃k =
1, r + 1(λk 6= 0). Предположим, что λr+1 = 0. Тогда: λ1X1 + · · ·+ λrXr = Θ, ∃k = 1, r(λk 6=
0) (что противоречит утверждению: X1, . . . , Xr — линейно независимые матрицы). Итак,
λr+1 6= 0. Тогда:

X =
−λ1
λr+1

X1 + · · ·+ −λr
λr+1

Xr,

X ∈ L(X1, . . . , Xr).

Утверждение. Пусть: N1, N2 ∈ N; r ∈ N, X1, . . . , Xr ∈ RN2×N1, σ ∈ Sr, Xσ(1), . . . , Xσ(r) —
линейно зависимые матрицы. Тогда X1, . . . , Xr — линейно зависимые матрицы.

Доказательство. Так как Xσ(1), . . . , Xσ(r) — линейно зависимые матрицы, то существу-
ют числа λ1, . . . , λr ∈ R, удовлетворяющие условиям: λ1Xσ(1) + · · · + λrXσ(r) = Θ,
∃m = 1, r(λm 6= 0). Тогда:

λσ
−1(1)X1 + · · ·+ λσ

−1(r)Xr = Θ, ∃k = 1, r(λσ
−1(k) 6= 0).

Следовательно, X1, . . . , Xr — линейно зависимые матрицы.

Утверждение. Пусть: N1, N2 ∈ N; r ∈ N, X1, . . . , Xr ∈ RN2×N1, r0 ∈ N, k1, . . . , kr0 = 1, r,
k1 < · · · < kr0, Xk1 , . . . , Xkr0

— линейно зависимые матрицы. Тогда X1, . . . , Xr — линейно
зависимые матрицы.
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Доказательство. Так как Xk1 , . . . , Xkr0
— линейно зависимые матрицы, то существуют

числа α1, . . . , αr0 ∈ R, удовлетворяющие условиям: α1Xk1 + · · · + αr0Xkr0
= Θ, ∃m =

1, r0(α
m 6= 0). Обозначим: βk1 = α1, . . . , βkr0 = αr0 , βk = 0 при: k = 1, r, k /∈ {k1, . . . , kr0}.

Тогда:

βk1Xk1 + · · ·+ βkr0Xkr0
= Θ, ∃m = 1, r0(β

km 6= 0);

β1X1 + · · ·+ βrXr = Θ, ∃k = 1, r(βk 6= 0).

Следовательно, X1, . . . , Xr — линейно зависимые матрицы.

3.3. Перемножение матриц

Определение.
1. Пусть: N1, N2, N3 ∈ N; A ∈ RN2×N1 , B ∈ RN3×N2 . Обозначим:

(BA)ji = Bj
kA

k
i , i = 1, N1, j = 1, N3.

Очевидно, BA ∈ RN3×N1 . Будем говорить, что BA — произведение матриц B, A.
2. Пусть N ∈ N. Обозначим:

Iji = δji , i = 1, N, j = 1, N.

Очевидно, I ∈ RN×N . Будем говорить, что I — единичная матрица из множества RN×N .

Утверждение.

1. Пусть: N1, N2, N3, N4 ∈ N; A ∈ RN2×N1, B ∈ RN3×N2, C ∈ RN4×N3. Тогда (CB)A =
C(BA).

2. Пусть: N1, N2 ∈ N; A ∈ RN2×N1. Тогда: AI1 = A, I2A = A.
3. Пусть: N1, N2, N3 ∈ N; A ∈ RN2×N1, B1, B2 ∈ RN3×N2. Тогда (B1+B2)A = B1A+B2A.
4. Пусть: N1, N2, N3 ∈ N; λ ∈ R, A ∈ RN2×N1, B ∈ RN3×N2. Тогда (λB)A = λ(BA).
5. Пусть: N1, N2, N3 ∈ N; A1, A2 ∈ RN2×N1, B ∈ RN3×N2. Тогда B(A1+A2) = BA1+BA2.
6. Пусть: N1, N2, N3 ∈ N; λ ∈ R, A ∈ RN2×N1, B ∈ RN3×N2. Тогда B(λA) = λ(BA).

Доказательство.
1. Очевидно, (CB)A, C(BA) ∈ RN4×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N4. Тогда:

(

(CB)A
)j

i
=

N2
∑

k=1

(CB)jkA
k
i =

N2
∑

k=1

( N3
∑

m=1

Cj
mB

m
k

)

Ak
i =

N2
∑

k=1

N3
∑

m=1

(Cj
mB

m
k )Ak

i =

=

N3
∑

m=1

N2
∑

k=1

Cj
m(B

m
k A

k
i ) =

N3
∑

m=1

Cj
m

N2
∑

k=1

Bm
k A

k
i =

N3
∑

m=1

Cj
m(BA)

m
i =

(

C(BA)
)j

i
.

Следовательно, (CB)A = C(BA).
Проделаем аналогичные выкладки, используя правило суммирования Эйнштейна.

Очевидно, (CB)A, C(BA) ∈ RN4×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N4. Тогда:

(

(CB)A
)j

i
= (CB)jkA

k
i = (Cj

mB
m
k )Ak

i = Cj
m(B

m
k A

k
i ) = Cj

m(BA)
m
i =

(

C(BA)
)j

i
.

Следовательно, (CB)A = C(BA).
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2. Очевидно, AI1, A ∈ RN2×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(AI1)
j
i = Aj

k(I1)
k
i = Aj

kδ
k
i = Aj

i .

Следовательно, AI1 = A.
Очевидно, I2A, A ∈ RN2×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(I2A)
j
i = (I2)

j
kA

k
i = δjkA

k
i = Aj

i .

Следовательно, I2A = A.
3. Очевидно, (B1 + B2)A, B1A+ B2A ∈ RN3×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N3. Тогда:

(

(B1 + B2)A
)j

i
= (B1 +B2)

j
kA

k
i =

(

(B1)
j
k + (B2)

j
k

)

Ak
i = (B1)

j
kA

k
i + (B2)

j
kA

k
i =

= (B1A)
j
i + (B2A)

j
i = (B1A+B2A)

j
i .

Следовательно, (B1 +B2)A = B1A+ B2A.
4. Очевидно, (λB)A, λ(BA) ∈ RN3×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N3. Тогда:

(

(λB)A
)j

i
= (λB)jkA

k
i = (λBj

k)A
k
i = λ(Bj

kA
k
i ) = λ(BA)ji =

(

λ(BA)
)j

i
.

Следовательно, (λB)A = λ(BA).
5. Очевидно, B(A1 + A2), BA1 + BA2 ∈ RN3×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N3. Тогда:

(

B(A1 + A2)
)j

i
= Bj

k(A1 + A2)
k
i = Bj

k

(

(A1)
k
i + (A2)

k
i

)

= Bj
k(A1)

k
i + Bj

k(A2)
k
i =

= (BA1)
j
i + (BA2)

j
i = (BA1 +BA2)

j
i .

Следовательно, B(A1 + A2) = BA1 + BA2.
6. Очевидно, B(λA), λ(BA) ∈ RN3×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N3. Тогда:

(

B(λA)
)j

i
= Bj

k(λA)
k
i = Bj

k(λA
k
i ) = λ(Bj

kA
k
i ) = λ(BA)ji =

(

λ(BA)
)j

i
.

Следовательно, B(λA) = λ(BA).

Замечание.

1. Пусть N1, N2 ∈ N. Пусть: A ∈ RN2×N1 , B ∈ RN1×N2 . Будем говорить, что матрицы B,
A коммутируют, если BA = AB.

Пусть: A ∈ RN2×N1 , B ∈ RN1×N2 , матрицы B, A коммутируют. Тогда N2 = N1.
2. Пусть N ∈ N. Пусть A, B ∈ RN×N . Обозначим, [B,A] = BA − AB. Будем говорить,

что [B,A] — коммутатор матриц B, A.
Пусть A, B ∈ RN×N . Матрицы B, A коммутируют тогда и только тогда, когда

[B,A] = Θ.
3. Пусть: N ∈ N; A, B1, B2 ∈ RN×N . Тогда [B1 + B2, A] = [B1, A] + [B2, A].
4. Пусть: N ∈ N; λ ∈ R, A, B ∈ RN×N . Тогда [λB,A] = λ[B,A].
5. Пусть: N ∈ N; A1, A2, B ∈ RN×N . Тогда [B,A1 + A2] = [B,A1] + [B,A2].
6. Пусть: N ∈ N; λ ∈ R, A, B ∈ RN×N . Тогда [B, λA] = λ[B,A].
7. Пусть: N ∈ N; A, B ∈ RN×N . Тогда [A,B] = −[B,A].
8. Пусть: N ∈ N; A, B, C ∈ RN×N . Тогда

[

C, [B,A]
]

+
[

A, [C,B]
]

+
[

B, [A,C]
]

= Θ.
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3.4. Транспонирование матрицы

Определение. Пусть: N1, N2 ∈ N; A ∈ RN2×N1 . Обозначим:

(AT )ji = Ai
j, i = 1, N2, j = 1, N1.

Очевидно, AT ∈ RN1×N2 . Будем говорить, что AT — результат транспонирования матрицы
A.

Утверждение.

1. Пусть: N1, N2 ∈ N; A, B ∈ RN2×N1. Тогда (A+ B)T = AT + BT .
2. Пусть: N1, N2 ∈ N; λ ∈ R, A ∈ RN2×N1. Тогда (λA)T = λAT .
3. Пусть: N1, N2, N3 ∈ N; A ∈ RN2×N1, B ∈ RN3×N2. Тогда (BA)T = ATBT .
4. Пусть: N1, N2 ∈ N; A ∈ RN2×N1. Тогда (AT )T = A.

Доказательство.
1. Очевидно, (A+ B)T , AT + BT ∈ RN1×N2 . Пусть: i = 1, N2, j = 1, N1. Тогда:

(

(A+ B)T
)j

i
= (A+ B)ij = Ai

j +Bi
j = (AT )ji + (BT )ji = (AT + BT )ji .

Следовательно, (A+ B)T = AT + BT .
2. Очевидно, (λA)T , λAT ∈ RN1×N2 . Пусть: i = 1, N2, j = 1, N1. Тогда:

(

(λA)T
)j

i
= (λA)ij = λAi

j = λ(AT )ji = (λAT )ji .

Следовательно, (λA)T = λAT .
3. Очевидно, (BA)T , ATBT ∈ RN1×N3 . Пусть: i = 1, N3, j = 1, N1. Тогда:

(

(BA)T
)j

i
= (BA)ij = Bi

kA
k
j = (BT )ki (A

T )jk = (AT )jk(B
T )ki = (ATBT )ji .

Следовательно, (BA)T = ATBT .
4. Очевидно, (AT )T , A ∈ RN2×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

(AT )T
)j

i
= (AT )ij = Aj

i .

Следовательно, (AT )T = A.

3.5. След матрицы

Определение. Пусть: N ∈ N; A ∈ RN×N . Обозначим, tr(A) = Ak
k. Очевидно, tr(A) ∈ R.

Будем говорить, что tr(A) — след матрицы A.

Утверждение. Пусть N ∈ N.
1. Пусть A, B ∈ RN×N . Тогда tr(A+ B) = tr(A) + tr(B).
2. Пусть: λ ∈ R, A ∈ RN×N . Тогда tr(λA) = λ tr(A).
3. Пусть A, B ∈ RN×N . Тогда tr(AB) = tr(BA).
4. Пусть A ∈ RN×N . Тогда tr(AT ) = tr(A).

Доказательство.
1. Очевидно:

tr(A+ B) =
N
∑

k=1

(A+ B)kk =
N
∑

k=1

(Ak
k + Bk

k) =
N
∑

k=1

Ak
k +

N
∑

k=1

Bk
k = tr(A) + tr(B).
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2. Очевидно:

tr(λA) =
N
∑

k=1

(λA)kk =
N
∑

k=1

λAk
k = λ

N
∑

k=1

Ak
k = λ tr(A).

3. Очевидно:

tr(AB) =
N
∑

k=1

(AB)kk =
N
∑

k=1

N
∑

m=1

Ak
mB

m
k =

N
∑

k=1

N
∑

m=1

Bm
k A

k
m =

N
∑

m=1

N
∑

k=1

Bm
k A

k
m =

N
∑

m=1

(BA)mm =

= tr(BA).

4. Очевидно:

tr(AT ) =
N
∑

k=1

(AT )kk =
N
∑

k=1

Ak
k = tr(A).

3.6. Определители порядков 1, 2, 3

Определение. Пусть A ∈ R1×1. Обозначим, det1(A) = A1
1. Очевидно, det1 : R1×1 =⇒ R.

Будем говорить, что det1 — определитель в пространстве R1×1.
Пусть A ∈ R2×2. Обозначим, det2(A) = A1

1A
2
2 − A2

1A
1
2. Очевидно, det2 : R2×2 =⇒ R.

Будем говорить, что det2 — определитель в пространстве R2×2.
Пусть A ∈ R3×3. Обозначим, det3(A) = A1

1A
2
2A

3
3+A

3
1A

1
2A

2
3+A

2
1A

3
2A

1
3−A3

1A
2
2A

1
3−A1

1A
3
2A

2
3−

A2
1A

1
2A

3
3. Очевидно, det3 : R3×3 =⇒ R. Будем говорить, что det3 — определитель в про-

странстве R3×3.
Далее часто будем писать det вместо detN .

Утверждение (доказывается прямой проверкой). Пусть N = 1, 3.
1. Пусть: k = 1, N , A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN , X, Y ∈ RN . Тогда:

det(A1, . . . , Ak−1, X + Y,Ak+1, . . . , AN ) =

= det(A1, . . . , Ak−1, X,Ak+1, . . . , AN) + det(A1, . . . , Ak−1, Y, Ak+1, . . . , AN).

2. Пусть: k = 1, N , λ ∈ R, A1, . . . , AN ∈ RN . Тогда:

det(A1, . . . , Ak−1, λAk, Ak+1, . . . , AN) = λ det(A1, . . . , AN).

3. Пусть: k, m = 1, N , k < m, A1, . . . , AN ∈ RN , Ak = Am. Тогда:

det(A1, . . . , AN) = 0.

4. Справедливо утверждение:

det(I) = 1.

Утверждение. Пусть N = 1, 3.
1. Пусть: k, m = 1, N , k < m, A1, . . . , AN ∈ RN . Тогда:

det(A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , Am−1, Ak, Am+1, . . . , AN ) = − det(A1, . . . , AN ).
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2. Пусть: k = 1, N , A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN ∈ RN . Тогда:

det(A1, . . . , Ak−1, θ̃, Ak+1, . . . , AN) = 0.

3. Пусть: N > 2, k = 1, N , A1, . . . , AN ∈ RN , Ak ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN). Тогда:

det(A1, . . . , AN) = 0.

4. Пусть: A1, . . . , AN ∈ RN , A1, . . . , AN — линейно зависимые столбцы. Тогда:

det(A1, . . . , AN) = 0.

5. Пусть: N > 2, k = 1, N , A1, . . . , AN ∈ RN , X ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN). Тогда:

det(A1, . . . , Ak−1, Ak +X,Ak+1, . . . , AN) = det(A1, . . . , AN).

6. Пусть: A ∈ RN×N , k1, . . . , kN = 1, N . Тогда:

det(Ak1 , . . . , AkN ) = det(A) det(Ik1 , . . . , IkN ).

7. Пусть A ∈ RN×N . Тогда:

det(A) = det(Ik1 , . . . , IkN )A
k1
1 · · ·AkN

N .

8. Пусть A, B ∈ RN×N . Тогда:

det(BA) = det(B) det(A).

9. Пусть A ∈ RN×N . Тогда:

det(AT ) = det(A).

Доказательство.
1. Очевидно:

det(A1, . . . , Ak−1, Ak + Am, Ak+1, . . . , Am−1, Ak + Am, Am+1, . . . , AN) = 0,

det(A1, . . . , Ak−1, Ak, Ak+1, . . . , Am−1, Ak, Am+1, . . . , AN) +

+ det(A1, . . . , Ak−1, Ak, Ak+1, . . . , Am−1, Am, Am+1, . . . , AN) +

+ det(A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , Am−1, Ak, Am+1, . . . , AN) +

+ det(A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , Am−1, Am, Am+1, . . . , AN) = 0,

det(A1, . . . , AN) + det(A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , Am−1, Ak, Am+1, . . . , AN ) = 0,

det(A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , Am−1, Ak, Am+1, . . . , AN ) = − det(A1, . . . , AN ).

2. Очевидно:

det(A1, . . . , Ak−1, θ̃, Ak+1, . . . , AN) = det(A1, . . . , Ak−1, 0θ̃, Ak+1, . . . , AN) =

= 0det(A1, . . . , Ak−1, θ̃, Ak+1, . . . , AN) = 0.
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3. Так как Ak ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN), то существуют числа λ1, . . . , λk−1,
λk+1, . . . , λN ∈ R, удовлетворяющие условию Ak =

∑

m=1,N,m 6=k

λmAm. Тогда:

det(A1, . . . , AN) = det
(

A1, . . . , Ak−1,
∑

m=1,N,m 6=k

λmAm, Ak+1, . . . , AN

)

=

=
∑

m=1,N,m 6=k

λm det(A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , AN ) = 0.

4. Пусть N = 1. Так как A1 — линейно зависимый столбец, то A1 = θ̃. Тогда: det(A1) =
det(θ̃) = 0.

Пусть N > 2. Так как A1, . . . , AN — линейно зависимые столбцы, то существует
номер k = 1, N , удовлетворяющий условию Ak ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN). Тогда
det(A1, . . . , AN) = 0.

5. Очевидно:

det(A1, . . . , Ak−1, Ak +X,Ak+1, . . . , AN) =

= det(A1, . . . , Ak−1, Ak, Ak+1, . . . , AN) + det(A1, . . . , Ak−1, X,Ak+1, . . . , AN) =

= det(A1, . . . , AN ).

6. Пусть числа k1, . . . , kN не являются различными. Тогда: det(Ak1 , . . . , AkN ) = 0,
det(A) det(Ik1 , . . . , IkN ) = 0. Следовательно, det(Ak1 , . . . , AkN ) = det(A) det(Ik1 , . . . , IkN ).

Пусть k1, . . . , kN — различные числа. Очевидно, {k1, . . . , kN} = {1, . . . , N}. Тогда:

det(A) = det(A) det(I),

det(A1, . . . , AN) = det(A) det(I1, . . . , IN),

det(Ak1 , . . . , AkN ) = det(A) det(Ik1 , . . . , IkN ).

7. Очевидно:

det(A) = det(A1, . . . , AN ) = det(Ik1A
k1
1 , . . . , IkNA

kN
N ) = det(Ik1 , . . . , IkN )A

k1
1 · · ·AkN

N .

8. Очевидно:

det(BA) = det
(

(BA)1, . . . , (BA)N
)

= det(Bk1A
k1
1 , . . . , BkNA

kN
N ) =

= det(Bk1 , . . . , BkN )A
k1
1 · · ·AkN

N = det(B) det(Ik1 , . . . , IkN )A
k1
1 · · ·AkN

N = det(B) det(A).

9. Утверждение доказывается прямой проверкой.

Замечание. Пусть N = 1, 3. Обозначим: ε̃k1,...,kN = det(Ik1 , . . . , IkN ) при k1, . . . , kN =
1, N . Пусть k1, . . . , kN = 1, N . Пусть числа k1, . . . , kN не являются различными. Тогда
ε̃k1,...,kN = 0. Пусть k1, . . . , kN — различные числа. Очевидно, {k1, . . . , kN} = {1, . . . , N}.
Тогда: |ε̃k1,...,kN | = |ε̃1,...,N | = 1.

Пусть A ∈ RN×N . Тогда det(A) = ε̃k1,...,kNA
k1
1 · · ·AkN

N .

Определение. Пусть:N = 2, 3; A ∈ RN×N , i, j = 1, N . Обозначим через ∆
j

i (A) определитель
матрицы, которая получается из матрицы A вычёркиванием столбца Ai и строки Aj. Будем

говорить, что ∆
j

i (A) — минор матрицы A, дополнительный к элементу Aj
i . Будем говорить,

что (−1)j+i∆
j

i (A) — алгебраическое дополнение элемента Aj
i в матрице A.
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Утверждение (доказывается прямой проверкой). Пусть: N = 2, 3; A ∈ RN×N , i0 = 1, N .
Тогда:

det(A) =
N
∑

j=1

(−1)j+i0∆
j

i0
(A)Aj

i0
.
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Лекция 4. Скалярное, векторное, смешанное произведе-

ния

4.1. Скалярное произведение

Определение. Пусть N = 1, 3.
Пусть x, y ∈ ~EN . Будем говорить, что x, y — сонаправленные векторы, если ∃λ ∈

(0,+∞)(y = λx). Будем говорить, что x, y — противоположно направленные векторы,
если ∃λ ∈ (−∞, 0)(y = λx).

Пусть x ∈ ~EN . Пусть: A, B ∈ EN , x =
−→
AB. Обозначим, ‖x‖ = ρ(A,B) (|x| = ρ(A,B)).

Будем говорить, что ‖x‖ — норма вектора x (модуль вектора x, длина вектора x).

Определение. Пусть N = 2, 3.
Пусть x, y ∈ ~EN . Пусть x = θ∨y = θ. Обозначим, ϕ(x, y) = 0. Пусть x, y 6= θ. Пусть: A,

B, C ∈ EN , x =
−→
AB, y =

−→
AC. Обозначим, ϕ(x, y) = B̂AC. Будем говорить, что ϕ(x, y) —

угол между векторами x, y.
Пусть x, y ∈ ~EN . Обозначим, (x, y) = ‖x‖·‖y‖ cos

(

ϕ(x, y)
)

. Будем говорить, что (x, y) —
скалярное произведение векторов x, y.

Утверждение. Пусть N = 2, 3.
1. Справедливо утверждение ‖θ‖ = 0 (непосредственно следует из определения

нормы вектора).

2. Пусть: x ∈ ~EN , x 6= θ. Тогда ‖x‖ > 0 (непосредственно следует из определе-

ния нормы вектора).

3. Пусть x, y ∈ ~EN . Тогда ϕ(x, y) = ϕ(y, x) (непосредственно следует из опреде-

ления угла между векторами).

4. Пусть: x, y ∈ ~EN , x, y 6= θ, x, y — сонаправленные векторы. Тогда ϕ(x, y) = 0
(нетрудно доказать, используя определение угла между векторами).

5. Пусть: x, y ∈ ~EN , x, y 6= θ, x, y — противоположно направленные векторы. Тогда
ϕ(x, y) = π (нетрудно доказать, используя определение угла между вектора-

ми).

6. Пусть: x, y ∈ ~EN , x, y — линейно независимые векторы. Тогда ϕ(x, y) ∈ (0, π)
(нетрудно доказать, используя определение угла между векторами).

7. Пусть x ∈ ~EN . Тогда (θ, x) = 0 (непосредственно следует из определения

скалярного произведения).

8. Пусть x ∈ ~EN . Тогда (x, θ) = 0 (непосредственно следует из определения

скалярного произведения).

9. Пусть: O, A ∈ EN , x =
−→
OA, x 6= θ, y ∈ ~EN ; I1 ∈ l+(O,A), I2, . . . , IN ∈ EN ,

ρ(O, I1), . . . , ρ(O, IN) = 1, l∗(O, I1), . . . , l∗(O, IN) — попарно перпендикулярные прямые;
h — аффинная координатная карта в пространстве EN , соответствующая точкам O,
I1, . . . , IN . Тогда (x, y) = ‖x‖ · [y]1(h) (нетрудно доказать, используя средства эле-

ментарной геометрии).

Утверждение. Пусть N = 2, 3.
1. Пусть x, y ∈ ~EN . Тогда (x, y) = (y, x).

2. Пусть x, y1, y2 ∈ ~EN . Тогда (x, y1 + y2) = (x, y1) + (x, y2).

3. Пусть: λ ∈ R, x, y ∈ ~EN . Тогда (x, λy) = λ(x, y).

4. Пусть: x ∈ ~EN , x 6= θ. Тогда (x, x) > 0.
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Доказательство.
1. Очевидно:

(x, y) = ‖x‖ · ‖y‖ cos
(

ϕ(x, y)
)

= ‖y‖ · ‖x‖ cos
(

ϕ(y, x)
)

= (y, x).

2. Пусть x = θ. Тогда: (x, y1 + y2) = 0, (x, y1) + (x, y2) = 0. Следовательно, (x, y1 + y2) =
(x, y1) + (x, y1).

Пусть x 6= θ. Очевидно, существуют точки O, A, I1, . . . , IN , удовлетворяющие усло-

виям: O, A ∈ EN , x =
−→
OA, I1 ∈ l+(O,A), I2, . . . , IN ∈ EN , ρ(O, I1), . . . , ρ(O, IN ) = 1,

l∗(O, I1), . . . , l∗(O, IN) — попарно перпендикулярные прямые. Пусть h — аффинная коор-
динатная карта в пространстве EN , соответствующая точкам O, I1, . . . , IN . Тогда:

(x, y1 + y2) = ‖x‖ · [y1 + y2]
1(h) = ‖x‖

(

[y1](h) + [y2](h)
)1

= ‖x‖
(

[y1]
1(h) + [y2]

1(h)
)

=

= ‖x‖ · [y1]1(h) + ‖x‖ · [y2]1(h) = (x, y1) + (x, y2).

3. Пусть x = θ. Тогда: (x, λy) = 0, λ(x, y) = 0. Следовательно, (x, λy) = λ(x, y).
Пусть x 6= θ. Очевидно, существуют точки O, A, I1, . . . , IN , удовлетворяющие усло-

виям: O, A ∈ EN , x =
−→
OA, I1 ∈ l+(O,A), I2, . . . , IN ∈ EN , ρ(O, I1), . . . , ρ(O, IN ) = 1,

l∗(O, I1), . . . , l∗(O, IN) — попарно перпендикулярные прямые. Пусть h — аффинная коор-
динатная карта в пространстве EN , соответствующая точкам O, I1, . . . , IN . Тогда:

(x, λy) = ‖x‖ · [λy]1(h) = ‖x‖
(

λ[y](h)
)1

= ‖x‖
(

λ[y]1(h)
)

= λ
(

‖x‖ · [y]1(h)
)

= λ(x, y).

4. Очевидно:

(x, x) = ‖x‖ · ‖x‖ cos
(

ϕ(x, x)
)

= ‖x‖ · ‖x‖ > 0.

Замечание. Пусть N = 2, 3.
Пусть x ∈ ~EN . Так как ‖x‖ > 0, то:

√

(x, x) =
√

‖x‖ · ‖x‖ cos
(

ϕ(x, x)
)

=

√

‖x‖2 = ‖x‖ .

Пусть: x, y ∈ ~EN , x, y 6= θ. Так как ϕ(x, y) ∈ [0, π], то:

arccos

(

(x, y)
√

(x, x)
√

(y, y)

)

= arccos

(‖x‖ · ‖y‖ cos
(

ϕ(x, x)
)

‖x‖ · ‖y‖

)

= arccos
(

cos
(

ϕ(x, x)
)

)

=

= ϕ(x, y).

Пусть x, y ∈ ~EN . Так как ‖x‖, ‖y‖ > 0, то:

∣

∣(x, y)
∣

∣ =
∣

∣

∣‖x‖ · ‖y‖ cos
(

ϕ(x, y)
)

∣

∣

∣ 6 ‖x‖ · ‖y‖ =
√

(x, x)
√

(y, y).

(Неравенство Коши—Буняковского.)

Утверждение. Пусть N = 2, 3.
1. Справедливо утверждение ‖θ‖ = 0. Пусть: x ∈ ~EN , x 6= θ. Тогда ‖x‖ > 0.

2. Пусть x, y ∈ ~EN . Тогда ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖.
3. Пусть: λ ∈ R, x ∈ ~EN . Тогда ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖.
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Доказательство.
1. Утверждения обсуждались выше.
2. Очевидно, существуют точки A, B, C, удовлетворяющие условиям: A, B, C ∈ EN ,

x =
−→
AB, y =

−−→
BC. Тогда:

‖x+ y‖ = ‖−→AC‖ = ρ(A,C) 6 ρ(A,B) + ρ(B,C) = ‖x‖+ ‖y‖ .

3. Очевидно:

‖λx‖ =
√

(λx, λx) =
√

λ2(x, x) = |λ| · ‖x‖ .

Замечание. Пусть N = 2, 3.
Пусть x, y ∈ ~EN . Будем писать x ⊥ y если (x, y) = 0. Утверждение x ⊥ y читается:

«вектор x ортогонален вектору y» или «вектор x перпендикулярен вектору y».
Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ ~EN . Будем говорить, что x1, . . . , xr — ортогональная после-

довательность векторов, если: xk ⊥ xm при: k, m = 1, r, k 6= m.
Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ ~EN . Будем говорить, что x1, . . . , xr — ортонормированная

последовательность векторов, если: xk ⊥ xm при: k, m = 1, r, k 6= m; ‖xk‖ = 1 при k = 1, r.

Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ ~EN , x1, . . . , xr — ортогональная последовательность векторов,
x1, . . . , xr 6= θ. Докажем, что x1, . . . , xr — линейно независимые векторы.

Пусть: λ1, . . . , λr ∈ R,
r
∑

m=1

λmxm = θ. Пусть k = 1, r. Так как xk 6= θ, то:

r
∑

m=1

λmxm = θ,

(

xk,
r

∑

m=1

λmxm

)

= (xk, θ),

r
∑

m=1

λm(xk, xm) = (xk, θ),

λk(xk, xk) = 0,

λk = 0.

Итак, x1, . . . , xr — линейно независимые векторы.
Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr+1 ∈ ~EN , x1, . . . , xr — линейно независимые векторы, xr+1 ⊥ xk

при k = 1, r; xr+1 6= θ. Докажем, что x1, . . . , xr+1 — линейно независимые векторы.

Пусть: λ1, . . . , λr+1 ∈ R,
r+1
∑

m=1

λmxm = θ. Так как xr+1 6= θ, то:

r+1
∑

m=1

λmxm = θ,

(

xr+1,
r+1
∑

m=1

λmxm

)

= (xr+1, θ),

r+1
∑

m=1

λm(xr+1, xm) = (xr+1, θ),

λr+1(xr+1, xr+1) = 0,



48 4. Скалярное, векторное, смешанное произведения

λr+1 = 0.

Тогда
r
∑

m=1

λmxm = θ. Так как x1, . . . , xr — линейно независимые векторы, то λ1, . . . , λr = 0.

Итак, x1, . . . , xr+1 — линейно независимые векторы.
Пусть: x ∈ ~EN , Q ⊆ ~EN . Будем писать x ⊥ Q если ∀u ∈ Q(x ⊥ u). Утверждение

x ⊥ Q читается: «вектор x ортогонален множеству Q» или «вектор x перпендикулярен
множеству Q».

Пусть Q1, Q2 ⊆ ~EN . Будем писать Q1 ⊥ Q2 если ∀x1 ∈ Q1∀x2 ∈ Q2(x1 ⊥ x2). Утвер-
ждение Q1 ⊥ Q2 читается: «множество Q1 ортогонально множеству Q2» или «множество
Q1 перпендикулярно множеству Q2».

Замечание. Пусть: N = 2, 3; e — базис пространства ~EN .
Матрица g(e). Обозначим: gk,m(e) = (ek, em) при k, m = 1, N . Очевидно: g(e) ∈ RN×N ,

g(e)T = g(e).
Пусть e — ортогональный базис (ОБ). Тогда g(e) — диагональная матрица (gk,m(e) = 0

при: k, m = 1, N , k 6= m).
Пусть g(e) — диагональная матрица. Тогда e — ортогональный базис.
Пусть e — ортонормированный базис (ОНБ). Тогда g(e) = I.
Пусть g(e) = I. Тогда e — ортонормированный базис.
Выражение для скалярного произведения в произвольном базисе. Пусть: x,

y ∈ ~EN , x̃ = [x](e), ỹ = [y](e). Тогда:

(x, y) = (x̃kek, ỹ
mem) = (ek, em)x̃

kỹm = gk,m(e)x̃
kỹm.

Пусть: A ∈ RN×N , (x, y) = Ak,m[x]
k(e)[y]m(e) при x, y ∈ ~EN . Докажем, что g(e) = A.

Пусть k, m = 1, N . Тогда:

gk,m(e) = (ek, em) = Ai,j [ek]
i(e)[em]

j(e) = Ai,jδ
i
kδ

j
m = Ak,m.

Следовательно, g(e) = A.
Выражение для скалярного произведения в ортогональном базисе. Пусть: x,

y ∈ ~EN , x̃ = [x](e), ỹ = [y](e), e — ортогональный базис. Тогда:

(x, y) = gk,m(e)x̃
kỹm = gk,k(e)x̃

kỹk.

Выражение для скалярного произведения в ортонормированном базисе.

Пусть: x, y ∈ ~EN , x̃ = [x](e), ỹ = [y](e), e — ортонормированный базис. Тогда:

(x, y) =
N
∑

k=1

gk,k(e)x̃
kỹk =

N
∑

k=1

x̃kỹk.

Выражение для координат вектора в ортогональном базисе. Пусть: x ∈ ~EN ,
x̃ = [x](e), e — ортогональный базис. Пусть k = 1, N . Тогда:

(ek, x) =
(

ek,

N
∑

m=1

x̃mem

)

=
N
∑

m=1

(ek, em)x̃
m = (ek, ek)x̃

k;

x̃k =
(ek, x)

(ek, ek)
.
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Следовательно:

x =
N
∑

k=1

x̃kek =
N
∑

k=1

(ek, x)

(ek, ek)
ek.

Выражение для координат вектора в ортонормированном базисе. Пусть: x ∈
~EN , x̃ = [x](e), e — ортонормированный базис. Пусть k = 1, N . Тогда:

x̃k =
(ek, x)

(ek, ek)
= (ek, x).

Следовательно:

x =
N
∑

k=1

(ek, x)

(ek, ek)
ek =

N
∑

k=1

(ek, x)ek.

Замечание. Пусть: N = 2, 3; e1 ∈ ~EN , e1 6= θ.
Пусть x ∈ ~EN . Будем говорить, что x1 — ортогональная проекция вектора x на мно-

жество L(e1), если: x1 ∈ L(e1), x− x1 ⊥ L(e1).

Пусть: x ∈ ~EN , x′1, x
′′
1 — ортогональные проекции вектора x на множество L(e1). До-

кажем, что x′1 = x′′1.
Так как: x′1, x

′′
1 ∈ L(e1), x− x′1, x− x′′1 ⊥ L(e1), то:

(x′1 − x′′1, x
′
1 − x′′1) =

(

(x− x′′1)− (x− x′1), x
′
1 − x′′1

)

=

= (x− x′′1, x
′
1)− (x− x′′1, x

′′
1)− (x− x′1, x

′
1) + (x− x′1, x

′′
1) = 0.

Тогда x′1 − x′′1 = θ. Следовательно, x′1 = x′′1.

Пусть x ∈ ~EN . Обозначим, x1 = (e1,x)
(e1,e1)

e1. Докажем, что x1 — ортогональная проекция

вектора x на множество L(e1).
Очевидно, x1 ∈ L(e1). Пусть u ∈ L(e1). Тогда существует число λ ∈ R, удовлетворяю-

щее условию u = λe1. Следовательно:

(x− x1, u) =
(

x− (e1, x)

(e1, e1)
e1, λe1

)

= λ
(

(x, e1)−
(e1, x)

(e1, e1)
(e1, e1)

)

= 0.

Тогда x− x1 ⊥ L(e1).

Пусть x ∈ ~EN . Пусть x1 — ортогональная проекция вектора x на множество L(e1).
Обозначим, PL(e1)(x) = x1. Будем говорить, что PL(e1) — оператор ортогонального проек-
тирования на множество L(e1).

Пусть x ∈ ~EN . Очевидно, PL(e1)(x) =
(e1,x)
(e1,e1)

e1.

4.2. Правые и левые базисы пространства ~EN

Определение (матрица перехода). Пусть: N = 1, 3; e, e′ — базисы пространства ~EN . Обо-
значим: αi

i′(e, e
′) = [e′i′ ]

i(e) при i, i′ = 1, N . Очевидно, α(e, e′) ∈ RN×N . Будем говорить, что
α(e, e′) — матрица перехода от базиса e к базису e′.

Утверждение (без доказательства). Пусть N = 1, 3.

1. Пусть e — базис пространства ~EN . Тогда α(e, e) = I.
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2. Пусть e, e′, e′′ — базисы пространства ~EN . Тогда α(e, e′)α(e′, e′′) = α(e, e′′).

3. Пусть e, e′ — базисы пространства ~EN . Тогда α(e, e′)α(e′, e) = I.

Доказательство.

1. Пусть i, j = 1, N . Тогда: αj
i (e, e) = [ei]

j(e) = δji . Следовательно, α(e, e) = I.
2. Пусть i′′ = 1, N . Очевидно:

e′′i′′ = αi′

i′′(e
′, e′′)e′i′ = αi′

i′′(e
′, e′′)

(

αi
i′(e, e

′)ei
)

=
(

αi
i′(e, e

′)αi′

i′′(e
′, e′′)

)

ei =
(

α(e, e′)α(e′, e′′)
)i

i′′
ei.

С другой стороны, e′′i′′ = αi
i′′(e, e

′′)ei. Тогда:
(

α(e, e′)α(e′, e′′)
)i

i′′
= αi

i′′(e, e
′′) при i = 1, N .

Следовательно, α(e, e′)α(e′, e′′) = α(e, e′′).
3. Очевидно: α(e, e′)α(e′, e) = α(e, e) = I.

Замечание (одинаково ориентированные базисы, противоположно ориентированные бази-
сы). Пусть N = 1, 3.

Пусть e, e′ — базисы пространства ~EN . Будем говорить, что e, e′ — одинаково ориен-
тированные базисы, если det

(

α(e, e′)
)

> 0. Будем говорить, что e, e′ — противоположно
ориентированные базисы, если det

(

α(e, e′)
)

< 0.

Пусть e, e′ — базисы пространства ~EN . Базисы e, e′ являются противоположно ориен-
тированными тогда и только тогда, когда базисы e, e′ не являются одинаково ориентиро-
ванными.

Пусть e — базис пространства ~EN . Тогда e, e — одинаково ориентированные базисы.

Пусть: e, e′ — базисы пространства ~EN ; e, e′ — одинаково ориентированные базисы.
Тогда e′, e — одинаково ориентированные базисы.

Пусть: e, e′, e′′ — базисы пространства ~EN ; e, e′ — одинаково ориентированные базисы,
e′, e′′ — одинаково ориентированные базисы. Тогда e, e′′ — одинаково ориентированные
базисы.

Пусть: e, e′, e′′ — базисы пространства ~EN ; e, e′ — противоположно ориентированные
базисы, e′, e′′ — противоположно ориентированные базисы. Тогда e, e′′ — одинаково ори-
ентированные базисы.

Замечание (правые и левые базисы, знак базиса). Пусть: N = 1, 3; e0 — базис пространства
~EN .

Пусть e — базис пространства ~EN . Будем говорить, что e — правый базис, если e, e0 —
одинаково ориентированные базисы. Будем говорить, что e — левый базис, если e, e0 —
противоположно ориентированные базисы.

Очевидно, e0 — правый базис.

Пусть e — базис пространства ~EN . Базис e является левым тогда и только тогда, когда
базис e не является правым.

Пусть e, e′ — базисы пространства ~EN . Пусть e, e′ — правые базисы. Тогда e, e′ —
одинаково ориентированные базисы. Пусть e, e′ — левые базисы. Тогда e, e′ — одинако-
во ориентированные базисы. Пусть: e — правый базис, e′ — левый базис. Тогда e, e′ —
противоположно ориентированные базисы.

Пусть e — базис пространства ~EN . Пусть e — правый базис. Обозначим, sgn(e) = 1.
Пусть e — левый базис. Обозначим, sgn(e) = −1. Будем говорить, что sgn(e) — знак
базиса e.
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4.3. Векторное и смешанное произведения

Замечание. Пусть: x, y, z ∈ ~E3, x, y — линейно независимые векторы, ‖z‖ = ‖x‖ ·
‖y‖ sin

(

ϕ(x, y)
)

, z ⊥ x, y. Докажем, что x, y, z — базис пространства ~E3.
Так как x, y — линейно независимые векторы, то x, y 6= θ. Тогда ‖x‖, ‖y‖ 6= 0. Так как x,

y — линейно независимые векторы, то ϕ(x, y) ∈ (0, π). Тогда: ‖z‖ = ‖x‖·‖y‖ sin
(

ϕ(x, y)
)

6= 0.
Следовательно, z 6= θ. Так как: x, y — линейно независимые векторы, z ⊥ x, y, то x, y,
z — линейно независимые векторы. Тогда x, y, z — базис пространства ~E3.

Определение (векторное и смешанное произведения). Пусть x, y ∈ ~E3. Пусть x, y —
линейно зависимые векторы. Обозначим, [x, y] = θ. Пусть x, y — линейно независи-

мые векторы. Обозначим через [x, y] вектор, удовлетворяющий условиям: [x, y] ∈ ~E3,
∥

∥[x, y]
∥

∥ = ‖x‖ · ‖y‖ sin
(

ϕ(x, y)
)

, [x, y] ⊥ x, y; x, y, [x, y] — правый базис. Будем говорить,
что [x, y] — векторное произведение векторов x, y.

Пусть x, y, z ∈ ~E3. Обозначим, (x, y, z) =
(

[x, y], z
)

. Будем говорить, что (x, y, z) —
смешанное произведение векторов x, y, z.

Замечание («векторное» и «смешанное» произведения). Пусть e — ортонормированный
базис пространства E3.

Пусть x, y ∈ ~E3. Обозначим, [x, y]e =
∑

k1,k2,k3=1,3

sgn(e)ε̃k1,k2,k3 [x]
k1(e)[y]k2(e)ek3 . Будем

говорить, что [x, y]e — «векторное» произведение векторов x, y.
Обозначим: x̃ = [x](e), ỹ = [y](e). Тогда:

[x, y]e =
∑

k1,k2,k3=1,3

sgn(e)ε̃k1,k2,k3 x̃
k1 ỹk2ek3 = sgn(e)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1 e1
x̃2 ỹ2 e2
x̃3 ỹ3 e3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= sgn(e)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e1 x̃1 ỹ1

e2 x̃2 ỹ2

e3 x̃3 ỹ3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= sgn(e)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e1 e2 e3
x̃1 x̃2 x̃3

ỹ1 ỹ2 ỹ3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Пусть x, y, z ∈ ~E3. Обозначим, (x, y, z)e = sgn(e)ε̃k1,k2,k3 [x]
k1(e)[y]k2(e)[z]k3(e). Будем

говорить, что (x, y, z)e — «смешанное» произведение векторов x, y, z.
Обозначим: x̃ = [x](e), ỹ = [y](e), z̃ = [z](e). Тогда:

(x, y, z)e = sgn(e)ε̃k1,k2,k3 x̃
k1 ỹk2 z̃k3 = sgn(e)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1 z̃1

x̃2 ỹ2 z̃2

x̃3 ỹ3 z̃3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= sgn(e)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x̃1 x̃2 x̃3

ỹ1 ỹ2 ỹ3

z̃1 z̃2 z̃3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Утверждение. Пусть e — ортонормированный базис пространства ~E3.
1. «Смешанное» произведение линейно по каждому аргументу.
2. «Смешанное» произведение антисимметрично.
3. Пусть: x, y, z ∈ ~E3, x, y, z — линейно зависимые векторы. Тогда (x, y, z)e = 0.

4. Пусть: x, y, z ∈ ~E3, x, y, z — линейно независимые векторы, (x, y, z)e > 0. Тогда x,

y, z — правый базис пространства ~E3.
5. Пусть: x, y, z ∈ ~E3, x, y, z — линейно независимые векторы, (x, y, z)e < 0. Тогда x,

y, z — левый базис пространства ~E3.
6. Пусть x, y, z ∈ ~E3. Тогда (x, y, z)e =

(

[x, y]e, z
)

.

7. Пусть x, y, z ∈ ~E3. Тогда (x, y, z)e =
(

x, [y, z]e
)

.
8. «Векторное» произведение линейно по каждому аргументу.
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9. «Векторное» произведение антисимметрично.
10. Пусть a, b, c ∈ ~E3. Тогда

[

a, [b, c]e
]

e
= b(a, c)− c(a, b).

11. Пусть x, y ∈ ~E3. Тогда
∥

∥[x, y]e
∥

∥ = ‖x‖ · ‖y‖ sin
(

ϕ(x, y)
)

.

12. Пусть: x, y ∈ ~E3, x, y — линейно зависимые векторы. Тогда [x, y]e = θ.

13. Пусть x, y ∈ ~E3. Тогда [x, y]e ⊥ x, y.

14. Пусть: x, y ∈ ~E3, x, y — линейно независимые векторы. Тогда x, y, [x, y]e — правый

базис пространства ~E3.
15. Пусть x, y ∈ ~E3. Тогда [x, y] = [x, y]e.

16. Пусть x, y, z ∈ ~E3. Тогда (x, y, z) = (x, y, z)e.

Доказательство.
1. Утверждение непосредственно следует из определения «смешанного» произведения.
2. Утверждение непосредственно следует из определения «смешанного» произведения.
3. Обозначим: x̃ = [x](e), ỹ = [y](e), z̃ = [z](e). Так как x, y, z — линейно зависимые

векторы, то x̃, ỹ, z̃ — линейно зависимые столбцы. Тогда:

(x, y, z)e = sgn(e)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1 z̃1

x̃2 ỹ2 z̃2

x̃3 ỹ3 z̃3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

4. Так как x, y, z — линейно независимые векторы, то x, y, z — базис пространства ~E3.
Обозначим: x̃ = [x](e), ỹ = [y](e), z̃ = [z](e). Тогда:

det
(

α(e1, e2, e3, x, y, z)
)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1 z̃1

x̃2 ỹ2 z̃2

x̃3 ỹ3 z̃3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= sgn(e) sgn(e)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1 z̃1

x̃2 ỹ2 z̃2

x̃3 ỹ3 z̃3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= sgn(e)(x, y, z)e.

Пусть e — правый базис. Тогда:

det
(

α(e1, e2, e3, x, y, z)
)

= sgn(e)(x, y, z)e > 0.

Следовательно, e1, e2, e3 и x, y, z — одинаково ориентированные базисы. Так как e —
правый базис, то x, y, z — правый базис.

Пусть e — левый базис. Тогда:

det
(

α(e1, e2, e3, x, y, z)
)

= sgn(e)(x, y, z)e < 0.

Следовательно, e1, e2, e3 и x, y, z — противоположно ориентированные базисы. Так как
e — левый базис, то x, y, z — правый базис.

5. Так как x, y, z — линейно независимые векторы, то x, y, z — базис пространства ~E3.
Обозначим: x̃ = [x](e), ỹ = [y](e), z̃ = [z](e). Тогда:

det
(

α(e1, e2, e3, x, y, z)
)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1 z̃1

x̃2 ỹ2 z̃2

x̃3 ỹ3 z̃3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= sgn(e) sgn(e)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1 z̃1

x̃2 ỹ2 z̃2

x̃3 ỹ3 z̃3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= sgn(e)(x, y, z)e.

Пусть e — правый базис. Тогда:

det
(

α(e1, e2, e3, x, y, z)
)

= sgn(e)(x, y, z)e < 0.
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Следовательно, e1, e2, e3 и x, y, z — противоположно ориентированные базисы. Так как
e — правый базис, то x, y, z — левый базис.

Пусть e — левый базис. Тогда:

det
(

α(e1, e2, e3, x, y, z)
)

= sgn(e)(x, y, z)e > 0.

Следовательно, e1, e2, e3 и x, y, z — одинаково ориентированные базисы. Так как e —
левый базис, то x, y, z — левый базис.

6. Обозначим: x̃ = [x](e), ỹ = [y](e), z̃ = [z](e). Тогда:

(

[x, y]e, z
)

=
∑

j=1,3

[

[x, y]e
]j
(e)z̃j =

∑

j=1,3

(

∑

k1,k2=1,3

sgn(e)ε̃k1,k2,jx̃
k1 ỹk2

)

z̃j =

=
∑

k1,k2,j=1,3

sgn(e)ε̃k1,k2,jx̃
k1 ỹk2 z̃j = (x, y, z)e.

7. Очевидно: (x, y, z)e = (y, z, x)e =
(

[y, z]e, x
)

=
(

x, [y, z]e
)

.
8. Утверждение непосредственно следует из определения «векторного» произведения.
9. Утверждение непосредственно следует из определения «векторного» произведения.

10. Обозначим: ã = [a](e), b̃ = [b](e), c̃ = [c](e). Пусть j = 1, 3. Тогда:

[

[

a, [b, c]e
]

e

]j

(e) =
∑

k1,k2=1,3

sgn(e)ε̃k1,k2,j ã
k1
[

[b, c]e
]k2(e) =

=
∑

k1,k2=1,3

sgn(e)ε̃k1,k2,j ã
k1

∑

m1,m2=1,3

sgn(e)ε̃m1,m2,k2 b̃
m1 c̃m2 =

=
∑

k1,k2=1,3

∑

m1,m2=1,3

ε̃k1,k2,j ε̃m1,m2,k2 ã
k1 b̃m1 c̃m2 =

=
∑

k1,k2=1,3,
k1, k2, j — различные числа

∑

m1,m2=1,3,
m1, m2, k2 — различные числа

ε̃k1,k2,j ε̃m1,m2,k2 ã
k1 b̃m1 c̃m2 =

=
[

m1 = k1, m2 = j либо m1 = j, m2 = k1

]

=

=
∑

k1,k2=1,3,
k1, k2, j — различные числа

(

ε̃k1,k2,j ε̃k1,j,k2 ã
k1 b̃k1 c̃j + ε̃k1,k2,j ε̃j,k1,k2 ã

k1 b̃j c̃k1
)

=

=
∑

k1,k2=1,3,
k1, k2, j — различные числа

(

b̃j ãk1 c̃k1 − c̃j ãk1 b̃k1
)

=
∑

k1=1,3,
k1 6=j

∑

k2=1,3,
k2 6=k1,j

(

b̃j ãk1 c̃k1 − c̃j ãk1 b̃k1
)

=

=
∑

k1=1,3,
k1 6=j

(

b̃j ãk1 c̃k1 − c̃j ãk1 b̃k1
)

=
∑

k1=1,3

(

b̃j ãk1 c̃k1 − c̃j ãk1 b̃k1
)

= b̃j(a, c)− c̃j(a, b) =

=
[

b(a, c)− c(a, b)
]j
(e).

Следовательно,
[

a, [b, c]e
]

e
= b(a, c)− c(a, b).

11. Так как: ‖x‖, ‖y‖ > 0, ϕ(x, y) ∈ [0, π], то:

∥

∥[x, y]e
∥

∥ =
√

(

[x, y]e, [x, y]e
)

=

√

(

x,
[

y, [x, y]e
]

e

)

=
√

(

x, x(y, y)− y(y, x)
)

=
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=
√

(x, x)(y, y)− (x, y)2 =

√

‖x‖2 ‖y‖2 −
(

‖x‖ · ‖y‖ cos
(

ϕ(x, y)
)

)2

=

=

√

‖x‖2 ‖y‖2
(

sin
(

ϕ(x, y)
)

)2

= ‖x‖ · ‖y‖ sin
(

ϕ(x, y)
)

.

12. Пусть x = θ ∨ y = θ. Тогда ‖x‖ = 0 ∨ ‖y‖ = 0. Следовательно:
∥

∥[x, y]e
∥

∥ = ‖x‖ ·
‖y‖ sin

(

ϕ(x, y)
)

= 0. Тогда [x, y]e = θ.
Пусть x, y 6= θ. Так как x, y — линейно зависимые векторы, то ϕ(x, y) = 0∨ϕ(x, y) = π.

Тогда:
∥

∥[x, y]e
∥

∥ = ‖x‖ · ‖y‖ sin
(

ϕ(x, y)
)

= 0. Следовательно, [x, y]e = θ.
13. Так как x, y, x — линейно зависимые векторы, то:

(

[x, y]e, x
)

= (x, y, x)e = 0. Тогда
[x, y]e ⊥ x. Так как x, y, y — линейно зависимые векторы, то:

(

[x, y]e, y
)

= (x, y, y)e = 0.
Тогда [x, y]e ⊥ y.

14. Так как: x, y — линейно независимые векторы,
∥

∥[x, y]e
∥

∥ = ‖x‖ · ‖y‖ sin
(

ϕ(x, y)
)

,

[x, y]e ⊥ x, y, то x, y, [x, y]e — базис пространства ~E3. Так как [x, y]e 6= θ, то:
(

x, y, [x, y]e
)

e
=

(

[x, y]e, [x, y]e
)

> 0. Так как x, y, [x, y]e — линейно независимые векторы, то x, y, [x, y]e —
правый базис пространства E3.

15. Пусть x, y — линейно зависимые векторы. Тогда: [x, y] = θ, [x, y]e = θ. Следовательно,
[x, y] = [x, y]e.

Пусть x, y — линейно независимые векторы. Так как: [x, y]e ∈ ~E3,
∥

∥[x, y]e
∥

∥ = ‖x‖ ·
‖y‖ sin

(

ϕ(x, y)
)

, [x, y]e ⊥ x, y; x, y, [x, y]e — правый базис, то [x, y] = [x, y]e.
16. Очевидно: (x, y, z) =

(

[x, y], z
)

=
(

[x, y]e, z
)

= (x, y, z)e.

Утверждение.

1. Пусть: A, B, C ∈ E3, S — площадь параллелограмма со сторонами [A,B], [A,C].

Тогда
∥

∥[
−→
AB,

−→
AC]

∥

∥ = S.
2. Пусть: A, B, C, D ∈ E3, V — объём параллелепипеда со сторонами [A,B], [A,C],

[A,D]. Тогда
∣

∣(
−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD)

∣

∣ = V .

3. Пусть x, y, z ∈ ~E3. Векторы x, y, z являются линейно зависимыми тогда и только
тогда, когда (x, y, z) = 0.

4. Пусть: x, y, z ∈ ~E3, (x, y, z) > 0. Тогда x, y, z — правый базис пространства ~E3.

5. Пусть: x, y, z ∈ ~E3, (x, y, z) < 0. Тогда x, y, z — левый базис пространства ~E3.

6. Пусть x, y, z ∈ ~E3. Тогда
[

x, [y, z]
]

+
[

z, [x, y]
]

+
[

y, [z, x]
]

= θ (равенство Якоби).

Доказательство.
1. Пусть A, B, C — аффинно зависимые точки. Тогда S = 0. Так как A, B, C —

аффинно зависимые точки, то
−→
AB,

−→
AC — линейно зависимые векторы. Тогда

∥

∥[
−→
AB,

−→
AC]

∥

∥ =

0. Следовательно, S =
∥

∥[
−→
AB,

−→
AC]

∥

∥.
Пусть A, B, C — аффинно независимые точки. Обозначим через l прямую, удовле-

творяющую условиям: l — прямая в пространстве E3, l ⊆ π∗(A,B,C), C ∈ l, l ⊥ l∗(A,B).
Обозначим через C1 точку, удовлетворяющую условиям: C1 ∈ l, C1 ∈ l∗(A,B). Пусть:
C1 ∈ l+(A,B), C1 6= A. Тогда:

S = ρ(A,B)ρ(C1, C) = ρ(A,B)ρ(A,C) sin(Ĉ1AC) = ρ(A,B)ρ(A,C) sin(B̂AC) =

= ‖−→AB‖ · ‖−→AC‖ sin
(

ϕ(
−→
AB,

−→
AC)

)

=
∥

∥[
−→
AB,

−→
AC]

∥

∥.

Пусть C1 = A. Тогда:

S = ρ(A,B)ρ(C1, C) = ρ(A,B)ρ(A,C) sin
(π

2

)

= ρ(A,B)ρ(A,C) sin(B̂AC) =
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= ‖−→AB‖ · ‖−→AC‖ sin
(

ϕ(
−→
AB,

−→
AC)

)

=
∥

∥[
−→
AB,

−→
AC]

∥

∥.

Пусть C1 /∈ l+(A,B). Тогда:

S = ρ(A,B)ρ(C1, C) = ρ(A,B)ρ(A,C) sin(Ĉ1AC) = ρ(A,B)ρ(A,C) sin(π − B̂AC) =

= ρ(A,B)ρ(A,C) sin(B̂AC) = ‖−→AB‖ · ‖−→AC‖ sin
(

ϕ(
−→
AB,

−→
AC)

)

=
∥

∥[
−→
AB,

−→
AC]

∥

∥.

2. Пусть A, B, C, D — аффинно зависимые точки. Тогда V = 0. Так как A, B, C,

D — аффинно зависимые точки, то
−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD — линейно зависимые векторы. Тогда

∣

∣(
−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD)

∣

∣ = 0. Следовательно, V =
∣

∣(
−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD)

∣

∣.
Пусть A, B, C, D — аффинно независимые точки. Обозначим через S площадь па-

раллелограмма со сторонами [A,B], [A,C]. Обозначим через l прямую, удовлетворяющую
условиям: l — прямая в пространстве E3, D ∈ l, l ⊥ π∗(A,B,C). Обозначим через D1

точку, удовлетворяющую условиям: D1 ∈ l, D1 ∈ π∗(A,B,C). Тогда:

V = Sρ(D1, D) = Sρ(A,D) cos(D̂1DA) =
∥

∥[
−→
AB,

−→
AC]

∥

∥ · ‖−−→AD‖ ·
∣

∣

∣

∣

cos
(

ϕ
(

[
−→
AB,

−→
AC],

−−→
AD

)

)

∣

∣

∣

∣

=

=
∣

∣

∣

(

[
−→
AB,

−→
AC],

−−→
AD

)

∣

∣

∣
=

∣

∣(
−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD)

∣

∣.

3. Пусть x, y, z — линейно зависимые векторы. Тогда (x, y, z) = 0.
Пусть (x, y, z) = 0. Очевидно, существуют точки A, B, C, D, удовлетворяющие усло-

виям: A, B, C, D ∈ E3, x =
−→
AB, y =

−→
AC, z =

−−→
AD. Обозначим через V объём параллеле-

пипеда со сторонами [A,B], [A,C], [A,D]. Тогда: V =
∣

∣(x, y, z)
∣

∣ = 0. Следовательно, A, B,
C, D — аффинно зависимые точки. Тогда x, y, z — линейно зависимые векторы.

4. Так как (x, y, z) 6= 0, то x, y, z — линейно независимые векторы. Так как (x, y, z) > 0,

то x, y, z — правый базис пространства ~E3.
5. Так как (x, y, z) 6= 0, то x, y, z — линейно независимые векторы. Так как (x, y, z) < 0,

то x, y, z — левый базис пространства ~E3.
6. Очевидно:

[

x, [y, z]
]

+
[

z, [x, y]
]

+
[

y, [z, x]
]

=

= y(x, z)− z(x, y) + x(z, y)− y(z, x) + z(y, x)− x(y, z) = θ.

Утверждение. Пусть x̃, ỹ ∈ R3. Столбцы x̃, ỹ являются линейно зависимыми тогда и
только тогда, когда:

∣

∣

∣

∣

x̃2 ỹ2

x̃3 ỹ3

∣

∣

∣

∣

= 0,

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1

x̃3 ỹ3

∣

∣

∣

∣

= 0,

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1

x̃2 ỹ2

∣

∣

∣

∣

= 0.

Доказательство. Пусть x̃, ỹ — линейно зависимые столбцы. Тогда: (x̃2, x̃3)T , (ỹ2, ỹ3)T —
линейно зависимые столбцы, (x̃1, x̃3)T , (ỹ1, ỹ3)T — линейно зависимые столбцы, (x̃1, x̃2)T ,
(ỹ1, ỹ2)T — линейно зависимые столбцы. Следовательно:

∣

∣

∣

∣

x̃2 ỹ2

x̃3 ỹ3

∣

∣

∣

∣

= 0,

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1

x̃3 ỹ3

∣

∣

∣

∣

= 0,

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1

x̃2 ỹ2

∣

∣

∣

∣

= 0.

Пусть:
∣

∣

∣

∣

x̃2 ỹ2

x̃3 ỹ3

∣

∣

∣

∣

= 0,

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1

x̃3 ỹ3

∣

∣

∣

∣

= 0,

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1

x̃2 ỹ2

∣

∣

∣

∣

= 0.
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Пусть e — ортонормированный базис пространства E3. Обозначим: x = x̃kek, y = ỹkek.
Тогда:

[x, y] = sgn(e)

∣

∣

∣

∣

x̃2 ỹ2

x̃3 ỹ3

∣

∣

∣

∣

e1 − sgn(e)

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1

x̃3 ỹ3

∣

∣

∣

∣

e2 + sgn(e)

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1

x̃2 ỹ2

∣

∣

∣

∣

e3 = θ.

Следовательно, x, y — линейно зависимые векторы. Тогда x̃, ỹ — линейно зависимые
столбцы.

Утверждение. Пусть x̃, ỹ ∈ R2. Столбцы x̃, ỹ являются линейно зависимыми тогда и
только тогда, когда det(x̃, ỹ) = 0.

Доказательство. Пусть x̃, ỹ — линейно зависимые столбцы. Тогда det(x̃, ỹ) = 0.
Пусть det(x̃, ỹ) = 0. Пусть e — ортонормированный базис пространства E3. Обозначим:

x = x̃1e1 + x̃2e2, y = ỹ1e1 + ỹ2e2. Тогда:

[x, y] = sgn(e)

∣

∣

∣

∣

x̃2 ỹ2

0 0

∣

∣

∣

∣

e1 − sgn(e)

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1

0 0

∣

∣

∣

∣

e2 + sgn(e)

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1

x̃2 ỹ2

∣

∣

∣

∣

e3 = θ.

Следовательно, x, y — линейно зависимые векторы. Тогда (x̃1, x̃2, 0)T , (ỹ1, ỹ2, 0)T — линейно
зависимые столбцы. Следовательно, x̃, ỹ — линейно зависимые столбцы.

Утверждение. Пусть x̃, ỹ, z̃ ∈ R3. Столбцы x̃, ỹ, z̃ являются линейно зависимыми
тогда и только тогда, когда det(x̃, ỹ, z̃) = 0.

Доказательство. Пусть x̃, ỹ, z̃ — линейно зависимые столбцы. Тогда det(x̃, ỹ, z̃) = 0.
Пусть det(x̃, ỹ, z̃) = 0. Пусть e — ортонормированный базис пространства E3. Обозна-

чим: x = x̃kek, y = ỹkek, z = z̃kek. Тогда: (x, y, z) = sgn(e) det(x̃, ỹ, z̃) = 0. Следовательно,
x, y, z — линейно зависимые векторы. Тогда x̃, ỹ, z̃ — линейно зависимые столбцы.
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Лекция 5. Прямые в пространстве E2. Прямые и плоско-

сти в пространстве E3

5.1. Прямые в пространстве E2

Утверждение. Пусть: l — прямая в пространстве E2; A0 ∈ l, O, I1 — аффинно неза-

висимые точки прямой l, e1 =
−−→
OI1. Справедливо утверждение: A ∈ l тогда и только

тогда, когда: A ∈ E2,
−−→
A0A ∈ L(e1).

Доказательство. Пусть A ∈ l. Тогда A ∈ E2. Пусть A = A0. Тогда:
−−→
A0A =

−−−→
A0A0 = θ ∈

L(e1).
Пусть A 6= A0. Очевидно, существует точка A′, удовлетворяющая условиям: A′ ∈ E2,−−→

OA′ =
−−→
A0A. Тогда: A′ 6= O, l∗(O,A

′) ‖ l∗(A0, A). Так как: A0, A ∈ l, A0, A — аффинно
независимые точки, то l∗(A0, A) = l. Так как l∗(O,A

′) ‖ l∗(A0, A), то l∗(O,A
′) ‖ l. Так как:

O ∈ l∗(O,A
′), O ∈ l, то l∗(O,A

′) = l. Так как A′ ∈ l∗(O,A
′), то A′ ∈ l. Тогда

−−→
OA′ ∈ L(e1).

Следовательно,
−−→
A0A ∈ L(e1).

Пусть: A ∈ E2,
−−→
A0A ∈ L(e1). Пусть A = A0. Тогда: A = A0 ∈ l.

Пусть A 6= A0. Очевидно, существует точка A′, удовлетворяющая условиям: A′ ∈ E2,−−→
OA′ =

−−→
A0A. Тогда: A′ 6= O, l∗(O,A

′) ‖ l∗(A0, A). Так как
−−→
A0A ∈ L(e1), то

−−→
OA′ ∈ L(e1).

Тогда A′ ∈ l. Так как: O ∈ l, O, A′ — аффинно независимые точки, то l∗(O,A
′) = l. Так

как l∗(A0, A) ‖ l∗(O,A′), то l∗(A0, A) ‖ l. Так как: A0 ∈ l∗(A0, A), A0 ∈ l, то l∗(A0, A) = l.
Так как A ∈ l∗(A0, A), то A ∈ l.

Определение. Пусть l — прямая в пространстве E2.

Пусть: A, B ∈ l, A, B — аффинно независимые точки, τ =
−→
AB. Будем говорить, что

τ — направляющий вектор прямой l.

Будем говорить, что N — нормаль к прямой l, если: N ∈ ~E2, ∀A ∈ l∀B ∈ l(N ⊥ −→
AB).

Замечание. Пусть: l — прямая в пространстве E2, P0 ∈ l, τ — направляющий вектор
прямой l. Очевидно, τ 6= θ.

Пусть P ∈ E2. Запишем необходимое и достаточное условие того, что P ∈ l:

−−→
P0P ∈ L(τ);

∃t ∈ R(
−−→
P0P = tτ).

Последнее условие обычно записывают в виде уравнения:

−−→
P0P = tτ , t ∈ R.

Пусть: O ∈ E2, e — базис пространства ~E2; x̃0 = hO,e(P0), τ̃ = [τ ](e). Так как τ 6= θ,
то τ̃ 6= θ̃. Пусть: P ∈ E2, x̃ = hO,e(P ). Очевидно, необходимое и достаточное условие того,
что P ∈ l можно записать в виде:

−→
OP −−−→

OP0 = tτ , t ∈ R;
−→
OP =

−−→
OP0 + tτ , t ∈ R;

x̃ = x̃0 + tτ̃ , t ∈ R.
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Очевидно, необходимое и достаточное условие того, что P ∈ l можно записать в виде:

x̃− x̃0 ∈ L(τ̃).

Так как τ̃ 6= θ̃, то последнее условие можно переписать в виде:

x̃− x̃0, τ̃ — линейно зависимые столбцы;
∣

∣

∣

∣

x̃1 − x̃10 τ̃ 1

x̃2 − x̃20 τ̃ 2

∣

∣

∣

∣

= 0;

τ̃ 2(x̃1 − x̃10)− τ̃ 1(x̃2 − x̃20) = 0;

τ̃ 2(x̃1 − x̃10) = τ̃ 1(x̃2 − x̃20).

Последнее условие обычно записывают виде пропорции:

x̃1 − x̃10
τ̃ 1

=
x̃2 − x̃20
τ̃ 2

.

Обозначим: A1 = τ̃ 2, A2 = −τ̃ 1. Так как τ̃ 6= θ̃, то A1 6= 0 ∨ A2 6= 0. Очевидно,
необходимое и достаточное условие того, что P ∈ l можно записать в виде:

A1(x̃
1 − x̃10) + A2(x̃

2 − x̃20) = 0.

Обозначим, B = −(A1x̃
1
0 + A2x̃

2
0). Тогда последнее условие можно переписать в виде:

A1x̃
1 + A2x̃

2 +B = 0.

Пусть e— ортонормированный базис. Обозначим, N = A1e1+A2e2. Так как A1 6= 0∨A2 6= 0,
то N 6= θ. Очевидно, необходимое и достаточное условие того, что P ∈ l можно записать
в виде:

(N,
−→
OP −−−→

OP0) = 0;

(N,
−→
OP ) +B = 0.

Рассмотрим ортогональную проекцию PL(N)(
−→
OP − −−→

OP0). Обозначим через l1 прямую,
удовлетворяющую условиям: l1 — прямая в пространстве E2, P ∈ l1, l1 ⊥ l. Обозначим
через P1 точку, удовлетворяющую условиям: P1 ∈ l1, P1 ∈ l. Обозначим через P2 точку,
симметричную точке P относительно прямой l. Очевидно:

PL(N)(
−→
OP −−−→

OP0) =
(N,

−→
OP −−−→

OP0)

‖N‖2
N,

PL(N)(
−→
OP −−−→

OP0) =
−−→
P1P ,

ρ(P, l) =
∥

∥PL(N)(
−→
OP −−−→

OP0)
∥

∥ =

∣

∣(N,
−→
OP −−−→

OP0)
∣

∣

‖N‖ ,

−−→
OP1 =

−→
OP − PL(N)(

−→
OP −−−→

OP0),
−−→
OP2 =

−→
OP − 2PL(N)(

−→
OP −−−→

OP0).

Очевидно, утверждение P ∈ l справедливо тогда и только тогда, когда PL(N)(
−→
OP −−−→

OP0) =
θ.
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Обозначим: n = 1
‖N‖

N , δ(P, l;n) = (n,
−→
OP −−−→

OP0). Очевидно:

δ(P, l;n) =
(N,

−→
OP −−−→

OP0)

‖N‖ ,

PL(N)(
−→
OP −−−→

OP0) = δ(P, l;n)n,

ρ(P, l) =
∣

∣δ(P, l;n)
∣

∣.

Очевидно, утверждение P ∈ l справедливо тогда и только тогда, когда δ(P, l;n) = 0.
Очевидно, точка P лежит в той (открытой) полуплоскости, в которую направлен вектор
N тогда и только тогда, когда δ(P, l;n) > 0. Очевидно, точка P лежит не в той (открытой)
полуплоскости, в которую направлен вектор N тогда и только тогда, когда δ(P, l;n) < 0.

5.2. Плоскости в пространстве E3

Утверждение. Пусть: π — плоскость в пространстве E3; A0 ∈ π, O, I1, I2 — аффинно

независимые точки плоскости π, e1 =
−−→
OI1, e2 =

−−→
OI2. Справедливо утверждение: A ∈ π

тогда и только тогда, когда: A ∈ E3,
−−→
A0A ∈ L(e1, e2).

Доказательство. Пусть A ∈ π. Тогда A ∈ E3. Пусть A = A0. Тогда:
−−→
A0A =

−−−→
A0A0 = θ ∈

L(e1, e2).
Пусть A 6= A0. Очевидно, существует точка A′, удовлетворяющая условиям: A′ ∈ E3,−−→

OA′ =
−−→
A0A. Тогда: A′ 6= O, l∗(O,A

′) ‖ l∗(A0, A). Так как: A0, A ∈ l∗(A0, A), A0, A ∈ π,
A0, A — аффинно независимые точки, то l∗(A0, A) ⊆ π. Так как l∗(O,A

′) ‖ l∗(A0, A), то
l∗(O,A

′) ‖ π. Так как: O ∈ l∗(O,A
′), O ∈ π, то l∗(O,A

′) ⊆ π. Так как A′ ∈ l∗(O,A
′), то

A′ ∈ π. Тогда
−−→
OA′ ∈ L(e1, e2). Следовательно,

−−→
A0A ∈ L(e1, e2).

Пусть: A ∈ E3,
−−→
A0A ∈ L(e1, e2). Пусть A = A0. Тогда: A = A0 ∈ π.

Пусть A 6= A0. Очевидно, существует точка A′, удовлетворяющая условиям: A′ ∈ E3,−−→
OA′ =

−−→
A0A. Тогда: A′ 6= O, l∗(O,A

′) ‖ l∗(A0, A). Так как
−−→
A0A ∈ L(e1, e2), то

−−→
OA′ ∈ L(e1, e2).

Тогда A′ ∈ π. Так как: O, A′ ∈ l∗(O,A
′), O ∈ π, O, A′ — аффинно независимые точки, то

l∗(O,A
′) ⊆ π. Так как l∗(A0, A) ‖ l∗(O,A′), то l∗(A0, A) ‖ π. Так как: A0 ∈ l∗(A0, A), A0 ∈ π,

то l∗(A0, A) ⊆ π. Так как A ∈ l∗(A0, A), то A ∈ π.

Определение. Пусть π — плоскость в пространстве E3.

Пусть: A, B, C ∈ π, A, B, C — аффинно независимые точки, τ1 =
−→
AB, τ2

−→
AC. Будем

говорить, что τ1, τ2 — направляющие векторы плоскости π.
Будем говорить, что N — нормаль к плоскости π, если: N ∈ ~E3, ∀A ∈ π∀B ∈ π(N ⊥−→

AB).

Замечание. Пусть: π — плоскость в пространстве E3, P0 ∈ π, τ1, τ2 — направляющие
векторы плоскости π. Очевидно, τ1, τ2 — линейно независимые векторы.

Пусть P ∈ E3. Запишем необходимое и достаточное условие того, что P ∈ π:

−−→
P0P ∈ L(τ1, τ2);

∃u1 ∈ R∃u2 ∈ R(
−−→
P0P = u1τ1 + u2τ2).

Последнее условие обычно записывают в виде уравнения:

−−→
P0P = u1τ1 + u2τ2, u1 ∈ R, u2 ∈ R.
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Пусть: O ∈ E3, e — базис пространства ~E3; x̃0 = hO,e(P0), τ̃1 = [τ1](e), τ̃2 = [τ2](e).
Так как τ1, τ2 — линейно независимые векторы, то τ̃1, τ̃2 — линейно независимые столбцы.
Пусть: P ∈ E3, x̃ = hO,e(P ). Очевидно, необходимое и достаточное условие того, что P ∈ π
можно записать в виде:

−→
OP −−−→

OP0 = u1τ1 + u2τ2, u1 ∈ R, u2 ∈ R;
−→
OP =

−−→
OP0 + u1τ1 + u2τ2, u1 ∈ R, u2 ∈ R;

x̃ = x̃0 + u1τ̃1 + u2τ̃2, u1 ∈ R, u2 ∈ R.

Очевидно, необходимое и достаточное условие того, что P ∈ π можно записать в виде:

x̃− x̃0 ∈ L(τ̃1, τ̃2).

Так как τ̃1, τ̃2 — линейно независимые столбцы, то последнее условие можно переписать
в виде:

x̃− x̃0, τ̃1, τ̃2 — линейно зависимые столбцы;
∣

∣

∣

∣

∣

∣

x̃1 − x̃10 τ̃ 11 τ̃ 12
x̃2 − x̃20 τ̃ 21 τ̃ 22
x̃3 − x̃30 τ̃ 31 τ̃ 32

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

Обозначим:

A1 =

∣

∣

∣

∣

τ̃ 21 τ̃ 22
τ̃ 31 τ̃ 32

∣

∣

∣

∣

, A2 = −
∣

∣

∣

∣

τ̃ 11 τ̃ 12
τ̃ 31 τ̃ 32

∣

∣

∣

∣

, A3 =

∣

∣

∣

∣

τ̃ 11 τ̃ 12
τ̃ 21 τ̃ 22

∣

∣

∣

∣

.

Так как τ̃1, τ̃2 — линейно независимые столбцы, то A1 6= 0 ∨ A2 6= 0 ∨ A3 6= 0. Очевидно,
необходимое и достаточное условие того, что P ∈ π можно записать в виде:

A1(x̃
1 − x̃10) + A2(x̃

2 − x̃20) + A3(x̃
3 − x̃30) = 0.

Обозначим, B = −(A1x̃
1
0+A2x̃

2
0+A3x̃

3
0). Тогда последнее условие можно переписать в виде:

A1x̃
1 + A2x̃

2 + A3x̃
3 +B = 0.

Пусть e — ортонормированный базис. Обозначим, N = A1e1 + A2e2 + A3e3. Так как A1 6=
0 ∨ A2 6= 0 ∨ A3 6= 0, то N 6= θ. Очевидно, необходимое и достаточное условие того, что
P ∈ π можно записать в виде:

(N,
−→
OP −−−→

OP0) = 0;

(N,
−→
OP ) +B = 0.

Рассмотрим ортогональную проекцию PL(N)(
−→
OP − −−→

OP0). Обозначим через l1 прямую,
удовлетворяющую условиям: l1 — прямая в пространстве E3, P ∈ l1, l1 ⊥ π. Обозначим
через P1 точку, удовлетворяющую условиям: P1 ∈ l1, P1 ∈ π. Обозначим через P2 точку,
симметричную точке P относительно плоскости π. Очевидно:

PL(N)(
−→
OP −−−→

OP0) =
(N,

−→
OP −−−→

OP0)

‖N‖2
N,
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PL(N)(
−→
OP −−−→

OP0) =
−−→
P1P ,

ρ(P, l) =
∥

∥PL(N)(
−→
OP −−−→

OP0)
∥

∥ =

∣

∣(N,
−→
OP −−−→

OP0)
∣

∣

‖N‖ ,

−−→
OP1 =

−→
OP − PL(N)(

−→
OP −−−→

OP0),
−−→
OP2 =

−→
OP − 2PL(N)(

−→
OP −−−→

OP0).

Очевидно, утверждение P ∈ π справедливо тогда и только тогда, когда PL(N)(
−→
OP−−−→

OP0) =
θ.

Обозначим: n = 1
‖N‖

N , δ(P, π;n) = (n,
−→
OP −−−→

OP0). Очевидно:

δ(P, π;n) =
(N,

−→
OP −−−→

OP0)

‖N‖ ,

PL(N)(
−→
OP −−−→

OP0) = δ(P, π;n)n,

ρ(P, l) =
∣

∣δ(P, π;n)
∣

∣.

Очевидно, утверждение P ∈ π справедливо тогда и только тогда, когда δ(P, π;n) = 0.
Очевидно, точка P лежит в том (открытом) полупространстве, в которое направлен вектор
N тогда и только тогда, когда δ(P, π;n) > 0. Очевидно, точка P лежит не в том (открытом)
полупространстве, в которое направлен векторN тогда и только тогда, когда δ(P, π;n) < 0.

5.3. Прямые в пространстве E3

Утверждение. Пусть: l — прямая в пространстве E3; A0 ∈ l, O, I1 — аффинно неза-

висимые точки прямой l, e1 =
−−→
OI1. Справедливо утверждение: A ∈ l тогда и только

тогда, когда: A ∈ E3,
−−→
A0A ∈ L(e1).

Доказательство. Пусть A ∈ l. Тогда A ∈ E3. Пусть A = A0. Тогда:
−−→
A0A =

−−−→
A0A0 = θ ∈

L(e1).
Пусть A 6= A0. Очевидно, существует точка A′, удовлетворяющая условиям: A′ ∈ E2,−−→

OA′ =
−−→
A0A. Тогда: A′ 6= O, l∗(O,A

′) ‖ l∗(A0, A). Так как: A0, A ∈ l, A0, A — аффинно
независимые точки, то l∗(A0, A) = l. Так как l∗(O,A

′) ‖ l∗(A0, A), то l∗(O,A
′) ‖ l. Так как:

O ∈ l∗(O,A
′), O ∈ l, то l∗(O,A

′) = l. Так как A′ ∈ l∗(O,A
′), то A′ ∈ l. Тогда

−−→
OA′ ∈ L(e1).

Следовательно,
−−→
A0A ∈ L(e1).

Пусть: A ∈ E3,
−−→
A0A ∈ L(e1). Пусть A = A0. Тогда: A = A0 ∈ l.

Пусть A 6= A0. Очевидно, существует точка A′, удовлетворяющая условиям: A′ ∈ E2,−−→
OA′ =

−−→
A0A. Тогда: A′ 6= O, l∗(O,A

′) ‖ l∗(A0, A). Так как
−−→
A0A ∈ L(e1), то

−−→
OA′ ∈ L(e1).

Тогда A′ ∈ l. Так как: O ∈ l, O, A′ — аффинно независимые точки, то l∗(O,A
′) = l. Так

как l∗(A0, A) ‖ l∗(O,A′), то l∗(A0, A) ‖ l. Так как: A0 ∈ l∗(A0, A), A0 ∈ l, то l∗(A0, A) = l.
Так как A ∈ l∗(A0, A), то A ∈ l.

Определение. Пусть l — прямая в пространстве E3.

Пусть: A, B ∈ l, A, B — аффинно независимые точки, τ =
−→
AB. Будем говорить, что

τ — направляющий вектор прямой l.

Будем говорить, что N — нормаль к прямой l, если: N ∈ ~E2, ∀A ∈ l∀B ∈ l(N ⊥ −→
AB).
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Замечание. Пусть: l — прямая в пространстве E3, P0 ∈ l, τ — направляющий вектор
прямой l. Очевидно, τ 6= θ.

Пусть P ∈ E3. Запишем необходимое и достаточное условие того, что P ∈ l:

−−→
P0P ∈ L(τ);

∃t ∈ R(
−−→
P0P = tτ).

Последнее условие обычно записывают в виде уравнения:

−−→
P0P = tτ , t ∈ R.

Пусть: O ∈ E3, e — базис пространства ~E2; x̃0 = hO,e(P0), τ̃ = [τ ](e). Так как τ 6= θ,
то τ̃ 6= θ̃. Пусть: P ∈ E3, x̃ = hO,e(P ). Очевидно, необходимое и достаточное условие того,
что P ∈ l можно записать в виде:

−→
OP −−−→

OP0 = tτ , t ∈ R;
−→
OP =

−−→
OP0 + tτ , t ∈ R;

x̃ = x̃0 + tτ̃ , t ∈ R.

Очевидно, необходимое и достаточное условие того, что P ∈ l можно записать в виде:

x̃− x̃0 ∈ L(τ̃).

Так как τ̃ 6= θ̃, то последнее условие можно переписать в виде:

x̃− x̃0, τ̃ — линейно зависимые столбцы;
∣

∣

∣

∣

x̃2 − x̃20 τ̃ 2

x̃3 − x̃30 τ̃ 3

∣

∣

∣

∣

= 0,

∣

∣

∣

∣

x̃1 − x̃10 τ̃ 1

x̃3 − x̃30 τ̃ 3

∣

∣

∣

∣

= 0,

∣

∣

∣

∣

x̃1 − x̃10 τ̃ 1

x̃2 − x̃20 τ̃ 2

∣

∣

∣

∣

= 0;

τ̃ 3(x̃2 − x̃20)− τ̃ 2(x̃3 − x̃30) = 0,

τ̃ 3(x̃1 − x̃10)− τ̃ 1(x̃3 − x̃30) = 0,

τ̃ 2(x̃1 − x̃10)− τ̃ 1(x̃2 − x̃20) = 0;

τ̃ 3(x̃2 − x̃20) = τ̃ 2(x̃3 − x̃30),

τ̃ 3(x̃1 − x̃10) = τ̃ 1(x̃3 − x̃30),

τ̃ 2(x̃1 − x̃10) = τ̃ 1(x̃2 − x̃20).

Последнее условие обычно записывают виде пропорции:

x̃1 − x̃10
τ̃ 1

=
x̃2 − x̃20
τ̃ 2

=
x̃3 − x̃30
τ̃ 3

.

Так как τ̃ 6= θ̃, то нетрудно доказать, что среди строк (0, τ̃ 3,−τ̃ 2), (τ̃ 3, 0,−τ̃ 1),
(τ̃ 2,−τ̃ 1, 0) есть две линейно независимые строки. Нетрудно доказать, что (0, τ̃ 3,−τ̃ 2),
(τ̃ 3, 0,−τ̃ 1), (τ̃ 2,−τ̃ 1, 0) — линейно зависимые строки. Тогда существуют числа A1

1, A
1
2,
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A1
3, A

2
1, A

2
2, A

2
3 ∈ R, удовлетворяющие условиям: (A1

1, A
1
2, A

1
3), (A

2
1, A

2
2, A

2
3) — линейно неза-

висимые строки; необходимое и достаточное условие того, что P ∈ l можно записать в
виде:

A1
1(x̃

1 − x̃10) + A1
2(x̃

2 − x̃20) + A1
3(x̃

3 − x̃30) = 0,

A2
1(x̃

1 − x̃10) + A2
2(x̃

2 − x̃20) + A2
3(x̃

3 − x̃30) = 0.

Обозначим: B1 = −(A1
1x̃

1
0 + A1

2x̃
2
0 + A1

3x̃
3
0), B

2 = −(A2
1x̃

1
0 + A2

2x̃
2
0 + A2

3x̃
3
0). Тогда последнее

условие можно переписать в виде:

A1
1x̃

1 + A1
2x̃

2 + A1
3x̃

3 +B1 = 0,

A2
1x̃

1 + A2
2x̃

2 + A2
3x̃

3 +B2 = 0.

Пусть e — ортонормированный базис. Обозначим: N1 = A1
1e1 + A1

2e2 + A1
3e3, N2 = A2

1e1 +
A2

2e2+A2
3e3. Так как (A1

1, A
1
2, A

1
3), (A

2
1, A

2
2, A

2
3) — линейно независимые строки, то N1, N2 —

линейно независимые векторы. Очевидно, необходимое и достаточное условие того, что
P ∈ l можно записать в виде:

(N1,
−→
OP −−−→

OP0) = 0,

(N2,
−→
OP −−−→

OP0) = 0;

(N1,
−→
OP ) + B1 = 0,

(N2,
−→
OP ) + B2 = 0.

Рассмотрим ортогональную проекцию PL(τ)(
−→
OP −−−→

OP0). Обозначим через π1 плоскость,
удовлетворяющую условиям: π1 — плоскость в пространстве E3, P ∈ π1, π1 ⊥ l. Обозначим
через P1 точку, удовлетворяющую условиям: P1 ∈ π1, P1 ∈ l. Обозначим через P2 точку,
симметричную точке P относительно прямой l. Очевидно:

PL(τ)(
−→
OP −−−→

OP0) =
(τ,

−→
OP −−−→

OP0)

‖τ‖2
τ,

PL(τ)(
−→
OP −−−→

OP0) =
−−→
P0P1,

−−→
OP1 =

−−→
OP0 + PL(τ)(

−→
OP −−−→

OP0),
−−→
OP2 = 2

(−−→
OP0 + PL(τ)(

−→
OP −−−→

OP0)
)

−−→
OP.
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Лекция 6. Комплексные числа

6.1. Определение комплексного числа

Обозначим:

C =
{

(x, y) : x ∈ R ∧ y ∈ R
}

=
{

z : ∃x∃y
(

x ∈ R ∧ y ∈ R ∧ z = (x, y)
)

}

.

Внимание! Очевидно: C = R × R = R2. Будем говорить, что z — ко́мплексное число,
если z ∈ C. Внимание! Иными словами, комплексное число это упорядоченная

пара вещественных чисел.

Пусть z ∈ C. Выберем объекты x, y, удовлетворяющие условию z = (x, y). Обозначим:
Re(z) = x, Im(z) = y. Очевидно, Re(z), Im(z) ∈ R. Число Re(z) называется вещественной
частью числа z. Число Im(z) называется мнимой частью числа z.

Пусть z1, z2 ∈ C. Обозначим, z1 + z2 =
(

Re(z1) + Re(z2), Im(z1) + Im(z2)
)

. Очевидно,
z1 + z2 ∈ C. Число z1 + z2 называется суммой чисел z1, z2.

Обозначим, 0C = (0, 0). Очевидно, 0C ∈ C. Число 0C называется нулём на множестве C.
Пусть z ∈ C. Обозначим, −z =

(

−Re(z),− Im(z)
)

. Очевидно, −z ∈ C. Число −z назы-
вается противоположным числом к числу z.

Пусть z1, z2 ∈ C. Обозначим, z1z2 =
(

Re(z1) Re(z2) − Im(z1) Im(z2),Re(z1) Im(z2) +
Im(z1) Re(z2)

)

. Очевидно, z1z2 ∈ C. Число z1z2 называется произведением чисел z1, z2.
Обозначим, 1C = (1, 0). Очевидно, 1C ∈ C. Число 1C называется единицей на множестве

C.
Пусть: z ∈ C, z 6= 0C. Обозначим, z−1 =

(

Re(z)
(Re z)2+(Im z)2

, − Im(z)
(Re z)2+(Im z)2

)

. Очевидно, z−1 ∈ C.

Число z−1 называется обратным числом к числу z.
Обозначим, i = (0, 1). Очевидно, i ∈ C. Число i называется мнимой единицей на мно-

жестве C.
Обозначим через ψ функцию, удовлетворяющую условиям: D(ψ) = R, ψ(x) = (x, 0)

при x ∈ R. Очевидно, ψ : R =⇒ C. Функция ψ называется вложением множества R в
множество C.

Справедливы утверждения:
1. z1 + z2 = z2 + z1 при z1, z2 ∈ C;
2. (z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3) при z1, z2, z3 ∈ C;
3. z + 0C = z при z ∈ C;
4. z + (−z) = 0C при z ∈ C;
5. z1z2 = z2z1 при z1, z2 ∈ C;
6. (z1z2)z3 = z1(z2z3) при z1, z2, z3 ∈ C;
7. 1C 6= 0C, z1C = z при z ∈ C;
8. zz−1 = 1C при: z ∈ C, z 6= 0C;
9. z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3 при z1, z2, z3 ∈ C;

10. ii = −1C;
11. ψ — обратимая функция, ψ(x1 + x2) = ψ(x1) + ψ(x2), ψ(x1x2) = ψ(x1)ψ(x2) при x1,

x2 ∈ R;
12. z = ψ(Re z) + iψ(Im z) при z ∈ C.

Утверждение.

1. Пусть a, b ∈ C. Существует единственное число z, удовлетворяющее условиям:
z ∈ C, a+ z = b.
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2. Пусть: a, b ∈ C, a 6= 0C. Существует единственное число z, удовлетворяющее
условиям: z ∈ C, az = b.

Доказательство.
1. Пусть: z ∈ C, a+ z = b. Тогда:

a+ z = b,

−a+ (a+ z) = −a+ b,

(−a+ a) + z = −a+ b,
(

a+ (−a)
)

+ z = −a+ b,

0C + z = −a+ b,

z + 0C = −a+ b,

z = −a+ b.

Пусть: z1 ∈ C, a + z1 = b, z2 ∈ C, a + z2 = b. Тогда: z1 = −a + b, z2 = −a + b.
Следовательно, z1 = z2.

Пусть z = −a+b. Тогда: z ∈ C, a+z = a+(−a+b) =
(

a+(−a)
)

+b = 0C+b = b+0C = b.
2. Пусть: z ∈ C, az = b. Тогда:

az = b,

a−1(az) = a−1b,

(a−1a)z = a−1b,

(aa−1)z = a−1b,

1Cz = a−1b,

z1C = a−1b,

z = a−1b.

Пусть: z1 ∈ C, az1 = b, z2 ∈ C, az2 = b. Тогда: z1 = a−1b, z2 = a−1b. Следовательно,
z1 = z2.

Пусть z = a−1b. Тогда: z ∈ C, az = a(a−1b) = (aa−1)b = 1Cb = b1C = b.

Пусть z1, z2 ∈ C. Обозначим, z1−z2 = z1+(−z2). Очевидно: z1−z2 ∈ C, (z1−z2)+z2 = z1.
Число z1 − z2 называется разностью чисел z1, z2.

Пусть: z1, z2 ∈ C, z2 6= 0. Обозначим, z1
z2

= z1z
−1
2 . Очевидно: z1

z2
∈ C, z1

z2
z2 = z1. Число z1

z2
называется отношением чисел z1, z2 или частным чисел z1, z2.

Утверждение.

1. Пусть z ∈ C. Тогда −(−z) = z.
2. Пусть z1, z2 ∈ C. Тогда −(z1 + z2) = −z1 + (−z2).
3. Пусть z ∈ C. Тогда z0C = 0C.
4. Пусть z1, z2 ∈ C. Тогда −(z1z2) = z1(−z2).
5. Пусть z ∈ C. Тогда −z = z(−1C).
6. Пусть: z ∈ C, z 6= 0C. Тогда: z−1 6= 0C, (z−1)−1 = z.
7. Пусть: z1, z2 ∈ C, z1, z2 6= 0C. Тогда: z1z2 6= 0C, (z1z2)

−1 = z−1
1 z−1

2 .
8. Справедливо утверждение ψ(0) = 0C.
9. Пусть x ∈ R. Тогда ψ(−x) = −ψ(x).

10. Справедливо утверждение ψ(1) = 1C.
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11. Пусть: x ∈ R, x 6= 0. Тогда: ψ(x) 6= 0C, ψ(x−1) = ψ(x)−1.
12. Пусть: x, y ∈ R, z = ψ(x) + iψ(y). Тогда: Re(z) = x, Im(z) = y.
13. Справедливо утверждение z ∈ R(ψ) ⇐⇒

(

z ∈ C ∧ Im(z) = 0
)

.
14. Пусть: z ∈ C, n ∈ N. Тогда zψ(n) = z + · · ·+ z.

Доказательство.

6. Предположим, что z−1 = 0C. Тогда: 1C = zz−1 = z0C = 0C (что противоречит тому,
что 1C 6= 0C). Итак, z−1 6= 0C.

Очевидно, z−1(z−1)−1 = 1C. С другой стороны: z−1z = zz−1 = 1C. Так как z−1 6= 0C,
то (z−1)−1 = z.

7. Предположим, что z1z2 = 0C. Очевидно, z10C = 0C. Так как z1 6= 0C, то z2 = 0C (что
противоречит утверждению: z2 6= 0C). Итак, z1z2 6= 0C.

Очевидно, (z1z2)(z1z2)
−1 = 1C. С другой стороны: (z1z2)(z

−1
1 z−1

2 ) = (z1z2)(z
−1
2 z−1

1 ) =
(

z1(z2z
−1
2 )

)

z−1
1 = (z11C)z

−1
1 = z1z

−1
1 = 1C. Так как z1z2 6= 0C, то (z1z2)

−1 = z−1
1 z−1

2 .
11. Так как x 6= 0, то: ψ(x) 6= ψ(0) = 0C. Очевидно: ψ(x)ψ(x−1) = ψ(xx−1) = ψ(1) = 1C.

С другой стороны, ψ(x)ψ(x)−1 = 1C. Так как ψ(x) 6= 0C, то ψ(x−1) = ψ(x)−1.

Замечание. Пусть: λ ∈ R, z ∈ C. Тогда:

ψ(λ)z = ψ(λ)
(

ψ(Re z) + iψ(Im z)
)

= ψ(λ)ψ(Re z) + i
(

ψ(λ)ψ(Im z)
)

=

= ψ
(

λRe(z)
)

+ iψ
(

λ Im(z)
)

.

Следовательно: Re
(

ψ(λ)z
)

= λRe(z), Im
(

ψ(λ)z
)

= λ Im(z).

Внимание! Далее обычно будем писать: 0, 1, x вместо: 0C, 1C, ψ(x).

Пусть z ∈ C. Обозначим, z = Re(z) − i Im(z). Очевидно, z ∈ C. Число z называется
сопряжённым числом к числу z. Справедливы утверждения:

1. Re(z) = 0 ⇐⇒ z = −z, Im(z) = 0 ⇐⇒ z = z при z ∈ C;
2. z = z при z ∈ C;
3. z1 + z2 = z1 + z2 при z1, z2 ∈ C;
4. −z = −(z) при z ∈ C;
5. z1z2 = (z1)(z2) при z1, z2 ∈ C;
6. z 6= 0, z−1 = (z)−1 при: z ∈ C, z 6= 0.

6.2. Модуль и аргумент комплексного числа

Скалярное произведение комплексных чисел

Пусть z1, z2 ∈ C. Обозначим, (z1, z2) = Re(z1) Re(z2)+Im(z1) Im(z2). Очевидно, (z1, z2) ∈ R.
Число (z1, z2) называется скалярным произведением чисел z1, z2. Справедливы утвержде-
ния:

1. (z1, z2) = (z2, z1) при z1, z2 ∈ C;
2. (z1, z2 + z3) = (z1, z2) + (z1, z3) при z1, z2, z3 ∈ C;
3. (z1, λz2) = λ(z1, z2) при: z1, z2 ∈ C, λ ∈ R;
4. (z, z) > 0 при: z ∈ C, z 6= 0.

Утверждение (неравенство Коши—Буняковского). Пусть z1, z2 ∈ C. Тогда
∣

∣(z1, z2)
∣

∣ 6
√

(z1, z1)
√

(z2, z2).
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Доказательство. Пусть z2 = 0. Тогда:
∣

∣(z1, z2)
∣

∣ = 0 =
√

(z1, z1)
√

(z2, z2).
Пусть z2 6= 0. Тогда (z2, z2) > 0. Пусть λ ∈ R. Тогда:

(z1 + λz2, z1 + λz2) > 0,

(z1, z1) + (z1, λz2) + (λz2, z1) + (λz2, λz2) > 0,

(z1, z1) + (z1, z2)λ+ (z2, z1)λ+ (z2, z2)λλ > 0,

(z1, z1) + 2(z1, z2)λ+ (z2, z2)λ
2
> 0.

В силу произвольности выбора λ ∈ R получаем, что 4(z1, z2)
2 − 4(z1, z1)(z2, z2) 6 0. Тогда

∣

∣(z1, z2)
∣

∣ 6
√

(z1, z1)
√

(z2, z2).

Модуль комплексного числа

Пусть z ∈ C. Обозначим, |z|C =
√

(Re z)2 + (Im z)2. Очевидно, |z|C ∈ R. Число |z|C назы-
вается модулем числа z.

Утверждение.

1. Пусть z ∈ C. Тогда |z|C =
√

(z, z).
2. Пусть x ∈ R. Тогда |x|C = |x|.
3. Пусть: z ∈ C, z 6= 0. Тогда |z|C > 0.
4. Пусть z1, z2 ∈ C. Тогда |z1 + z2|C 6 |z1|C + |z2|C.

Доказательство.
4. Очевидно:

|z1 + z2|C =
√

(z1 + z2, z1 + z2) =
√

(z1, z1) + (z1, z2) + (z2, z1) + (z2, z2) =

=
√

(z1, z1) + 2(z1, z2) + (z2, z2) 6
√

(z1, z1) + 2
∣

∣(z1, z2)
∣

∣+ (z2, z2) 6

6

√

(z1, z1) + 2
√

(z1, z1)
√

(z2, z2) + (z2, z2) =

√

|z1|2C + 2 |z1|C |z2|C + |z2|2C =

=

√

(

|z1|C + |z2|C
)2

= |z1|C + |z2|C .

«Большой аргумент»

Пусть z ∈ C. Обозначим:

Arg(z) =
{

ϕ : ϕ ∈ R ∧ z = |z|
(

cos(ϕ) + i sin(ϕ)
)

}

.

Будем говорить, что ϕ — аргумент числа z, если ϕ ∈ Arg(z).

Замечание (выражение для Arg(z)). Пусть: z ∈ C, z 6= 0. Очевидно:

Arg(z) =
{

ϕ : ϕ ∈ R ∧ |z| cos(ϕ) = Re(z) ∧ |z| sin(ϕ) = Im(z)
}

=

=

{

ϕ : ϕ ∈ R ∧ cos(ϕ) =
Re(z)

|z| ∧ sin(ϕ) =
Im(z)

|z|

}

.

Пусть: ϕ0 ∈ Arg(z), k ∈ Z. Очевидно, ϕ0 + 2πk ∈ Arg(z).
Пусть ϕ, ϕ0 ∈ Arg(z). Нетрудно доказать, что существует число k, удовлетворяющее

условиям: k ∈ Z, ϕ = ϕ0 + 2πk.
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Так как
(

Re(z)
|z|

)2

+
(

Im(z)
|z|

)2

= 1, то существует число ϕ0, удовлетворяющее условию

ϕ0 ∈ Arg(z). Тогда:

Arg(z) = {ϕ0 + 2πk : k ∈ Z} =
{

ϕ : ∃k(k ∈ Z ∧ ϕ = ϕ0 + 2πk)
}

.

Пусть z = 0. Очевидно, Arg(z) = R.

Замечание (тригонометрическая форма записи комплексного числа). Пусть: z ∈ C, ϕ ∈
Arg(z). Тогда z = |z|

(

cos(ϕ) + i sin(ϕ)
)

.
Пусть: ρ ∈ [0,+∞), ϕ ∈ R, z = ρ

(

cos(ϕ) + i sin(ϕ)
)

. Тогда:

|z| =
√

(Re z)2 + (Im z)2 =

√

(

ρ cos(ϕ)
)2

+
(

ρ sin(ϕ)
)2

=
√

ρ2 = ρ.

Следовательно, z = |z|
(

cos(ϕ) + i sin(ϕ)
)

. Тогда ϕ ∈ Arg(z).

Замечание. Пусть ϕ1, ϕ2 ∈ R. Тогда:
(

cos(ϕ1) + i sin(ϕ1)
)(

cos(ϕ2) + i sin(ϕ2)
)

=

= cos(ϕ1) cos(ϕ2) + i cos(ϕ1) sin(ϕ2) + i sin(ϕ1) cos(ϕ2)− sin(ϕ1) sin(ϕ2) =

=
(

cos(ϕ1) cos(ϕ2)− sin(ϕ1) sin(ϕ2)
)

+ i
(

sin(ϕ1) cos(ϕ2) + cos(ϕ1) sin(ϕ2)
)

=

= cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2).

Пусть ϕ ∈ R. Очевидно, cos(ϕ) + i sin(ϕ) 6= 0. Очевидно:

(

cos(ϕ) + i sin(ϕ)
)(

cos(ϕ) + i sin(ϕ)
)−1

= 1.

С другой стороны:
(

cos(ϕ) + i sin(ϕ)
)(

cos(−ϕ) + i sin(−ϕ)
)

= cos(0) + i sin(0) = 1.

Так как cos(ϕ) + i sin(ϕ) 6= 0, то
(

cos(ϕ) + i sin(ϕ)
)−1

= cos(−ϕ) + i sin(−ϕ).
Замечание. Пусть: z1, z2 ∈ C, ϕ1 ∈ Arg(z1), ϕ2 ∈ Arg(z2). Тогда:

z1z2 =
(

|z1|
(

cos(ϕ1) + i sin(ϕ1)
)

)(

|z2|
(

cos(ϕ2) + i sin(ϕ2)
)

)

=

=
(

|z1| · |z2|
)(

cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)
)

.

Следовательно: |z1z2| = |z1| · |z2|, ϕ1 + ϕ2 ∈ Arg(z1z2).
Пусть: z ∈ C, z 6= 0, ϕ ∈ Arg(z). Тогда:

z−1 =
(

|z|
(

cos(ϕ) + i sin(ϕ)
)

)−1

= |z|−1 (cos(−ϕ) + i sin(−ϕ)
)

.

Следовательно: |z−1| = |z|−1, −ϕ ∈ Arg(z−1).

«Малый аргумент»

Пусть: α ∈ R, z ∈ C, z 6= 0. Существует единственное число ϕ, удовлетворяющее условиям:
ϕ ∈ Arg(z), α 6 ϕ < α + 2π. Обозначим, argα(z) = ϕ.

Пусть: α ∈ R, z = 0. Обозначим, argα(z) = α.
Пусть: α ∈ R, z ∈ C, z 6= 0. Существует единственное число ϕ, удовлетворяющее

условиям: ϕ ∈ Arg(z), α < ϕ 6 α + 2π. Обозначим, arg∗α(z) = ϕ.
Пусть: α ∈ R, z = 0. Обозначим, arg∗α(z) = α + 2π.
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Замечание (выражение для arg∗−π(z)). Пусть: z ∈ C, z 6= 0, x = Re(z), y = Im(z). Тогда

|z| =
√

x2 + y2. Пусть ϕ = arg∗−π(z). Тогда:























ϕ ∈ (−π, π],
cos(ϕ) =

x
√

x2 + y2
,

sin(ϕ) =
y

√

x2 + y2
.

Пусть x 6= 0. Тогда: ϕ ∈ R, cos(ϕ) 6= 0, tg(ϕ) = y

x
. Следовательно, существует число k,

удовлетворяющее условиям: k ∈ Z, ϕ = arctg
(

y

x

)

+ πk.
1. Пусть x > 0. Тогда: ϕ ∈ (−π, π], cos(ϕ) > 0. Следовательно, ϕ ∈

(

−π
2
, π
2

)

. Тогда
ϕ = arctg

(

y

x

)

.
2. Пусть: x = 0, y > 0. Тогда: ϕ ∈ (−π, π], cos(ϕ) = 0, sin(ϕ) > 0. Следовательно, ϕ = π

2
.

3. Пусть: x = 0, y < 0. Тогда: ϕ ∈ (−π, π], cos(ϕ) = 0, sin(ϕ) < 0. Следовательно,
ϕ = −π

2
.

4. Пусть: x < 0, y > 0. Тогда: ϕ ∈ (−π, π], cos(ϕ) < 0, sin(ϕ) > 0. Следовательно,
ϕ ∈

(

π
2
, π

]

. Тогда ϕ = arctg
(

y

x

)

+ π.
5. Пусть: x < 0, y < 0. Тогда: ϕ ∈ (−π, π], cos(ϕ) < 0, sin(ϕ) < 0. Следовательно,

ϕ ∈
(

−π,−π
2

)

. Тогда ϕ = arctg
(

y

x

)

− π.
Пусть z = 0. Тогда: |z| = 0, arg∗−π(z) = π.

6.3. Основные функции комплексной переменной

Комплексная экспонента

Пусть z ∈ C. Обозначим, expC(z) = exp(Re z)
(

cos(Im z) + i sin(Im z)
)

. Справедливы утвер-
ждения:

1. expC(z1) expC(z2) = expC(z1 + z2) при z1, z2 ∈ C;
2. expC(x) = exp(x) при x ∈ R;
3. expC(ix) = cos(x) + i sin(x) при x ∈ R (формула Эйлера).

Замечание (показательная форма записи комплексного числа). Пусть: z ∈ C, ϕ ∈ Arg(z).
Тогда: z = |z|

(

cos(ϕ) + i sin(ϕ)
)

= |z| expC(iϕ).
Пусть: ρ ∈ [0,+∞), ϕ ∈ R, z = ρ · expC(iϕ). Тогда: ρ ∈ [0,+∞), ϕ ∈ R, z = ρ

(

cos(ϕ) +
i sin(ϕ)

)

. Следовательно: ρ = |z|, ϕ ∈ Arg(z).

Комплексный логарифм

Пусть: z ∈ C, z 6= 0. Обозначим, Ln(z) =
{

w : w ∈ C ∧ expC(w) = z
}

.

Замечание. Пусть: z ∈ C, z 6= 0. Очевидно:

w ∈ Ln(z);

w ∈ C, expC(w) = z;
[

замена: w ∈ C, u = Re(w), v = Im(w); u, v ∈ R, w = u+ iv
]

u, v ∈ R, expC(u+ iv) = z;

u, v ∈ R, exp(u) expC(iv) = z;
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









u, v ∈ R,

exp(u) = |z| ,
v ∈ Arg(z);

{

u = ln
(

|z|
)

,

v ∈ Arg(z).

Комплексные тригонометрические и гиперболические тригонометрические

функции

Пусть x ∈ R. Тогда:

expC(ix) = cos(x) + i sin(x),

expC(−ix) = cos(x)− i sin(x).

Следовательно:

cos(x) =
1

2

(

expC(ix) + expC(−ix)
)

,

sin(x) =
1

2i

(

expC(ix)− expC(−ix)
)

.

Пусть z ∈ C. Обозначим: cosC(z) = 1
2

(

expC(iz) + expC(−iz)
)

, sinC(z) = 1
2i

(

expC(iz) −
expC(−iz)

)

.

Пусть: z ∈ C, cosC(z) 6= 0. Обозначим, tgC(z) =
sinC(z)
cosC(z)

.

Пусть: z ∈ C, sinC(z) 6= 0. Обозначим, ctgC(z) =
cosC(z)
sinC(z)

.

Пусть z ∈ C. Обозначим: chC(z) = 1
2

(

expC(z) + expC(−z)
)

, shC(z) = 1
2

(

expC(z) −
expC(−z)

)

.

Пусть: z ∈ C, chC(z) 6= 0. Обозначим, thC(z) =
shC(z)
chC(z)

.

Пусть: z ∈ C, shC(z) 6= 0. Обозначим, cthC(z) =
chC(z)
shC(z)

.

Возведение комплексного числа в целую степень

Пусть z ∈ C. Обозначим: z0 = 1, z1 = z. Пусть: z ∈ C, n ∈ Z, n > 2. Обозначим:
z1, . . . , zn = z, zn = z1 · · · zn. Справедливы утверждения:

1. zn+1 = znz при: z ∈ C, n ∈ Z+;
2. zn1+n2 = zn1zn2 при: z ∈ C, n1, n2 ∈ Z+;
3. (z1z2)

n = zn1 z
n
2 при: z1, z2 ∈ C, n ∈ Z+.

Пусть: z ∈ C, z 6= 0, n ∈ Z, n 6 −2. Обозначим, zn = (z−1)−n. Справедливы утвержде-
ния:

1. zn+1 = znz при: z ∈ C, z 6= 0, n ∈ Z;
2. zn−1 = znz−1 при: z ∈ C, z 6= 0, n ∈ Z;
3. zn1+n2 = zn1zn2 при: z ∈ C, z 6= 0, n1, n2 ∈ Z;
4. (z1z2)

n = zn1 z
n
2 при: z1, z2 ∈ C, z1, z2 6= 0, n ∈ Z.

Замечание. Пусть: ϕ ∈ R, n ∈ Z. Тогда: cos(ϕ) + i sin(ϕ) 6= 0,
(

cos(ϕ) + i sin(ϕ)
)n

=
cos(nϕ) + i sin(nϕ) (формула Муавра).

Пусть: z ∈ C, n ∈ Z. Тогда: expC(z) 6= 0,
(

expC(z)
)n

= expC(nz).
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Возведение комплексного числа в рациональную степень

Пусть: z ∈ C, n ∈ N. Обозначим, n
√
z = {w : w ∈ C ∧ wn = z}.

Замечание. Пусть: z ∈ C, z 6= 0, n ∈ N, ϕ1 ∈ Arg(z). Тогда:

w ∈ n
√
z;

w ∈ C, wn = z;
[

замена: w ∈ C, ρ2 = |w|, ϕ2 ∈ Arg(w); ρ2 ∈ [0,+∞), ϕ2 ∈ R, w = ρ2 expC(iϕ2)
]

ρ2 ∈ [0,+∞), ϕ2 ∈ R,
(

ρ2 expC(iϕ2)
)n

= z;

ρ2 ∈ [0,+∞), ϕ2 ∈ R, (ρ2)
n expC(inϕ2) = z;











ρ2 ∈ [0,+∞), ϕ2 ∈ R,

(ρ2)
n = |z| ,

nϕ2 ∈ Arg(z);










ρ2 ∈ [0,+∞), ϕ2 ∈ R,

(ρ2)
n = |z| ,

∃k ∈ Z
(

nϕ2 = ϕ1 + 2πk
)

;






ρ2 =
n
√

|z|,

∃k ∈ Z
(

ϕ2 =
ϕ1

n
+

2πk

n

)

.

Пусть: z = 0, n ∈ N. Тогда:

w ∈ n
√
z;

w ∈ C, wn = z;

w = 0.

Пусть: z ∈ C, α ∈ Q, z 6= 0 ∨ α > 0. Выберем числа m, n, удовлетворяющие условиям:
m ∈ Z, n ∈ N, m, n — взаимно простые числа, α = m

n
. Обозначим, zα =

(

n
√
z
)m

.

Возведение комплексного числа в комплексную степень

Пусть: z, α ∈ C, z 6= 0. Обозначим, zα = expC

(

αLn(z)
)

.
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Лекция 7. Линейное пространство

7.1. Определение линейного пространства

Замечание. Пусть M — множество.
Пусть: F — функция, D(F ) =M2. Далее часто будем писать x+ y вместо F (x, y).
Пусть: F — функция, D(F ) = M2, ∀x ∈ M∀y ∈ M(x + y ∈ M). Тогда: F — функция,

D(F ) =M2, R(F ) ⊆M . Следовательно, F : M2 =⇒ M .
Пусть F : M2 =⇒ M . Тогда: F — функция, D(F ) = M2, R(F ) ⊆ M . Следовательно:

F — функция, D(F ) =M2, ∀x ∈M∀y ∈M(x+ y ∈M).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; M — множество.
Пусть: F — функция, D(F ) = K×M . Далее часто будем писать λx вместо F (λ, x).
Пусть: F — функция, D(F ) = K ×M , ∀λ ∈ K∀x ∈ M(λx ∈ M). Тогда: F — функция,

D(F ) = K×M , R(F ) ⊆M . Следовательно, F : K×M =⇒ M .
Пусть F : K×M =⇒ M . Тогда: F — функция, D(F ) = K ×M , R(F ) ⊆ M . Следова-

тельно: F — функция, D(F ) = K×M , ∀λ ∈ K∀x ∈M(λx ∈M).

Определение (линейное пространство). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; M — множество,
F1 : M

2 =⇒ M , F2 : K×M =⇒ M .
Пусть существует объект u ∈M , удовлетворяющий условиям:
1. x+ y = y + x при x, y ∈M ;
2. (x+ y) + z = x+ (y + z) при x, y, z ∈M ;
3. x+ u = x при x ∈M ;
4. ∀x ∈M∃y ∈M(x+ y = u);
5. (αβ)x = α(βx) при: α, β ∈ K, x ∈M ;
6. 1x = x при x ∈M ;
7. (α + β)x = αx+ βx при: α, β ∈ K, x ∈M ;
8. λ(x+ y) = λx+ λy при: λ ∈ K, x, y ∈M .
Будем говорить, что F1, F2 — линейные операции на множестве M .
Будем говорить, что: (M,F1, F2) — линейное пространство над полем K; M — носи-

тель пространства (M,F1, F2); F1 — операция сложения пространства (M,F1, F2); F2 —
операция умножения пространства (M,F1, F2); F1, F2 — линейные операции пространства
(M,F1, F2). Будем говорить, что x — вектор пространства (M,F1, F2), если x ∈ M . Далее
часто будем отождествлять пространство (M,F1, F2) и множество M .

Определение (нулевой вектор линейного пространства). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линей-
ное пространство над полем K. Будем говорить, что u — нулевой вектор пространства L,
если: u ∈ L, ∀x ∈ L(x+ u = x).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K. Суще-
ствует единственный объект u, удовлетворяющий условию: u — нулевой вектор про-
странства L.

Доказательство. Так как L — линейное пространство над полем K, то существует объект
u, удовлетворяющий условию: u — нулевой вектор пространства L.

Пусть u1, u2 — нулевые векторы пространства L. Так как: u1 ∈ L, u2 — нулевой вектор
пространства L, то u1+u2 = u1. Так как: u1 — нулевой вектор пространства L, u2 ∈ L, то:
u1 + u2 = u2 + u1 = u2. Тогда u1 = u2.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K. Далее часто
будем обозначать через θ нулевой вектор пространства L.
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Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K. Тогда
∀x ∈ L∃y ∈ L(x+ y = θ).

Доказательство. Так как L — линейное пространство над полем K, то существует объект
u, удовлетворяющий условиям: u — нулевой вектор пространства L, ∀x ∈ L∃y ∈ L(x+ y =
u). Так как u, θ — нулевые векторы пространства L, то u = θ. Тогда ∀x ∈ L∃y ∈ L(x+ y =
θ).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; a, b ∈ L.
Существует единственный вектор x, удовлетворяющий условиям: x ∈ L, a+ x = b.

Доказательство. Так как a ∈ L, то существует вектор ã, удовлетворяющий условиям:
ã ∈ L, a+ ã = θ.

Пусть: x ∈ L, a+ x = b. Тогда:

ã+ (a+ x) = ã+ b,

(ã+ a) + x = ã+ b,

(a+ ã) + x = ã+ b,

θ + x = ã+ b,

x+ θ = ã+ b,

x = ã+ b.

Пусть: x1 ∈ L, a+x1 = b, x2 ∈ L, a+x2 = b. Тогда: x1 = ã+b, x2 = ã+b. Следовательно,
x1 = x2.

Пусть x = ã+ b. Тогда: x ∈ L, a+ x = a+ (ã+ b) = (a+ ã) + b = θ + b = b+ θ = b.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.
1. Пусть x ∈ L. Тогда 0x = θ.
2. Пусть x ∈ L. Тогда x+ (−1)x = θ.
3. Пусть λ ∈ K. Тогда λθ = θ.

Доказательство.
1. Очевидно: 0x+ 0x = (0 + 0)x = 0x. С другой стороны, 0x+ θ = 0x. Тогда 0x = θ.
2. Очевидно: x+ (−1)x = 1x+ (−1)x =

(

1 + (−1)
)

x = 0x = θ.
3. Очевидно: λθ = λ(0θ) = 0(λθ) = θ.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.
Пусть x ∈ L. Обозначим, −x = (−1)x. Очевидно: −x ∈ L, x+(−x) = θ. Будем говорить,

что −x — противоположный вектор к вектору x.
Пусть x, y ∈ L. Обозначим, y − x = (−1)x + y. Очевидно: y − x ∈ L, x + (y − x) = y.

Будем говорить, что y − x — разность векторов y, x.

Замечание (основные свойства линейного пространства). Пусть: K ∈ {C,R,Q};
(M,F1, F2) — линейное пространство над полем K, θ — нулевой элемент пространства
(M,F1, F2). Тогда: M — множество, F1 : M

2 =⇒ M , F2 : K×M =⇒ M , θ ∈M .
1. Пусть x, y ∈M . Тогда x+ y = y + x.
2. Пусть x, y, z ∈M . Тогда (x+ y) + z = x+ (y + z).
3. Пусть x ∈M . Тогда x+ θ = x.
4. Пусть x ∈M . Тогда x+ (−1)x = θ.
5. Пусть: α, β ∈ K, x ∈M . Тогда (αβ)x = α(βx).



74 7. Линейное пространство

6. Пусть x ∈M . Тогда 1x = x.
7. Пусть: α, β ∈ K, x ∈M . Тогда (α + β)x = αx+ βx.
8. Пусть: λ ∈ K, x, y ∈M . Тогда λ(x+ y) = λx+ λy.
9. Пусть x ∈M . Тогда 0x = θ.

10. Пусть λ ∈ K. Тогда λθ = θ.
11. Пусть a, b ∈ M . Существует единственный вектор x, удовлетворяющий условиям:

x ∈M , a+ x = b.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; M — множество, F1 : M
2 =⇒ M , F2 : K×M =⇒ M ,

θ ∈M .
Пусть:
1. x+ y = y + x при x, y ∈M ;
2. (x+ y) + z = x+ (y + z) при x, y, z ∈M ;
3. x+ θ = x при x ∈M ;
4. ∀x ∈M∃y ∈M(x+ y = θ);
5. (αβ)x = α(βx) при: α, β ∈ K, x ∈M ;
6. 1x = x при x ∈M ;
7. (α + β)x = αx+ βx при: α, β ∈ K, x ∈M ;
8. λ(x+ y) = λx+ λy при: λ ∈ K, x, y ∈M .
Очевидно: (M,F1, F2) — линейное пространство над полем K, θ — нулевой вектор про-

странства (M,F1, F2).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; M — множество, F1 : M
2 =⇒ M , F2 : K×M =⇒ M ,

θ ∈M .
Пусть:
1. x+ y = y + x при x, y ∈M ;
2. (x+ y) + z = x+ (y + z) при x, y, z ∈M ;
3. x+ θ = x при x ∈M ;
4. x+ (−1)x = θ при x ∈M ;
5. (αβ)x = α(βx) при: α, β ∈ K, x ∈M ;
6. 1x = x при x ∈M ;
7. (α + β)x = αx+ βx при: α, β ∈ K, x ∈M ;
8. λ(x+ y) = λx+ λy при: λ ∈ K, x, y ∈M .
Очевидно: (M,F1, F2) — линейное пространство над полем K, θ — нулевой вектор про-

странства (M,F1, F2).

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N. Рассмотрим множество KN .
Пусть x, y ∈ KN . Обозначим:

x+ y =







x1 + y1

...
xN + yN






.

Очевидно, x+y ∈ KN . Будем говорить, что {x+y}x,y∈KN — стандартная операция сложения
на множестве KN .

Пусть: λ ∈ K, x ∈ KN . Обозначим:

λx =







λx1

...
λxN






.
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Очевидно, λx ∈ KN . Будем говорить, что {λx}λ∈K, x∈KN — стандартная внешняя операция
умножения на множестве KN .

Обозначим:

θ̃ =







0
...
0






.

Очевидно, θ̃ ∈ KN . Будем говорить, что θ̃ — стандартный нулевой элемент множества KN .

Утверждение (линейное пространство KN). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N, F1 — стан-
дартная операция сложения на множестве KN , F2 — стандартная внешняя операция
умножения на множестве KN , θ̃ — стандартный нулевой элемент множества KN . То-
гда: (KN , F1, F2) — линейное пространство над полем K, θ̃ — нулевой вектор простран-
ства (KN , F1, F2).

Доказательство.
1. Пусть x, y ∈ KN . Пусть j = 1, N . Тогда:

(x+ y)j = xj + yj = yj + xj = (y + x)j.

Следовательно, x+ y = y + x.
2. Пусть x, y, z ∈ KN . Пусть j = 1, N . Тогда:

(

(x+ y) + z
)j

= (xj + yj) + zj = xj + (yj + zj) =
(

x+ (y + z)
)j
.

Следовательно, (x+ y) + z = x+ (y + z).
3. Пусть x ∈ KN . Пусть j = 1, N . Тогда:

(x+ θ̃)j = xj + θ̃j = xj + 0 = xj.

Следовательно, x+ θ̃ = x.
4. Пусть x ∈ K. Пусть j = 1, N . Тогда:

(

x+ (−1)x
)j

= xj + (−1)xj = 0 = θ̃j.

Следовательно, x+ (−1)x = θ̃.
5. Пусть: α, β ∈ K, x ∈ KN . Пусть j = 1, N . Тогда:

(

(αβ)x
)j

= (αβ)xj = α(βxj) =
(

α(βx)
)j
.

Следовательно, (αβ)x = α(βx).
6. Пусть x ∈ KN . Пусть j = 1, N . Тогда:

(1x)j = 1xj = xj.

Следовательно, 1x = x.
7. Пусть: α, β ∈ K, x ∈ KN . Пусть j = 1, N . Тогда:

(

(α + β)x
)j

= (α + β)xj = αxj + βxj = (αx+ βx)j.

Следовательно, (α + β)x = αx+ βx.
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8. Пусть: λ ∈ K, x, y ∈ KN . Пусть j = 1, N . Тогда:

(

λ(x+ y)
)j

= λ(xj + yj) = λxj + λyj = (λx+ λy)j.

Следовательно, λ(x+ y) = λx+ λy.
Итак: (KN , F1, F2) — линейное пространство над полем K, θ̃ — нулевой вектор про-

странства (KN , F1, F2).

Утверждение (линейное пространство ~EN). Пусть: N = 1, 3, F1 — стандартная опе-

рация сложения на множестве ~EN , F2 — стандартная внешняя операция умноже-
ния на множестве ~EN , θ — стандартный нулевой элемент множества ~EN . Тогда:
( ~EN , F1, F2) — линейное пространство над полем R, θ — нулевой вектор пространства

( ~EN , F1, F2).

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N. Рассмотрим множество KN2×N1 .
Пусть A, B ∈ KN2×N1 . Обозначим:

(A+B)ji = Aj
i + Bj

i , i = 1, N1, j = 1, N2.

Очевидно, A+B ∈ KN2×N1 . Будем говорить, что {A+B}A,B∈KN2×N1 — стандартная операция
сложения на множестве KN2×N1 .

Пусть: λ ∈ K, A ∈ KN2×N1 . Обозначим:

(λA)ji = λAj
i , i = 1, N1, j = 1, N2.

Очевидно, λA ∈ KN2×N1 . Будем говорить, что {λA}λ∈K, A∈KN2×N1 — стандартная внешняя
операция умножения на множестве KN2×N1 .

Обозначим:

Θj
i = 0, i = 1, N1, j = 1, N2.

Очевидно, Θ ∈ KN2×N1 . Будем говорить, что Θ — стандартный нулевой элемент множества
KN2×N1 .

Утверждение (линейное пространство KN2×N1). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N,
F1 — стандартная операция сложения на множестве KN2×N1, F2 — стандартная внеш-
няя операция умножения на множестве KN2×N1, Θ — стандартный нулевой элемент
множества KN2×N1. Тогда: (KN2×N1 , F1, F2) — линейное пространство над полем K, Θ —
нулевой вектор пространства (KN2×N1 , F1, F2).

Доказательство.
1. Пусть A, B ∈ KN2×N1 . Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(A+ B)ji = Aj
i +Bj

i = Bj
i + Aj

i = (B + A)ji .

Следовательно, A+ B = B + A.
2. Пусть A, B, C ∈ KN2×N1 . Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

(A+ B) + C
)j

i
= (Aj

i + Bj
i ) + Cj

i = Aj
i + (Bj

i + Cj
i ) =

(

A+ (B + C)
)j

i
.

Следовательно, (A+ B) + C = A+ (B + C).
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3. Пусть A ∈ KN2×N1 . Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(A+Θ)ji = Aj
i +Θj

i = Aj
i + 0 = Aj

i .

Следовательно, A+Θ = A.
4. Пусть A ∈ KN2×N1 . Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

A+ (−1)A
)j

i
= Aj

i + (−1)Aj
i = 0 = Θj

i .

Следовательно, A+ (−1)A = Θ.
5. Пусть: α, β ∈ K, A ∈ KN2×N1 . Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

(αβ)A
)j

i
= (αβ)Aj

i = α(βAj
i ) =

(

α(βA)
)j

i
.

Следовательно, (αβ)A = α(βA).
6. Пусть A ∈ KN2×N1 . Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(1A)ji = 1Aj
i = Aj

i .

Следовательно, 1A = A.
7. Пусть: α, β ∈ K, A ∈ KN2×N1 . Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

(α + β)A
)j

i
= (α + β)Aj

i = αAj
i + βAj

i = (αA+ βA)ji .

Следовательно, (α + β)A = αA+ βA.
8. Пусть: λ ∈ K, A, B ∈ KN2×N1 . Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

λ(A+ B)
)j

i
= λ(Aj

i +Bj
i ) = λAj

i + λBj
i = (λA+ λB)ji .

Следовательно, λ(A+ B) = λA+ λB.
Итак: (KN2×N1 , F1, F2) — линейное пространство над полем K, Θ — нулевой элемент

пространства (KN2×N1 , F1, F2).

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K. Рассмотрим
множество P (L) (здесь P (L) = {Q : Q ⊆ L}).

Пусть Q1, Q2 ⊆ L. Обозначим:

Q1 +Q2 = {x1 + x2 : x1 ∈ Q1 ∧ x2 ∈ Q2} =
{

u : ∃x1∃x2(x1 ∈ Q1 ∧ x2 ∈ Q2 ∧ u = x1 + x2)
}

.

Очевидно, Q1 + Q2 ⊆ L. Будем говорить, что {Q1 + Q2}Q1,Q2⊆L — стандартная операция
сложения на множестве P (L).

Пусть: λ ∈ K, Q ⊆ L. Обозначим:

λQ = {λx : x ∈ Q} =
{

u : ∃x(x ∈ Q ∧ u = λx)
}

.

Очевидно, λQ ⊆ L. Будем говорить, что {λQ}λ∈K, Q⊆L — стандартная внешняя операция
умножения на множестве P (L).

Очевидно, {θ} ⊆ L.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.
1. Пусть Q1, Q2 ⊆ L. Тогда Q1 +Q2 = Q2 +Q1.
2. Пусть Q1, Q2, Q3 ⊆ L. Тогда (Q1 +Q2) +Q3 = Q1 + (Q2 +Q3).
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3. Пусть Q ⊆ L. Тогда Q+ {θ} = Q.
4. Пусть: α, β ∈ K, Q ⊆ L. Тогда (αβ)Q = α(βQ).
5. Пусть Q ⊆ L. Тогда 1Q = Q.
6. Пусть: λ ∈ K, Q1, Q2 ⊆ L. Тогда λ(Q1 +Q2) = λQ1 + λQ2.
7. Справедливо утверждение 0∅ = ∅. Пусть: Q ⊆ L, Q 6= ∅. Тогда 0Q = {θ}.
8. Пусть λ ∈ K. Тогда λ{θ} = {θ}.

Доказательство.
1. Пусть x ∈ Q1 + Q2. Тогда существуют векторы x1, x2, удовлетворяющие условиям:

x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x = x1 + x2. Следовательно:

x = x1 + x2 = x2 + x1 ∈ Q2 +Q1.

Пусть x ∈ Q2 + Q1. Тогда существуют векторы x2, x1, удовлетворяющие условиям:
x2 ∈ Q2, x1 ∈ Q1, x = x2 + x1. Следовательно:

x = x2 + x1 = x1 + x2 ∈ Q1 +Q2.

Итак, Q1 +Q2 = Q2 +Q1.
2. Пусть x ∈ (Q1 + Q2) + Q3. Тогда существуют векторы x1, x2, x3, удовлетворяющие

условиям: x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x3 ∈ Q3, x = (x1 + x2) + x3. Следовательно:

x = (x1 + x2) + x3 = x1 + (x2 + x3) ∈ Q1 + (Q2 +Q3).

Пусть x ∈ Q1 + (Q2 + Q3). Тогда существуют векторы x1, x2, x3, удовлетворяющие
условиям: x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x3 ∈ Q3, x = x1 + (x2 + x3). Следовательно:

x = x1 + (x2 + x3) = (x1 + x2) + x3 ∈ (Q1 +Q2) +Q3.

Итак, (Q1 +Q2) +Q3 = Q1 + (Q2 +Q3).
3. Пусть x ∈ Q+{θ}. Тогда существует вектор x1, удовлетворяющий условиям: x1 ∈ Q,

x = x1 + θ. Следовательно:

x = x1 + θ = x1 ∈ Q.

Пусть x ∈ Q. Тогда:

x = x+ θ ∈ Q+ {θ}.

Итак, Q+ {θ} = Q.
4. Пусть x ∈ (αβ)Q. Тогда существует вектор x1, удовлетворяющий условиям: x1 ∈ Q,

x = (αβ)x1. Следовательно:

x = (αβ)x1 = α(βx1) ∈ α(βQ).

Пусть x ∈ α(βQ). Тогда существует вектор x1, удовлетворяющий условиям: x1 ∈ Q,
x = α(βx1). Следовательно:

x = α(βx1) = (αβ)x1 ∈ (αβ)Q.

Итак, (αβ)Q = α(βQ).
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5. Пусть x ∈ 1Q. Тогда существует вектор x1, удовлетворяющий условиям: x1 ∈ Q,
x = 1x1. Следовательно:

x = 1x1 = x1 ∈ Q.

Пусть x ∈ Q. Тогда:

x = 1x ∈ 1Q.

Итак, 1Q = Q.
6. Пусть x ∈ λ(Q1+Q2). Тогда существуют векторы x1, x2, удовлетворяющие условиям:

x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x = λ(x1 + x2). Следовательно:

x = λ(x1 + x2) = λx1 + λx2 ∈ λQ1 + λQ2.

Пусть x ∈ λQ1+λQ2. Тогда существуют векторы x1, x2, удовлетворяющие условиям:
x1 ∈ Q, x2 ∈ Q2, x = λx1 + λx2. Следовательно:

x = λx1 + λx2 = λ(x1 + x2) ∈ λ(Q1 +Q2).

Итак, λ(Q1 +Q2) = λQ1 + λQ2.
7. Очевидно, 0∅ = ∅. Пусть: Q ⊆ L, Q 6= ∅. Пусть x ∈ 0Q. Тогда существует вектор

x1, удовлетворяющий условиям: x1 ∈ Q, x = 0x1. Следовательно:

x = 0x1 = θ ∈ {θ}.

Пусть x ∈ {θ}. Тогда x = θ. Так как Q 6= ∅, то существует вектор x1, удовлетворяю-
щий условию x1 ∈ Q. Тогда:

x = θ = 0x1 ∈ 0Q.

Итак, 0Q = {θ}.
8. Пусть x ∈ λ{θ}. Тогда x = λθ. Следовательно:

x = λθ = θ ∈ {θ}.

Пусть x ∈ {θ}. Тогда x = θ. Следовательно:

x = θ = λθ ∈ λ{θ}.

7.2. Линейная комбинация векторов, линейная зависимость векто-

ров

Определение (линейная комбинация векторов). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное про-
странство над полем K; r ∈ N, λ1, . . . , λr ∈ K, x1, . . . , xr ∈ L.

Будем говорить, что
N
∑

k=1

λkxk — линейная комбинация векторов x1, . . . , xr с коэффици-

ентами λ1, . . . , λr.

Далее часто будем писать λkxk вместо
N
∑

k=1

λkxk (частный случай правила суммирования

Эйнштейна).



80 7. Линейное пространство

Определение (линейная оболочка векторов, линейная зависимость векторов, линейная
независимость векторов). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем
K; r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ L.

Обозначим:

L(x1, . . . , xr) = {λkxk : λ1 ∈ K ∧ · · · ∧ λr ∈ K} =

=
{

u : ∃λ1 · · · ∃λr(λ1 ∈ K ∧ · · · ∧ λr ∈ K ∧ u = λkxk)
}

.

Очевидно, L(x1, . . . , xr) ⊆ L. Будем говорить, что L(x1, . . . , xr) — линейная оболочка век-
торов x1, . . . , xr. Пусть k = 1, r. Тогда: xk = δmk xm ∈ L(x1, . . . , xr) (здесь: δmk = 0 при: k,
m = 1, r, k 6= m; δmk = 1 при: k, m = 1, r, k = m).

Будем говорить, что по любой линейной комбинации векторов x1, . . . , xr однозначно
восстанавливаются её коэффициенты, если для любых чисел α1, . . . , αr, β1, . . . , βr, удовле-
творяющих условиям: α1, . . . , αr, β1, . . . , βr ∈ K, αkxk = βkxk, справедливо утверждение
∀k = 1, r(αk = βk).

Будем говорить, что x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы, если существуют числа
λ1, . . . , λr, удовлетворяющие условиям: λ1, . . . , λr ∈ K, λkxk = θ, ∃k = 1, r(λk 6= 0).

Будем говорить, что x1, . . . , xr — линейно независимые векторы, если для любых чисел
λ1, . . . , λr, удовлетворяющих условиям: λ1, . . . , λr ∈ K, λkxk = θ, справедливо утверждение
∀k = 1, r(λk = 0).

Утверждение (критерий линейной зависимости векторов). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L —
линейное пространство над полем K.

1. Пусть x ∈ L. Вектор x является линейно зависимым тогда и только тогда, когда
x = θ.

2. Пусть: r ∈ Z, r > 2, x1, . . . , xr ∈ L. Векторы x1, . . . , xr являются линейно зави-
симыми тогда и только тогда, когда существует номер k0 = 1, r, удовлетворяющий
условию xk0 ∈ L(x1, . . . , xk0−1, xk0+1, . . . , xr).

Доказательство.
1. Пусть x — линейно зависимый вектор. Тогда существует число λ ∈ K, удовлетворя-

ющее условиям: λx = θ, λ 6= 0. Следовательно, x = θ.
Пусть x = θ. Тогда 1x = θ. Так как 1 6= 0, то x — линейно зависимый вектор.

2. Пусть x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы. Тогда существуют числа λ1, . . . , λN ∈
K, удовлетворяющие условиям: λkxk = θ, ∃k = 1, r(λk 6= 0). Выберем номер k0 = 1, r,
удовлетворяющий условию λk0 6= 0. Тогда:

λ1x1 + · · ·+ λk0−1xk0−1 + λk0xk0 + λk0+1xk0+1 + · · ·+ λrxr = θ,

xk0 =
−λ1
λk0

x1 + · · ·+ −λk0−1

λk0
xk0−1 +

−λk0+1

λk0
xk0+1 + · · ·+ −λr

λk0
xr,

xk0 ∈ L(x1, . . . , xk0−1, xk0+1, . . . , xr).

Пусть существует номер k0 = 1, r, удовлетворяющий условию xk0 ∈
L(x1, . . . , xk0−1, xk0+1, . . . , xr). Тогда существуют числа λ1, . . . , λk0−1, λk0+1, . . . , λr ∈ K, удо-
влетворяющие условию:

xk0 = λ1x1 + · · ·+ λk0−1xk0−1 + λk0+1xk0+1 + · · ·+ λrxr.

Следовательно:

(−λ1)x1 + · · ·+ (−λk0−1)xk0−1 + 1xk0 + (−λk0+1)xk0+1 + · · ·+ (−λr)xr = θ.

Так как 1 6= 0, то x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы.
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Утверждение (критерий линейной независимости векторов). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L —
линейное пространство над полем K; r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ L. Векторы x1, . . . , xr являют-
ся линейно независимыми тогда и только тогда, когда по любой линейной комбинации
векторов x1, . . . , xr однозначно восстанавливаются её коэффициенты.

Доказательство. Пусть x1, . . . , xr — линейно независимые векторы. Пусть: α1, . . . , αr,
β1, . . . , βr ∈ K, αkxk = βkxk. Тогда (αk − βk)xk = θ. Так как x1, . . . , xr — линейно незави-
симые векторы, то ∀k = 1, r(αk − βk = 0). Тогда ∀k = 1, r(αk = βk). Следовательно, по
любой линейной комбинации векторов x1, . . . , xr однозначно восстанавливаются её коэф-
фициенты.

Пусть по любой линейной комбинации векторов x1, . . . , xr однозначно восстанавлива-
ются её коэффициенты. Пусть: λ1, . . . , λr ∈ K, λkxk = θ. Тогда:

λ1x1 + · · ·+ λrxr = 0x1 + · · ·+ 0xr.

Так как по любой линейной комбинации векторов x1, . . . , xr однозначно восстанавливаются
её коэффициенты, то ∀k = 1, r(λk = 0). Тогда x1, . . . , xr — линейно независимые векторы.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,
x1, . . . , xr, x ∈ L, x1, . . . , xr — линейно независимые векторы, x1, . . . , xr, x — линейно
зависимые векторы. Тогда x ∈ L(x1, . . . , xr).

Доказательство. Так как x1, . . . , xr, x — линейно зависимые векторы, то существуют
числа λ1, . . . , λr+1 ∈ K, удовлетворяющие условиям: λ1x1 + · · · + λrxr + λr+1x = θ,
∃k = 1, r + 1(λk 6= 0). Предположим, что λr+1 = 0. Тогда: λ1x1 + · · · + λrxr = θ,
∃k = 1, r(λk 6= 0) (что противоречит утверждению: x1, . . . , xr — линейно независимые
векторы). Итак, λr+1 6= 0. Тогда:

x =
−λ1
λr+1

x1 + · · ·+ −λr
λr+1

xr,

x ∈ L(x1, . . . , xr).

Замечание (перестановки).
1. Пусть M — некоторое множество.

Будем говорить, что σ — перестановка множества M , если: σ — обратимая функция,
D(σ) =M , R(σ) =M .

Обозначим через S(M) множество всех перестановок множества M .
Пусть σ1, σ2 ∈ S(M). Обозначим, σ2σ1 = σ2 ◦ σ1. Очевидно: σ2σ1 — обратимая функ-

ция,

D(σ2σ1) =
{

x : x ∈ D(σ1) ∧ σ1(x) ∈ D(σ2)
}

=
{

x : x ∈M ∧ σ1(x) ∈M
}

= {x : x ∈M} =M,

R(σ2σ1) = (σ2σ1)[M ] = σ2
[

σ1[M ]
]

= σ2
[

R(σ1)
]

= σ2[M ] = R(σ2) =M.

Тогда σ2σ1 ∈ S(M).
Обозначим: e(x) = x при x ∈M . Очевидно, e ∈ S(M).
Пусть σ ∈ S(M). Очевидно: σ−1 — обратимая функция, D(σ−1) = R(σ) = M ,

R(σ−1) = D(σ) =M . Тогда σ−1 ∈ S(M).
Пусть σ1, σ2, σ3 ∈ S(M). Очевидно, (σ3σ2)σ1 = σ3(σ2σ1).
Пусть σ ∈ S(M). Очевидно: σe = σ, eσ = σ.
Пусть σ ∈ S(M). Очевидно: σσ−1 = e, σ−1σ = e.
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2. Пусть: M — некоторое конечное множество, σ — обратимая функция, D(σ) = M ,
R(σ) ⊆ M . Так как D(σ) — конечное множество, то R(σ) — конечное множество. Так как
σ — обратимая функция, то: card

(

R(σ)
)

= card
(

D(σ)
)

= card(M). Так как: R(σ) ⊆ M ,
card

(

R(σ)
)

= card(M), то R(σ) =M . Тогда σ ∈ S(M).
3. Обозначим, S0 = S(∅).

Пусть r ∈ N. Обозначим, Sr = S
(

{1, . . . , r}
)

.
4. Пусть: r ∈ N, k1, . . . , kr = 1, r, k1, . . . , kr — различные числа. Обозначим: σ(1) =

k1, . . . , σ(r) = kr. Очевидно: σ — обратимая функция, D(σ) = {1, . . . , r}, R(σ) ⊆ {1, . . . , r}.
Тогда σ ∈ Sr.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,
x1, . . . , xr ∈ L, σ ∈ Sr, xσ(1), . . . , xσ(r) — линейно зависимые векторы. Тогда x1, . . . , xr —
линейно зависимые векторы.

Доказательство. Так как xσ(1), . . . , xσ(r) — линейно зависимые векторы, то существуют
числа λ1, . . . , λr ∈ K, удовлетворяющие условиям: λ1xσ(1)+ · · ·+λrxσ(r) = θ, ∃m = 1, r(λm 6=
0). Тогда:

λσ
−1(1)x1 + · · ·+ λσ

−1(r)xr = θ, ∃k = 1, r(λσ
−1(k) 6= 0).

Следовательно, x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,
x1, . . . , xr ∈ L, r0 ∈ N, k1, . . . , kr0 = 1, r, k1 < · · · < kr0, xk1 , . . . , xkr0 — линейно зависимые
векторы. Тогда x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы.

Доказательство. Так как xk1 , . . . , xkr0 — линейно зависимые векторы, то существуют чис-

ла α1, . . . , αr0 ∈ K, удовлетворяющие условиям: α1xk1+· · ·+αr0xkr0 = θ, ∃m = 1, r0(α
m 6= 0).

Обозначим: βk1 = α1, . . . , βkr0 = αr0 , βk = 0 при: k = 1, r, k /∈ {k1, . . . , kr0}. Тогда:

βk1xk1 + · · ·+ βkr0xkr0 = θ, ∃m = 1, r0(β
km 6= 0);

β1x1 + · · ·+ βrxr = θ, ∃k = 1, r(βk 6= 0).

Следовательно, x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы.

7.3. Подпространство линейного пространства

Определение (ядро векторной функции). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L— линейное пространство
над полем K; F — функция, R(F ) ⊆ L. Обозначим:

ker(F ) =
{

x : x ∈ D(F ) ∧ F (x) = θ
}

.

Множество ker(F ) называется ядром функции F или множеством нулей функции F или
множеством корней функции F . Очевидно:

ker(F ) =
{

x : x ∈ D(F ) ∧ F (x) = θ
}

=
{

x : x ∈ D(F ) ∧ F (x) ∈ {θ}
}

= D
(

F, {θ}
)

.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; Q — множество, L — линейное пространство над полем
K. Рассмотрим множество Fun(Q,L).
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Пусть ϕ1, ϕ2 : Q =⇒ L. Обозначим:

(ϕ1 + ϕ2)(x) = ϕ1(x) + ϕ2(x), x ∈ Q.

Очевидно, ϕ1 + ϕ2 : Q =⇒ L. Будем говорить, что {ϕ1 + ϕ2}ϕ1,ϕ2 : Q =⇒ L — стандартная
операция сложения на множестве Fun(Q,L).

Пусть: λ ∈ K, ϕ : Q =⇒ L. Обозначим:

(λϕ)(x) = λϕ(x), x ∈ Q.

Очевидно, λϕ : Q =⇒ L. Будем говорить, что {λϕ}λ∈K, ϕ : Q =⇒ L — стандартная внешняя
операция умножения на множестве Fun(Q,L).

Обозначим:

Θ(x) = θ, x ∈ Q.

Очевидно, Θ: Q =⇒ L. Будем говорить, что Θ — стандартный нулевой элемент множе-
ства Fun(Q,L).

Утверждение (линейное пространство векторных функций). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; Q —
множество, L — линейное пространство над полем K, F1 — стандартная операция сло-
жения на множестве Fun(Q,L), F2 — стандартная внешняя операция умножения на
множестве Fun(Q,L), Θ — стандартный нулевой элемент множества Fun(Q,L). Тогда:
(

Fun(Q,L), F1, F2

)

— линейное пространство над полем K, Θ — нулевой вектор простран-
ства

(

Fun(Q,L), F1, F2

)

.

Доказательство.
1. Пусть ϕ1, ϕ2 : Q =⇒ L. Пусть x ∈ Q. Тогда:

(ϕ1 + ϕ2)(x) = ϕ1(x) + ϕ2(x) = ϕ2(x) + ϕ1(x) = (ϕ2 + ϕ1)(x).

Следовательно, ϕ1 + ϕ2 = ϕ2 + ϕ1.
2. Пусть ϕ1, ϕ2, ϕ3 : Q =⇒ L. Пусть x ∈ Q. Тогда:

(

(ϕ1 + ϕ2) + ϕ3

)

(x) =
(

ϕ1(x) + ϕ2(x)
)

+ ϕ3(x) = ϕ1(x) +
(

ϕ2(x) + ϕ3(x)
)

=

=
(

ϕ1 + (ϕ2 + ϕ3)
)

(x).

Следовательно, (ϕ1 + ϕ2) + ϕ3 = ϕ1 + (ϕ2 + ϕ3).
3. Пусть ϕ : Q =⇒ L. Пусть x ∈ Q. Тогда:

(ϕ+Θ)(x) = ϕ(x) + Θ(x) = ϕ(x) + θ = ϕ(x).

Следовательно, ϕ+Θ = ϕ.
4. Пусть ϕ : Q =⇒ L. Пусть x ∈ Q. Тогда:

(

ϕ+ (−1)ϕ
)

(x) = ϕ(x) + (−1)ϕ(x) = θ = Θ(x).

Следовательно, ϕ+ (−1)ϕ = Θ.
5. Пусть: α, β ∈ K, ϕ : Q =⇒ L. Пусть x ∈ Q. Тогда:

(

(αβ)ϕ
)

(x) = (αβ)ϕ(x) = α
(

βϕ(x)
)

=
(

α(βϕ)
)

(x).

Следовательно, (αβ)ϕ = α(βϕ).
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6. Пусть ϕ : Q =⇒ L. Пусть x ∈ Q. Тогда:

(

1ϕ
)

(x) = 1ϕ(x) = ϕ(x).

Следовательно, 1ϕ = ϕ.
7. Пусть: α, β ∈ K, ϕ : Q =⇒ L. Пусть x ∈ Q. Тогда:

(

(α + β)ϕ
)

(x) = (α + β)ϕ(x) = αϕ(x) + βϕ(x) =
(

αϕ+ βϕ
)

(x).

Следовательно, (α + β)ϕ = αϕ+ βϕ.
8. Пусть: λ ∈ K, ϕ1, ϕ2 : Q =⇒ L. Пусть x ∈ Q. Тогда:

(

λ(ϕ1 + ϕ2)
)

(x) = λ
(

ϕ1(x) + ϕ2(x)
)

= λϕ1(x) + λϕ2(x) =
(

λϕ1 + λϕ2

)

(x).

Следовательно, λ(ϕ1 + ϕ2) = λϕ1 + λϕ2.
Итак:

(

Fun(Q,L), F1, F2

)

— линейное пространство над полем K, Θ — нулевой вектор
пространства

(

Fun(Q,L), F1, F2

)

.

Замечание. Пусть: M — множество, F — функция, D(F ) =M2.
Пусть: Q ⊆ M , F̃ — ограничение функции F на множество Q2. Тогда: F̃ — функция,

D(F̃ ) = Q2, F̃ (x, y) = F (x, y) при x, y ∈ Q. Далее часто будем писать: x+ y вместо F (x, y);
x⊕ y вместо F̃ (x, y).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; M — множество, F — функция, D(F ) = K×M .
Пусть: K0 ∈ {C,R,Q}, K0 ⊆ K; Q ⊆ M , F̃ — ограничение функции F на множество

K0 ×Q. Тогда: F̃ — функция, D(F̃ ) = K0 ×Q, F̃ (λ, x) = F (λ, x) при: λ ∈ K0, x ∈ Q. Далее
часто будем писать: λx вместо F (λ, x); λ⊗ x вместо F̃ (λ, x).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; (M,F1, F2) — линейное пространство над полем
K, θ — нулевой вектор пространства (M,F1, F2).

Пусть: K0 ∈ {C,R,Q}, K0 ⊆ K; F̃2 — ограничение функции F2 на множество K0×M .
Тогда: (M,F1, F̃2) — линейное пространство над полем K0, θ — нулевой вектор простран-
ства (M,F1, F̃2).

Доказательство. Пусть: λ ∈ K0, x ∈M . Тогда: λ⊗ x = λx ∈M .
1. Пусть x, y ∈M . Тогда x+ y = y + x.
2. Пусть x, y, z ∈M . Тогда (x+ y) + z = x+ (y + z).
3. Пусть x ∈M . Тогда x+ θ = x.
4. Пусть x ∈M . Тогда существует объект y ∈M , удовлетворяющий условию x+ y = θ.
5. Пусть: α, β ∈ K0, x ∈M . Тогда:

(αβ)⊗ x = (αβ)x = α(βx) = α⊗ (β ⊗ x).

6. Пусть x ∈M . Тогда:

1⊗ x = 1x = x.

7. Пусть: α, β ∈ K0, x ∈M . Тогда:

(α + β)⊗ x = (α + β)x = αx+ βx = α⊗ x+ β ⊗ x.
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8. Пусть: λ ∈ K0, x, y ∈M . Тогда:

λ⊗ (x+ y) = λ(x+ y) = λx+ λy = λ⊗ x+ λ⊗ y.

Итак: (M,F1, F̃2) — линейное пространство над полем K0, θ — нулевой вектор про-
странства (M,F1, F̃2).

Замечание (линейное пространство KN(K0)). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N, F1 — стандарт-
ная операция сложения на множестве KN , F2 — стандартная внешняя операция умножения
на множестве KN , θ̃ — стандартный нулевой элемент множества KN .

Пусть: K0 ∈ {C,R,Q}, K0 ⊆ K; F̃2 — ограничение функции F2 на множество K0 ×M .
Тогда: (KN , F1, F̃2) — линейное пространство над полем K0, θ̃ — нулевой вектор простран-
ства (KN , F1, F̃2). Обозначим, KN(K0) = (KN , F1, F̃2).

Замечание (линейное пространство KN2×N1(K0)). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N, F1 —
стандартная операция сложения на множестве KN2×N1 , F2 — стандартная внешняя опе-
рация умножения на множестве KN2×N1 , Θ — стандартный нулевой элемент множества
KN2×N1 .

Пусть: K0 ∈ {C,R,Q}, K0 ⊆ K; F̃2 — ограничение функции F2 на множество K0 ×
M . Тогда: (KN2×N1 , F1, F̃2) — линейное пространство над полем K0, Θ — нулевой вектор
пространства (KN2×N1 , F1, F̃2). Обозначим, KN2×N1(K0) = (KN2×N1 , F1, F̃2).

Определение (подпространство линейного пространства). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — ли-
нейное пространство над полем K. Будем говорить, чтоQ— подпространство пространства
L, если:

1. Q ⊆ L;
2. Q 6= ∅;
3. ∀x ∈ Q∀y ∈ Q(x+ y ∈ Q);
4. ∀λ ∈ K∀x ∈ Q(λx ∈ Q).

Замечание (простейшие подпространства). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное простран-
ство над полем K. Очевидно, {θ}, L — подпространства пространства L.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,
x1, . . . , xr ∈ L. Тогда L(x1, . . . , xr) — подпространство пространства L.

Доказательство. Очевидно: L(x1, . . . , xr) ⊆ L, 0x1 + · · ·+ 0xr ∈ L(x1, . . . , xr).
Пусть u, v ∈ L(x1, . . . , xr). Тогда существуют числа α1, . . . , αr, β1, . . . , βr ∈ K, удовле-

творяющие условиям: u = αkxk, v = βkxk. Следовательно:

u+ v = (αkxk) + (βkxk) = (αk + βk)xk ∈ L(x1, . . . , xr).

Пусть: λ ∈ K, u ∈ L(x1, . . . , xr). Тогда существуют числа α1, . . . , αr ∈ K, удовлетворя-
ющие условию u = αkxk. Следовательно:

λu = λ(αkxk) = (λαk)xk ∈ L(x1, . . . , xr).

Итак, L(x1, . . . , xr) — подпространство пространства L.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q —
подпространство пространства L. Тогда θ ∈ Q.
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Доказательство. Так как Q — подпространство пространства L, то существует вектор
x, удовлетворяющий условию x ∈ Q. Так как Q — подпространство пространства L, то:
θ = 0x ∈ Q.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; (M,F1, F2) — линейное пространство над полем
K, θ — нулевой вектор пространства (M,F1, F2).

Пусть: Q — подпространство пространства (M,F1, F2), F̃1 — ограничение функ-
ции F1 на множество Q2, F̃2 — ограничение функции F2 на множество K × Q. Тогда:
(Q, F̃1, F̃2) — линейное пространство над полем K, θ — нулевой вектор пространства
(Q, F̃1, F̃2).

Доказательство. Пусть x, y ∈ Q. Так как Q — подпространство пространства (M,F1, F2),
то: x⊕ y = x+ y ∈ Q.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ Q. Так как Q — подпространство пространства (M,F1, F2), то:
λ⊗ x = λx ∈ Q.

Так как Q — подпространство пространства (M,F1, F2), то θ ∈ Q.
1. Пусть x, y ∈ Q. Тогда:

x⊕ y = x+ y = y + x = y ⊕ x.

2. Пусть x, y, z ∈ Q. Тогда:

(x⊕ y)⊕ z = (x+ y) + z = x+ (y + z) = x⊕ (y ⊕ z).

3. Пусть x ∈ Q. Тогда:

x⊕ θ = x+ θ = x.

4. Пусть x ∈ Q. Тогда:

x⊕ (−1)⊗ x = x+ (−1)x = θ.

5. Пусть: α, β ∈ K, x ∈ Q. Тогда:

(αβ)⊗ x = (αβ)x = α(βx) = α⊗ (β ⊗ x).

6. Пусть x ∈ Q. Тогда:

1⊗ x = 1x = x.

7. Пусть: α, β ∈ K, x ∈ Q. Тогда:

(α + β)⊗ x = (α + β)x = αx+ βx = α⊗ x⊕ β ⊗ x.

8. Пусть: λ ∈ K, x, y ∈ Q. Тогда:

λ⊗ (x⊕ y) = λ(x+ y) = λx+ λy = λ⊗ x⊕ λ⊗ y.

Итак: (Q, F̃1, F̃2) — линейное пространство над полем K, θ — нулевой вектор простран-
ства (Q, F̃1, F̃2).
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Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; (M,F1, F2) — линейное пространство над полем
K.

Пусть: Q ⊆ M , F̃1 — ограничение функции F1 на множество Q2, F̃2 — ограничение
функции F2 на множество K × Q, (Q, F̃1, F̃2) — линейное пространство над полем K.
Тогда Q — подпространство пространства (M,F1, F2).

Доказательство. По условию, Q ⊆ M . Так как (Q, F̃1, F̃2) — линейное пространство над
полем K, то Q 6= ∅.

Пусть x, y ∈ Q. Тогда: x+ y = x⊕ y ∈ Q.
Пусть: λ ∈ K, x ∈ Q. Тогда: λx = λ⊗ x ∈ Q.
Итак, Q — подпространство пространства (M,F1, F2).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; (M,F1, F2) — линейное пространство над полем
K.

Пусть: Q1 — подпространство пространства (M,F1, F2), F̃1 — ограничение функции
F1 на множество Q2

1, F̃2 — ограничение функции F2 на множество K×Q1.
Пусть Q2 — подпространство пространства (Q1, F̃1, F̃2). Тогда: Q2 ⊆ Q1, Q2 — под-

пространство пространства (M,F1, F2).

Доказательство. Так как Q1 — подпространство пространства (M,F1, F2), то Q1 ⊆ M .
Так как Q2 — подпространство пространства (Q1, F̃1, F̃2), то: Q2 ⊆ Q1, Q2 6= ∅. Так как:
Q1 ⊆M , Q2 ⊆ Q1, то Q2 ⊆M .

Пусть x, y ∈ Q2. Так как Q2 — подпространство пространства (Q1, F̃1, F̃2), то: x + y =
x⊕ y ∈ Q2.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ Q2. Так как Q2 — подпространство пространства (Q1, F̃1, F̃2), то:
λx = λ⊗ x ∈ Q2.

Итак: Q2 ⊆ Q1, Q2 — подпространство пространства (M,F1, F2).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; (M,F1, F2) — линейное пространство над полем
K.

Пусть: Q1 — подпространство пространства (M,F1, F2), F̃1 — ограничение функции
F1 на множество Q2

1, F̃2 — ограничение функции F2 на множество K×Q1.
Пусть: Q2 ⊆ Q1, Q2 — подпространство пространства (M,F1, F2). Тогда Q2 — под-

пространство пространства (Q1, F̃1, F̃2).

Доказательство. По условию, Q2 ⊆ Q1. Так как Q2 — подпространство пространства
(M,F1, F2), то Q2 6= ∅.

Пусть x, y ∈ Q2. Так как Q2 — подпространство пространства (M,F1, F2), то: x ⊕ y =
x+ y ∈ Q2.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ Q2. Так как Q2 — подпространство пространства (M,F1, F2), то:
λ⊗ x = λx ∈ Q2.

Итак, Q2 — подпространство пространства (Q1, F̃1, F̃2).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q1,
Q2 — подпространства пространства L. Тогда Q1∩Q2 — подпространство пространства
L.

Доказательство. Так как Q1 ⊆ L, то Q1∩Q2 ⊆ L. Так как: θ ∈ Q1, θ ∈ Q2, то θ ∈ Q1∩Q2.
Пусть x1, x2 ∈ Q1 ∩ Q2. Тогда: x1, x2 ∈ Q1, x1, x2 ∈ Q2. Следовательно: x1 + x2 ∈ Q1,

x1 + x2 ∈ Q2. Тогда x1 + x2 ∈ Q1 ∩Q2.
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Пусть: λ ∈ K, x ∈ Q1 ∩ Q2. Тогда: x ∈ Q1, x ∈ Q2. Следовательно: λx ∈ Q1, λx ∈ Q2.
Тогда λx ∈ Q1 ∩Q2.

Итак, Q1 ∩Q2 — подпространство пространства L.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; I —
множество, I 6= ∅, Qα — подпространство пространства L при α ∈ I. Тогда

⋂

α∈I

Qα —

подпространство пространства L.

Доказательство. Так как I 6= ∅, то существует объект α0, удовлетворяющий условию
α0 ∈ I. Так как Qα0

⊆ L, то
⋂

α∈I

Qα ⊆ L. Так как ∀α ∈ I(θ ∈ Qα), то θ ∈ ⋂

α∈I

Qα.

Пусть x1, x2 ∈ ⋂

α∈I

Qα. Тогда: x1, x2 ∈ Qα при α ∈ I. Следовательно: x1 + x2 ∈ Qα при

α ∈ I. Тогда x1 + x2 ∈
⋂

α∈I

Qα.

Пусть: λ ∈ K, x ∈
⋂

α∈I

Qα. Тогда: x ∈ Qα при α ∈ I. Следовательно: λx ∈ Qα при α ∈ I.

Тогда λx ∈ ⋂

α∈I

Qα.

Итак,
⋂

α∈I

Qα — подпространство пространства L.

7.4. Аффинное пространство

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; M — множество, L — линейное пространство над полем
K.

Пусть: F — функция, D(F ) =M2. Далее часто будем писать −−→p1p2 вместо F (p1, p2).
Пусть: F — функция, D(F ) = M2, ∀p1 ∈ M∀p2 ∈ M(−−→p1p2 ∈ L). Тогда: F — функция,

D(F ) =M2, R(F ) ⊆ L. Следовательно, F : M2 =⇒ L.
Пусть F : M2 =⇒ L. Тогда: F — функция, D(F ) = M2, R(F ) ⊆ L. Следовательно:

F — функция, D(F ) =M2, ∀p1 ∈M∀p2 ∈M(−−→p1p2 ∈ L).

Определение (аффинное пространство). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; M — множество, L — ли-
нейное пространство над полем K, F : M2 =⇒ L.

Пусть:
1. ∃p(p ∈M);
2. −−→p1p2 +−−→p2p3 = −−→p1p3 при p1, p2, p3 ∈M ;
3. ∀p0 ∈M∀x ∈ L∃!p ∈M(−→p0p = x).
Будем говорить, что F — операция векторизации на множестве M .
Будем говорить, что: (M,L, F ) — аффинное пространство над полем K; M — носи-

тель пространства (M,L, F ); L — линейное пространство, присоединённое к аффинному
пространству (M,L, F ); F — операция векторизации пространства (M,L, F ). Будем гово-
рить, что p — точка пространства (M,L, F ), если p ∈M . Будем говорить, что x — вектор
пространства (M,L, F ), если x ∈ L. Далее обычно будем отождествлять пространство
(M,L, F ) и множество M .

Пусть Q = (M,L, F ). Обозначим, ~Q = L.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; Q — аффинное пространство над полем K.
1. Пусть p ∈ Q. Тогда −→pp = θ.
2. Пусть: p1, p2 ∈ Q, −−→p1p2 = θ. Тогда p1 = p2.
3. Пусть p1, p2 ∈ Q. Тогда (−1)−−→p1p2 = −−→p2p1.
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Доказательство.
1. Очевидно: −→pp +−→pp = −→pp. С другой стороны, −→pp + θ = −→pp. Тогда −→pp = θ.
2. Очевидно, −−→p1p1 = θ. С другой стороны, −−→p1p2 = θ. Тогда p1 = p2.
3. Очевидно, −−→p1p2 + (−1)−−→p1p2 = θ. С другой стороны: −−→p1p2 + −−→p2p1 = −−→p1p1 = θ. Тогда

(−1)−−→p1p2 = −−→p2p1.

Замечание (операция откладывания вектора от точки). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; Q — аф-
финное пространство над полем K.

Пусть: p0 ∈ Q, x ∈ ~Q. Тогда существует единственная точка p, удовлетворяющая
условиям: p ∈ Q, −→p0p = x. Обозначим, p0 ⊕ x = p. Далее часто будем писать p0 + x вместо
p0 ⊕ x.

Пусть p0 ∈ Q. Обозначим: ϕp0(p) =
−→p0p при p ∈ Q. Очевидно, ϕp0 : Q =⇒ ~Q. Так как

∀x ∈ ~Q∃!p ∈ Q(−→p0p = x), то: ϕp0 — обратимая функция, D(ϕp0) = Q, R(ϕp0) = ~Q.

Пусть: p0 ∈ Q, x ∈ ~Q. Тогда:
−−−−−−→
p0ϕ

−1
p0
(x) = ϕp0

(

ϕ−1
p0
(x)

)

= x. С другой стороны,
−−−−−−→
p0(p0 ⊕ x) = x. Тогда ϕ−1

p0
(x) = p0 ⊕ x.

Пусть p0, p ∈ Q. Тогда: p0 ⊕−→p0p = ϕ−1
p0

(

ϕp0(p)
)

= p.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; Q — аффинное пространство над полем K.

1. Пусть: p ∈ Q, x, y ∈ ~Q. Тогда (p⊕ x)⊕ y = p⊕ (x+ y).
2. Пусть p ∈ Q. Тогда p⊕ θ = p.

Доказательство.

1. Обозначим, p1 = p⊕ x. Тогда: x =
−−−−−→
p(p⊕ x) = −→pp1. Обозначим, p2 = (p⊕ x)⊕ y. Тогда

p2 = p1 ⊕ y. Следовательно: y =
−−−−−−→
p1(p1 ⊕ y) = −−→p1p2. Тогда: p ⊕ (x + y) = p ⊕ (−→pp1 + −−→p1p2) =

p⊕−→pp2 = p2 = (p⊕ x)⊕ y.
2. Очевидно: p⊕ θ = p⊕−→pp = p.

Утверждение (аффинное пространство EN). Пусть: N = 1, 3, F — стандартная опера-

ция векторизации на множестве EN . Тогда (EN , ~EN , F ) — аффинное пространство над
полем R.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K. Рассмотрим
множество L. Рассмотрим линейное пространство L.

Пусть p1, p2 ∈ L. Обозначим, −−→p1p2 = p2 − p1. Очевидно, −−→p1p2 ∈ L. Будем говорить, что
{−−→p1p2}p1,p2∈L — стандартная операция векторизации на множестве L.

Утверждение (пример аффинного пространства). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное
пространство над полем K, F — стандартная операция векторизации на множестве L.
Тогда: (L,L, F ) — аффинное пространство над полем K, p0 ⊕ x = p0 + x при p0, x ∈ L.

Доказательство.
1. Так как L — линейное пространство, то ∃p(p ∈ L).
2. Пусть p1, p2, p3 ∈ L. Тогда:

−−→p1p2 +−−→p2p3 = (p2 − p1) + (p3 − p2) = p3 − p1 =
−−→p1p3.

3. Пусть p0, x ∈ L. Докажем, что существует единственный объект p, удовлетворяющий
условиям: p ∈ L, −→p0p = x.
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Пусть: p ∈ L, −→p0p = x. Тогда:

−→p0p = x,

p− p0 = x,

p = p0 + x.

Пусть: p1 ∈ L, −−→p0p1 = x, p2 ∈ L, −−→p0p2 = x. Тогда: p1 = p0+x, p2 = p0+x. Следовательно,
p1 = p2.

Пусть p = p0 + x. Тогда: p ∈ L, −→p0p = p− p0 = (p0 + x)− p0 = x.
Итак, (L,L, F ) — аффинное пространство над полем K. Пусть p0, x ∈ L. Тогда: p0+x ∈

L,
−−−−−−→
p0(p0 + x) = x. Следовательно, p0 ⊕ x = p0 + x.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; Q — аффинное пространство над полем K.

Пусть: p0 ∈ Q, H — подпространство пространства ~Q, σ = {p : p ∈ Q ∧ −→p0p ∈ H}. Бу-
дем говорить, что: σ — аффинное подпространство пространства Q; p0 — опорная точка
аффинного подпространства σ; H — направляющее подпространство аффинного подпро-
странства σ.

Очевидно, σ ⊆ Q. Очевидно: p0 ∈ Q, −−→p0p0 = θ ∈ H. Тогда p0 ∈ σ.
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Лекция 8. Базис линейного пространства

8.1. Базис линейного пространства

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q ⊆ L.
Будем говорить, что e — базис множества Q длины r, если: r ∈ N, e ∈ Qr, e1, . . . , er —

линейно независимые векторы, Q ⊆ L(e1, . . . , er).
Будем говорить, что e— базис множестваQ, если существует число r, удовлетворяющее

условию: e — базис множества Q длины r.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q —
подпространство пространства L, e — базис подпространства Q длины r. Тогда Q =
L(e1, . . . , er).

Доказательство. Так как e — базис подпространства Q длины r, то: r ∈ N, e ∈ Qr,
e1, . . . , er — линейно независимые векторы, Q ⊆ L(e1, . . . , er).

Пусть x ∈ L(e1, . . . , er). Тогда существуют числа λ1, . . . , λr ∈ K, удовлетворяющие
условию x = λkek. Так как: Q — подпространство пространства L, e1, . . . , er ∈ Q, то:
x = λkek ∈ Q. Тогда L(e1, . . . , er) ⊆ Q. Так как: Q ⊆ L(e1, . . . , er), L(e1, . . . , er) ⊆ Q, то
Q = L(e1, . . . , er).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,
x1, . . . , xr ∈ L.

1. Пусть e — базис множества {x1, . . . , xr} длины r0. Тогда e — базис подпростран-
ства L(x1, . . . , xr) длины r0.

2. Пусть: e — базис подпространства L(x1, . . . , xr) длины r0; e1, . . . , er0 ∈ {x1, . . . , xr}.
Тогда e — базис множества {x1, . . . , xr} длины r0.

Доказательство.
1. Так как e — базис множества {x1, . . . , xr} длины r0, то: r0 ∈ N, e ∈ {x1, . . . , xr}r0 ,

e1, . . . , er0 — линейно независимые векторы, {x1, . . . , xr} ⊆ L(e1, . . . , er0).
Очевидно: e1, . . . , er0 ∈ {x1, . . . , xr} ⊆ L(x1, . . . , xr). Пусть x ∈ L(x1, . . . , xr). Тогда су-

ществуют числа α1, . . . , αr ∈ K, удовлетворяющие условию x = αkxk. Пусть k = 1, r. Тогда
существуют числа β1

k , . . . , β
r0
k ∈ K, удовлетворяющие условию xk = βm

k em. Следовательно:

x = αkxk = αk(βm
k em) = (αkβm

k )em.

Итак, e — базис подпространства L(x1, . . . , xr) длины r0.
2. Так как e — базис подпространства L(x1, . . . , xr) длины r0, то: r0 ∈ N, e ∈

L(x1, . . . , xr)
r0 , e1, . . . , er0 — линейно независимые векторы, L(x1, . . . , xr) ⊆ L(e1, . . . , er0).

По условию, e1, . . . , er0 ∈ {x1, . . . , xr}. Очевидно: {x1, . . . , xr} ⊆ L(x1, . . . , xr) ⊆
L(e1, . . . , er0). Итак, e — базис множества {x1, . . . , xr} длины r0.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q ⊆ L, e —
базис множества Q длины r.

Пусть x ∈ Q. Будем говорить, что x̃ — столбец координат вектора x в базисе e, если:
x̃ ∈ Kr, x = x̃kek.

Пусть x ∈ Q. Очевидно, существует единственный столбец x̃, удовлетворяющий усло-
вию: x̃ — столбец координат вектора x в базисе e.

Пусть x ∈ Q. Обозначим через [x](e) столбец координат вектора x в базисе e.
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Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q ⊆ L,
e — базис множества Q длины r.

1. Пусть: x, y ∈ Q, x+ y ∈ Q. Тогда [x+ y](e) = [x](e) + [y](e).
2. Пусть: λ ∈ K, x ∈ Q, λx ∈ Q. Тогда [λx](e) = λ[x](e).
3. Пусть θ ∈ Q. Тогда [θ](e) = θ̃ (здесь θ̃ — нулевой вектор пространства Kr).
4. Справедливо утверждение: [ek]

m(e) = δmk при k, m = 1, r.

Доказательство.
1. Очевидно:

[x](e) + [y](e) ∈ Kr,

x+ y = [x]k(e)ek + [y]k(e)ek =
(

[x]k(e) + [y]k(e)
)

ek =
(

[x](e) + [y](e)
)k
ek.

Тогда [x+ y](e) = [x](e) + [y](e).
2. Очевидно:

λ[x](e) ∈ Kr,

λx = λ
(

[x]k(e)ek
)

=
(

λ[x]k(e)
)

ek =
(

λ[x](e)
)k
ek.

Тогда [λx](e) = λ[x](e).
3. Очевидно, θ̃ ∈ Kr. Так как: θ̃k = 0 при k = 1, r, то θ = θ̃kek. Тогда [θ](e) = θ̃.
4. Пусть k = 1, r. Очевидно, ek = [ek]

m(e)em. С другой стороны, ek = δmk em. Тогда:
[ek]

m(e) = δmk при m = 1, r.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,
x1, . . . , xr ∈ L, e — базис пространства L длины N . Векторы x1, . . . , xr являются линейно
зависимыми тогда и только тогда, когда столбцы [x1](e), . . . , [xr](e) являются линейно
зависимыми.

Доказательство. Пусть x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы. Тогда существуют чис-
ла λ1, . . . , λr ∈ K, удовлетворяющие условиям: λkxk = θ, ∃k = 1, r(λk 6= 0). Следовательно:

λk[xk](e) = [λkxk](e) = [θ](e) = θ̃.

Так как ∃k = 1, r(λk 6= 0), то [x1](e), . . . , [xr](e) — линейно зависимые столбцы.
Пусть [x1](e), . . . , [xr](e) — линейно зависимые столбцы. Тогда существуют числа

λ1, . . . , λr ∈ K, удовлетворяющие условиям: λk[xk](e) = θ̃, ∃k = 1, r(λk 6= 0). Следова-
тельно:

λkxk =
(

[λkxk](e)
)m
em =

(

λk[xk](e)
)m
em = θ̃mem = θ.

Так как ∃k = 1, r(λk 6= 0), то x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы.

Замечание (линейная система координат в линейном пространстве). Пусть: K ∈ {C,R,Q};
L — линейное пространство над полем K; e — базис пространства L длины r.

Обозначим: he(x) = [x](e) при x ∈ L. Очевидно: he — обратимая функция, D(he) = L,
R(he) = Kr; h−1

e (x̃) = x̃kek при x̃ ∈ Kr. Будем говорить, что he — линейная координатная
карта (линейная система координат) в пространстве L, соответствующая базису e. Пусть
x ∈ L. Будем говорить, что he(x) — столбец координат вектора x в координатной карте he.
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Утверждение. Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr — различные объекты, Q = {x1, . . . , xr}; K ∈
{C,R,Q}. Фиксируем номер k = 1, r. Обозначим: ek(xk) = 1, ek(x) = 0 при: x ∈ Q, x 6= xk.

1. Справедливо утверждение: e1, . . . , er — базис пространства Fun(Q,K) длины r.
2. Пусть ϕ : Q =⇒ K. Тогда: [ϕ]k(e) = ϕ(xk) при k = 1, r.

Доказательство.
1. Очевидно: r ∈ N, e1, . . . , er : Q =⇒ K. Так как x1, . . . , xr — различные объекты, то:

ek(xm) = δmk при k, m = 1, r. Пусть λ1, . . . , λr ∈ K. Пусть m = 1, r. Тогда:

(λkek)(xm) = λkek(xm) = λkδmk = λm.

Пусть: λ1, . . . , λr ∈ K, λkek = Θ (здесь Θ — нулевой вектор пространства Fun(Q,K)).
Пусть m = 1, r. Тогда:

(λkek)(xm) = Θ(xm),

λm = 0.

Следовательно, e1, . . . , er — линейно независимые функции.
Пусть ϕ : Q =⇒ K. Пусть x ∈ Q. Тогда существует номер m = 1, r, удовлетворяю-

щий условию x = xm. Следовательно:

(

r
∑

k=1

ϕ(xk)ek

)

(x) =
(

r
∑

k=1

ϕ(xk)ek

)

(xm) = ϕ(xm) = ϕ(x).

Тогда
r
∑

k=1

ϕ(xk)ek = ϕ. Итак, e1, . . . , er — базис пространства Fun(Q,K) длины r.

2. Очевидно, ϕ = [ϕ]k(e)ek. С другой стороны, ϕ =
r
∑

k=1

ϕ(xk)ek. Тогда: [ϕ]k(e) = ϕ(xk)

при k = 1, r.

Замечание (простейший базис пространства KN). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N. Обозна-
чим: e1 = (1, 0, . . . , 0)T , . . . , eN = (0, . . . , 0, 1)T . Тогда e1, . . . , eN — базис пространства KN

длины N . Будем говорить, что e — простейший базис пространства KN .
Пусть x ∈ KN . Тогда: [x]k(e) = xk при k = 1, r. Следовательно, [x](e) = x.

Замечание (простейший базис пространства KN2×N1). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N.
Обозначим:

e1 =















1 0 0 · · · 0 0 0
0 0 0 · · · 0 0 0
...

...
... · · · ...

...
...

0 0 0 · · · 0 0 0
0 0 0 · · · 0 0 0















,

e2 =















0 1 0 · · · 0 0 0
0 0 0 · · · 0 0 0
...

...
... · · · ...

...
...

0 0 0 · · · 0 0 0
0 0 0 · · · 0 0 0















,

· · ·
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eN2N1−1 =















0 0 0 · · · 0 0 0
0 0 0 · · · 0 0 0
...

...
... · · · ...

...
...

0 0 0 · · · 0 0 0
0 0 0 · · · 0 1 0















,

eN2N1
=















0 0 0 · · · 0 0 0
0 0 0 · · · 0 0 0
...

...
... · · · ...

...
...

0 0 0 · · · 0 0 0
0 0 0 · · · 0 0 1















.

Тогда e — базис пространства KN2×N1 длины N2N1. Будем говорить, что e — простейший
базис пространства KN2×N1 .

Пусть A ∈ KN2×N1 . Тогда: [A]1(e) = A1
1, [A]2(e) = A1

2, . . . , [A]
N2N1−1(e) = AN2

N1−1,

[A]N2N1(e) = AN2

N1
.

Замечание. Пусть: N = 1, 3; O, I1, . . . , IN — аффинно независимые точки пространства

EN , h — соответствующая аффинная координатная карта, ek =
−−→
OIk при k = 1, N . Тогда

e1, . . . , eN — базис пространства ~EN длины N .

Замечание (аффинная система координат в аффинном пространстве). Пусть: K ∈
{C,R,Q}; Q — аффинное пространство над полем K; O ∈ Q, e — базис пространства
Q длины r.

Обозначим: hO,e(p) = [
−→
Op](e) при p ∈ Q. Очевидно: hO,e — обратимая функция,

D(hO,e) = Q, R(hO,e) = Kr; h−1
O,e(x) = O + xkek при x ∈ Kr. Будем говорить, что: hO,e —

аффинная координатная карта (аффинная система координат) в пространстве Q, соот-
ветствующая точке O и базису e. Пусть p ∈ Q. Будем говорить, что hO,e(p) — столбец

координат точки p в координатной карте hO,e. Очевидно: hmO,e(O) = [
−→
OO]m(e) = [θ]m(e) = 0

при m = 1, r; hmO,e(O + ek) =
[−−−−−−−→
O(O + ek)

]m
(e) = [ek]

m(e) = δmk при k, m = 1, r.

8.2. Размерность линейного пространства

Определение (ранг множества векторов). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное простран-
ство над полем K; Q ⊆ L.

Обозначим через µ∗(Q) множество всех номеров k, удовлетворяющих условиям: k ∈
N, существуют векторы x1, . . . , xk ∈ Q, удовлетворяющие условию: x1, . . . , xk — линейно
независимые векторы.

Пусть µ∗(Q) = ∅. Обозначим, rank(Q) = 0.
Пусть: µ∗(Q) 6= ∅, ∃r ∈ N∀k ∈ µ∗(Q)(k 6 r). Обозначим, rank(Q) = max

(

µ∗(Q)
)

.
Пусть ∀r ∈ N∃k ∈ µ∗(Q)(k > r + 1). Обозначим, rank(Q) = +∞.
Будем говорить, что rank(Q) — ранг множества Q.

Определение (размерность подпространства). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное про-
странство над полем K; Q — подпространство пространства L. Обозначим, dim(Q) =
rank(Q). Будем говорить, что dim(Q) — размерность подпространства Q.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q ⊆ L.
Пусть r ∈ µ∗(Q). Тогда ∀k = 1, r

(

k ∈ µ∗(Q)
)

.
Пусть: r ∈ N, r /∈ µ∗(Q). Тогда ∀k[k ∈ Z ∧ k > r]

(

k /∈ µ∗(Q)
)

.
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Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q ⊆ L.
1. Пусть rank(Q) = 0. Тогда для любого номера k ∈ N, для любых векторов x1, . . . , xk ∈

Q справедливо утверждение: x1, . . . , xk — линейно зависимые векторы.
Пусть для любого вектора x ∈ Q справедливо утверждение: x — линейно зависимый

вектор. Тогда rank(Q) = 0.
2. Пусть: r ∈ N, rank(Q) = r. Тогда: для любого номера k = 1, r существуют векторы

x1, . . . , xk ∈ Q, удовлетворяющие условию: x1, . . . , xk — линейно независимые векторы;
для любого номера k, удовлетворяющего условиям: k ∈ Z, k > r + 1, для любых векторов
x1, . . . , xk ∈ Q справедливо утверждение: x1, . . . , xk — линейно зависимые векторы.

Пусть: r ∈ N; существуют векторы x1, . . . , xr ∈ Q, удовлетворяющие условию:
x1, . . . , xr — линейно независимые векторы; для любых векторов x1, . . . , xr+1 ∈ Q спра-
ведливо утверждение: x1, . . . , xr+1 — линейно зависимые векторы. Тогда rank(Q) = r.

3. Пусть rank(Q) = +∞. Тогда для любого номера k ∈ N существуют векторы
x1, . . . , xk ∈ Q, удовлетворяющие условию: x1, . . . , xk — линейно независимые векторы.

Пусть для любого номера r ∈ N существует номер k, удовлетворяющий условиям:
k ∈ Z, k > r+1, такой, что существуют векторы x1, . . . , xk ∈ Q, удовлетворяющие условию:
x1, . . . , xk — линейно независимые векторы. Тогда rank(Q) = +∞.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.
1. Пусть: Q ⊆ L, rank(Q) = 0. Тогда: Q — множество, ∀x ∈ Q(x = θ).

Пусть: Q — множество, ∀x ∈ Q(x = θ). Тогда: Q ⊆ L, rank(Q) = 0.
2. Пусть: Q ⊆ L, rank(Q) = 0. Тогда Q = ∅ ∨Q = {θ}.

Пусть Q = ∅ ∨Q = {θ}. Тогда: Q ⊆ L, rank(Q) = 0.
3. Пусть: Q ⊆ L, Q — конечное множество. Тогда rank(Q) 6 card(Q).
4. Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ L,Q = {x1, . . . , xr}. Тогда:Q ⊆ L,Q— конечное множество,

card(Q) 6 r. Следовательно rank(Q) 6 r.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q2 ⊆ L,
Q1 ⊆ Q2. Тогда rank(Q1) 6 rank(Q2).

Доказательство. Обозначим: r1 = rank(Q1), r2 = rank(Q2). Тогда r1, r2 ∈ Z+. Предполо-
жим, что r2 < r1. Тогда: r1 ∈ N, r2 ∈ Z+. Так как: rank(Q1) = r1, r2+1 6 r1, то существуют
векторы x1, . . . , xr2+1, удовлетворяющие условиям: x1, . . . , xr2+1 ∈ Q1, x1, . . . , xr2+1 — ли-
нейно независимые векторы. Так как: x1, . . . , xr2+1 ∈ Q1, Q1 ⊆ Q2, то x1, . . . , xr2+1 ∈ Q2.
Так как rank(Q2) = r2, то x1, . . . , xr2+1 — линейно зависимые векторы (что противоречит
утверждению: x1, . . . , xr2+1 — линейно независимые векторы). Итак, r1 6 r2.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q ⊆ L,
r ∈ N, rank(Q) = r, e1, . . . , er ∈ Q, e1, . . . , er — линейно независимые векторы. Тогда
e1, . . . , er — базис множества Q длины r.

Доказательство. По условию: r ∈ N, e1, . . . , er ∈ Q, e1, . . . , er — линейно независимые
векторы.

Пусть x ∈ Q. Так как: rank(Q) = r, e1, . . . , er ∈ Q, то e1, . . . , er, x — линейно зависимые
векторы. Так как e1, . . . , er — линейно независимые векторы, то x ∈ L(e1, . . . , er). Итак,
e — базис множества Q длины r.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q ⊆ L,
r ∈ N, rank(Q) = r. Тогда существуют векторы e1, . . . , er, удовлетворяющие условию:
e1, . . . , er — базис множества Q длины r.
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Доказательство. Так как rank(Q) = r, то существуют векторы e1, . . . , er, удовлетво-
ряющие условиям: e1, . . . , er ∈ Q, e1, . . . , er — линейно независимые векторы. Так как
rank(Q) = r, то e1, . . . , er — базис множества Q длины r.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,
x1, . . . , xr ∈ L.

Пусть: r0 ∈ N, e ∈ {x1, . . . , xr}r0, {x1, . . . , xr} ⊆ L(e1, . . . , er0), r0 < r. Тогда x1, . . . , xr —
линейно зависимые векторы.

Доказательство. Так как e1, . . . , er0 ∈ {x1, . . . , xr}, то существуют числа k1, . . . , kr0 =
1, r, удовлетворяющие условиям: e1 = xk1 , . . . , er0 = xkr0 . Так как r0 < r, то существует

число k = 1, r, удовлетворяющее условию k /∈ {k1, . . . , kr0}. Тогда k1, . . . , kr0 ∈ {1, . . . , k −
1, k + 1, . . . , r}. Так как xk ∈ {x1, . . . , xr}, то: xk ∈ L(e1, . . . , er0) = L(xk1 , . . . , xkr0 ). Так как
k1, . . . , kr0 ∈ {1, . . . , k−1, k+1, . . . , r}, то xk ∈ L(x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xr). Тогда x1, . . . , xr —
линейно зависимые векторы.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q1,
Q2 — подпространства пространства L, Q1 ⊆ Q2, dim(Q1) = dim(Q2), dim(Q2) 6= +∞.
Тогда Q1 = Q2.

Доказательство. Обозначим, N = dim(Q2). Тогда: N ∈ Z+, dim(Q1), dim(Q2) = N .
Пусть N = 0. Так как dim(Q1), dim(Q2) = N , то Q1, Q2 = {θ}. Тогда Q1 = Q2.
Пусть N 6= 0. Тогда N ∈ N. Так как dim(Q1) = N , то существуют векторы e1, . . . , eN ,

удовлетворяющие условиям: e1, . . . , eN ∈ Q1, e1, . . . , eN — линейно независимые векто-
ры. Так как dim(Q1) = N , то e1, . . . , eN — базис подпространства Q1 длины N . Так как:
e1, . . . , eN ∈ Q1, Q1 ⊆ Q2, то e1, . . . , eN ∈ Q2. Так как: e1, . . . , eN — линейно независи-
мые векторы, dim(Q2) = N , то e1, . . . , eN — базис подпространства Q2 длины N . Тогда:
Q1 = L(e1, . . . , eN) = Q2.
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Лекция 9. Определитель матрицы

9.1. Определение определителя. Теория перестановок

Определение (определитель в пространстве KN×N). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N;
F : KN×N =⇒ K.

Пусть справедливы утверждения.
1. Пусть: k = 1, N , X, Y , A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN ∈ KN . Тогда:

F (A1, . . . , Ak−1, X + Y,Ak+1, . . . , AN) =

= F (A1, . . . , Ak−1, X,Ak+1, . . . , AN) + F (A1, . . . , Ak−1, Y, Ak+1, . . . , AN).

2. Пусть: k = 1, N , λ ∈ K, A1, . . . , AN ∈ KN . Тогда:

F (A1, . . . , Ak−1, λAk, Ak+1, . . . , AN) = λF (A1, . . . , AN ).

3. Пусть: k, m = 1, N , k < m, A1, . . . , AN ∈ KN , Ak = Am. Тогда F (A1, . . . , AN) = 0.
4. F (I) = 1.
Будем говорить, что F — определитель в пространстве KN×N .

Замечание. Пусть K ∈ {C,R,Q}.
Пусть A ∈ K1×1. Обозначим, F (A) = A1

1. Очевидно, F — определитель в пространстве
K1×1.

Пусть A ∈ K2×2. Обозначим, F (A) = A1
1A

2
2 − A2

1A
1
2. Очевидно, F — определитель в

пространстве K2×2.
Пусть A ∈ K3×3. Обозначим, F (A) = A1

1A
2
2A

3
3+A

3
1A

1
2A

2
3+A

2
1A

3
2A

1
3−A3

1A
2
2A

1
3−A1

1A
3
2A

2
3−

A2
1A

1
2A

3
3. Очевидно, F — определитель в пространстве K3×3.

Замечание (перестановки).
1. Пусть M — некоторое множество.

Будем говорить, что σ — перестановка множества M , если: σ — обратимая функция,
D(σ) =M , R(σ) =M .

Обозначим через S(M) множество всех перестановок множества M .
Пусть σ1, σ2 ∈ S(M). Обозначим, σ2σ1 = σ2 ◦ σ1. Очевидно: σ2σ1 — обратимая функ-

ция,

D(σ2σ1) =
{

x : x ∈ D(σ1) ∧ σ1(x) ∈ D(σ2)
}

=
{

x : x ∈M ∧ σ1(x) ∈M
}

= {x : x ∈M} =M,

R(σ2σ1) = (σ2σ1)[M ] = σ2
[

σ1[M ]
]

= σ2
[

R(σ1)
]

= σ2[M ] = R(σ2) =M.

Тогда σ2σ1 ∈ S(M).
Обозначим: e(x) = x при x ∈M . Очевидно, e ∈ S(M).
Пусть σ ∈ S(M). Очевидно: σ−1 — обратимая функция, D(σ−1) = R(σ) = M ,

R(σ−1) = D(σ) =M . Тогда σ−1 ∈ S(M).
Пусть σ1, σ2, σ3 ∈ S(M). Очевидно, (σ3σ2)σ1 = σ3(σ2σ1).
Пусть σ ∈ S(M). Очевидно: σe = σ, eσ = σ.
Пусть σ ∈ S(M). Очевидно: σσ−1 = e, σ−1σ = e.

2. Пусть: M — некоторое конечное множество; σ — обратимая функция, D(σ) = M ,
R(σ) ⊆ M . Так как D(σ) — конечное множество, то R(σ) — конечное множество. Так как
σ — обратимая функция, то: card

(

R(σ)
)

= card
(

D(σ)
)

= card(M). Так как: R(σ) ⊆ M ,
card

(

R(σ)
)

= card(M), то R(σ) =M . Тогда σ ∈ S(M).
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3. Обозначим, S0 = S(∅).
Пусть N ∈ N. Обозначим, SN = S

(

{1, . . . , N}
)

.

4. Пусть: N ∈ N; k1, . . . , kN = 1, N , k1, . . . , kN — различные числа. Обозначим:
σ(1) = k1, . . . , σ(N) = kN . Очевидно: σ — обратимая функция, D(σ) = {1, . . . , N},
R(σ) ⊆ {1, . . . , N}. Тогда σ ∈ SN .

Замечание (простые и элементарные перестановки). Пусть: N ∈ Z, N > 2.

Пусть σ ∈ SN . Будем говорить, что σ — простая перестановка, если существуют числа
k, m = 1, N , удовлетворяющие условиям: k < m, σ(k) = m, σ(m) = k, σ(i) = i при:
i = 1, N , i 6= k, i 6= m.

Пусть σ ∈ SN . Будем говорить, что σ раскладывается в произведение простых пере-
становок, если существует число r ∈ N, существуют перестановки σ1, . . . , σr ∈ SN , удовле-
творяющие условиям: σ1, . . . , σr — простые перестановки, σ = σr · · · σ1.

Пусть σ ∈ SN . Будем говорить, что σ — элементарная перестановка, если существует
число k = 1, N − 1, удовлетворяющее условиям: σ(k) = k + 1, σ(k + 1) = k, σ(i) = i при:
i = 1, N , i 6= k, i 6= k + 1.

Пусть σ ∈ SN . Будем говорить, что σ раскладывается в произведение элементарных
перестановок, если существует число r ∈ N, существуют перестановки σ1, . . . , σr ∈ SN ,
удовлетворяющие условиям: σ1, . . . , σr — элементарные перестановки, σ = σr · · · σ1.

Очевидно, e раскладывается в произведение элементарных перестановок.

Утверждение. Пусть: N ∈ Z, N > 2; σ ∈ SN . Тогда σ раскладывается в произведение
элементарных перестановок.

Доказательство. Достаточно доказать, что для любого числа Ñ = 1, N существует пере-
становка σ̃ ∈ SN , удовлетворяющая условиям: σ̃ раскладывается в произведение элемен-

тарных перестановок, σ̃(i) = σ(i) при i = 1, Ñ .

Так как σ(1) = 1, N , то существует число k = 1, N , удовлетворяющее условию
e(k) = σ(1). Пусть k = 1. Тогда: e ∈ SN , e раскладывается в произведение элементар-
ных перестановок, e(1) = σ(1). Пусть k > 2. Тогда существует число r ∈ N, существуют
перестановки σ1, . . . , σr ∈ SN , удовлетворяющие условиям: σ1, . . . , σr — элементарные пе-
рестановки, (eσr · · · σ1)(1) = σ(1). Следовательно: eσr · · · σ1 ∈ SN , eσr · · · σ1 раскладывается
в произведение элементарных перестановок, (eσr · · · σ1)(1) = σ(1).

Пусть: Ñ = 1, N − 1, σ̃ ∈ SN , σ̃ раскладывается в произведение элементарных пе-

рестановок, σ̃(i) = σ(i) при i = 1, Ñ . Так как σ(Ñ + 1) = 1, N , то существует число
k = 1, N , удовлетворяющее условию σ̃(k) = σ(Ñ + 1). Предположим, что k 6 Ñ . Тогда:
σ(Ñ + 1) = σ̃(k) = σ(k). Так как σ — обратимая функция, то Ñ + 1 = k (что проти-
воречит утверждению: k 6 Ñ). Итак, k > Ñ + 1. Пусть k = Ñ + 1. Тогда: σ̃ ∈ SN , σ̃

раскладывается в произведение элементарных перестановок, σ̃(i) = σ(i) при i = 1, Ñ + 1.
Пусть k > Ñ+2. Тогда существует число r ∈ N, существуют перестановки σ1, . . . , σr ∈ SN ,
удовлетворяющие условиям: σ1, . . . , σr — элементарные перестановки, (σ̃σr · · · σ1)(i) = σ(i)

при i = 1, Ñ + 1. Следовательно: σ̃σr · · · σ1 ∈ SN , σ̃σr · · · σ1 раскладывается в произведение

элементарных перестановок, (σ̃σr · · · σ1)(i) = σ(i) при i = 1, Ñ + 1.

Определение. Обозначим: h(x) = 0 при x ∈ (−∞, 0); h(x) = 1 при x ∈ [0,+∞). Очевидно,
h : R =⇒ R. Будем говорить, что h — функция Хевисайда.

Определение. Пусть: N ∈ Z, N > 2.
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Пусть σ ∈ SN . Обозначим:

P (σ) =
∑

16i<j6N

h
(

σ(i)− σ(j)
)

.

Очевидно, P (σ) ∈ Z+. Будем говорить, что P (σ) — число беспорядков в перестановке σ.
Пусть σ ∈ SN . Обозначим, sgn(σ) = (−1)P (σ). Очевидно, sgn(σ) ∈ {−1, 1}. Будем гово-

рить, что sgn(σ) — знак перестановки σ.
Очевидно: P (e) = 0, sgn(e) = 1.

Определение. Пусть N = 0, 1.
Пусть σ ∈ SN . Обозначим, P (σ) = 0. Будем говорить, что P (σ) — число беспорядков в

перестановке σ.
Пусть σ ∈ SN . Обозначим, sgn(σ) = 1. Будем говорить, что sgn(σ) — знак перестановки

σ.
Пусть σ ∈ SN . Очевидно, sgn(σ) = (−1)P (σ).

Замечание. Пусть: N ∈ Z, N > 2; σ ∈ SN , i0 = 1, N − 1. Тогда:

P (σ) =
∑

16i<j6N

h
(

σ(i)− σ(j)
)

=

=
∑

16i<j6N,
i, j 6=i0, i0+1

h
(

σ(i)− σ(j)
)

+ h
(

σ(i0)− σ(i0 + 1)
)

+

+
N
∑

j=i0+2

h
(

σ(i0)− σ(j)
)

+
N
∑

j=i0+2

h
(

σ(i0 + 1)− σ(j)
)

+

+

i0−1
∑

i=1

h
(

σ(i)− σ(i0)
)

+

i0−1
∑

i=1

h
(

σ(i)− σ(i0 + 1)
)

.

Утверждение. Пусть: N ∈ Z, N > 2; σ1, σ2 ∈ SN , σ1 — элементарная перестановка.
Тогда:

∣

∣P (σ2σ1)− P (σ2)
∣

∣ = 1, sgn(σ2σ1) = − sgn(σ2).

Доказательство. Так как σ1 — элементарная перестановка, то существует число i0 =
1, N − 1, удовлетворяющее условиям: σ1(i0) = i0 +1, σ1(i0 +1) = i0, σ1(i) = i при: i = 1, N ,
i 6= i0, i 6= i0 + 1. Тогда:

P (σ2) =
∑

16i<j6N,
i, j 6=i0, i0+1

h
(

σ2(i)− σ2(j)
)

+ h
(

σ2(i0)− σ2(i0 + 1)
)

+

+
N
∑

j=i0+2

h
(

σ2(i0)− σ2(j)
)

+
N
∑

j=i0+2

h
(

σ2(i0 + 1)− σ2(j)
)

+

+

i0−1
∑

i=1

h
(

σ2(i)− σ2(i0)
)

+

i0−1
∑

i=1

h
(

σ2(i)− σ2(i0 + 1)
)

;

P (σ2σ1) =
∑

16i<j6N,
i, j 6=i0, i0+1

h
(

(σ2σ1)(i)− (σ2σ1)(j)
)

+ h
(

(σ2σ1)(i0)− (σ2σ1)(i0 + 1)
)

+

+
N
∑

j=i0+2

h
(

(σ2σ1)(i0)− (σ2σ1)(j)
)

+
N
∑

j=i0+2

h
(

(σ2σ1)(i0 + 1)− (σ2σ1)(j)
)

+
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+

i0−1
∑

i=1

h
(

(σ2σ1)(i)− (σ2σ1)(i0)
)

+

i0−1
∑

i=1

h
(

(σ2σ1)(i)− (σ2σ1)(i0 + 1)
)

=

=
∑

16i<j6N,
i, j 6=i0, i0+1

h
(

σ2(i)− σ2(j)
)

+ h
(

σ2(i0 + 1)− σ2(i0)
)

+

+
N
∑

j=i0+2

h
(

σ2(i0 + 1)− σ2(j)
)

+
N
∑

j=i0+2

h
(

σ2(i0)− σ2(j)
)

+

+

i0−1
∑

i=1

h
(

σ2(i)− σ2(i0 + 1)
)

+

i0−1
∑

i=1

h
(

σ2(i)− σ2(i0)
)

.

Следовательно:

P (σ2σ1)− P (σ2) = h
(

σ2(i0 + 1)− σ2(i0)
)

− h
(

σ2(i0)− σ2(i0 + 1)
)

.

Так как σ2 — обратимая функция, то σ2(i0) 6= σ2(i0 + 1). Пусть σ2(i0) < σ2(i0 + 1). Тогда
P (σ2σ1) − P (σ2) = 1. Следовательно:

∣

∣P (σ2σ1) − P (σ2)
∣

∣ = 1, sgn(σ2σ1) = − sgn(σ2). Пусть
σ2(i0) > σ2(i0 + 1). Тогда P (σ2σ1) − P (σ2) = −1. Следовательно:

∣

∣P (σ2σ1) − P (σ2)
∣

∣ = 1,
sgn(σ2σ1) = − sgn(σ2).

Утверждение.

1. Пусть: N ∈ Z, N > 2; r ∈ N, σ1, . . . , σr ∈ SN , σ1, . . . , σr — элементарные переста-
новки. Тогда sgn(σr · · · σ1) = (−1)r.

2. Пусть: N ∈ N, N > 2; σ ∈ SN , σ — элементарная перестановка. Тогда sgn(σ) = −1.
3. Пусть: N ∈ Z+; σ1, σ2 ∈ SN . Тогда sgn(σ2σ1) = sgn(σ2) sgn(σ1).
4. Пусть: N ∈ Z+; σ ∈ SN . Тогда sgn(σ−1) = sgn(σ).
5. Пусть: N ∈ Z, N > 2; σ ∈ SN , σ — простая перестановка. Тогда sgn(σ) = −1.
6. Пусть: N ∈ Z, N > 2; r ∈ N, σ1, . . . , σr ∈ SN , σ1, . . . , σr — простые перестановки.

Тогда sgn(σr · · · σ1) = (−1)r.

Доказательство.
1. Очевидно:

sgn(σr · · · σ1) = sgn(eσr · · · σ1) = (−1)r sgn(e) = (−1)r.

2. Очевидно: sgn(σ) = (−1)1 = −1.
3. Пусть N > 2. Тогда существует число r ∈ N, существуют перестановки

σ1,1, . . . , σ1,r ∈ SN , удовлетворяющие условиям: σ1,1, . . . , σ1,r — элементарные перестановки,
σ1 = σ1,r · · · σ1,1. Следовательно:

sgn(σ2σ1) = sgn(σ2σ1,r · · · σ1,1) = sgn(σ2)(−1)r = sgn(σ2) sgn(σ1).

Пусть N = 0, 1. Тогда σ1, σ2 = e. Следовательно:

sgn(σ2σ1) = sgn(ee) = sgn(e) = sgn(e) sgn(e) = sgn(σ2) sgn(σ1).

4. Очевидно: σσ−1 = e, sgn(σσ−1) = sgn(e), sgn(σ) sgn(σ−1) = 1, sgn(σ−1) = sgn(σ).
5. Так как σ — простая перестановка, то существуют числа k, m = 1, N , удовле-

творяющие условиям: k < m, σ(k) = m, σ(m) = k, σ(i) = i при: i = 1, N , i 6= k,
i 6= m. Тогда существуют перестановки σ1, . . . , σ2(m−k)−1 ∈ SN , удовлетворяющие услови-
ям: σ1, . . . , σ2(m−k)−1 — элементарные перестановки, σ = eσ2(m−k)−1 · · · σ1. Следовательно:
sgn(σ) = sgn(eσ2(m−k)−1 · · · σ1) = (−1)2(m−k)−1 sgn(e) = −1.

6. Очевидно: sgn(σr · · · σ1) = sgn(σr) · · · sgn(σ1) = (−1)r.
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9.2. Существование и единственность определителя

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N; F — определитель в пространстве KN×N .
1. Пусть: k, m = 1, N , k < m, A1, . . . , AN ∈ KN . Тогда:

F (A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , Am−1, Ak, Am+1, . . . , AN) = −F (A1, . . . , AN).

2. Пусть: σ ∈ SN , A1, . . . , AN ∈ KN . Тогда:

F (Aσ(1), . . . , Aσ(N)) = sgn(σ)F (A1, . . . , AN).

3. Пусть σ ∈ SN . Тогда:

F (Iσ(1), . . . , Iσ(N)) = sgn(σ).

4. Пусть A ∈ KN×N . Тогда:

F (A) = F (Ik1 , . . . , IkN )A
k1
1 · · ·AkN

N .

5. Пусть A ∈ KN×N . Тогда:

F (A) =
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(N)

N .

Доказательство.
1. Очевидно:

F (A1, . . . , Ak−1, Ak + Am, Ak+1, . . . , Am−1, Ak + Am, Am+1, . . . , AN) = 0,

F (A1, . . . , Ak−1, Ak, Ak+1, . . . , Am−1, Ak, Am+1, . . . , AN ) +

+ F (A1, . . . , Ak−1, Ak, Ak+1, . . . , Am−1, Am, Am+1, . . . , AN) +

+ F (A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , Am−1, Ak, Am+1, . . . , AN) +

+ F (A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , Am−1, Am, Am+1, . . . , AN) = 0,

F (A1, . . . , AN) + F (A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , Am−1, Ak, Am+1, . . . , AN) = 0,

F (A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , Am−1, Ak, Am+1, . . . , AN) = −F (A1, . . . , AN).

2. Пусть N > 2. Тогда существует число r ∈ N, существуют перестановки σ1, . . . , σr ∈
SN , удовлетворяющие условиям: σ1, . . . , σr — элементарные перестановки, σ = σr · · · σ1.
Следовательно:

F (Aσ(1), . . . , Aσ(N)) = F (A(σr···σ1)(1), . . . , A(σr ···σ1)(N)) = (−1)rF (A1, . . . , AN) =

= sgn(σ)F (A1, . . . , AN).

Пусть N = 1. Тогда σ = e. Следовательно:

F (Aσ(1)) = F (Ae(1)) = F (A1) = sgn(e)F (A1) = sgn(σ)F (A1).

3. Очевидно:

F (Iσ(1), . . . , Iσ(N)) = sgn(σ)F (I1, . . . , IN) = sgn(σ)F (I) = sgn(σ).
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4. Очевидно:

F (A) = F (A1, . . . , AN ) = F (Ik1A
k1
1 , . . . , IkNA

kN
N ) = F (Ik1 , . . . , IkN )A

k1
1 · · ·AkN

N .

5. Очевидно:

F (A) = F (Ik1 , . . . , IkN )A
k1
1 · · ·AkN

N =
∑

k1,...,kN=1,N,
k1, . . . , kN — различные числа

F (Ik1 , . . . , IkN )A
k1
1 · · ·AkN

N =

=
∑

σ∈SN

F (Iσ(1), . . . , Iσ(N))A
σ(1)
1 · · ·Aσ(N)

N =
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(N)

N .

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N; F1, F2 — определители в пространстве
KN×N . Тогда F1 = F2.

Доказательство. Очевидно, F1, F2 : KN×N =⇒ K. Пусть A ∈ KN×N . Тогда:

F1(A) =
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(N)

N = F2(A).

Следовательно, F1 = F2.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N; F (A) =
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(N)

N при A ∈

KN×N . Тогда F — определитель в пространстве KN×N .

Доказательство. Очевидно, F : KN×N =⇒ K.
1. Пусть: k = 1, N , X, Y , A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN ∈ KN . Тогда:

F (A1, . . . , Ak−1, X + Y,Ak+1, . . . , AN) =

=
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(k−1)

k−1 (X + Y )σ(k)A
σ(k+1)
k+1 · · ·Aσ(N)

N =

=
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(k−1)

k−1 Xσ(k)A
σ(k+1)
k+1 · · ·Aσ(N)

N +

+
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(k−1)

k−1 Y σ(k)A
σ(k+1)
k+1 · · ·Aσ(N)

N =

= F (A1, . . . , Ak−1, X,Ak+1, . . . , AN) + F (A1, . . . , Ak−1, Y, Ak+1, . . . , AN).

2. Пусть: k = 1, N , λ ∈ K, A1, . . . , AN ∈ KN . Тогда:

F (A1, . . . , Ak−1, λAk, Ak+1, . . . , AN ) =

=
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(k−1)

k−1 (λAk)
σ(k)A

σ(k+1)
k+1 · · ·Aσ(N)

N =

= λ
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(N)

N = λF (A1, . . . , AN).

3. Пусть: k, m = 1, N , k < m, X, A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , Am−1, Am+1, . . . , AN ∈ KN .
Обозначим: σ0(k) = m, σ0(m) = k, σ0(i) = i при: i = 1, N , i 6= k, i 6= m. Тогда: σ0 ∈ SN ,
σ0 — простая перестановка. Обозначим:

SN,1 =
{

σ : σ ∈ SN ∧ σ(k) < σ(m)
}

,
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SN,2 =
{

σ : σ ∈ SN ∧ σ(k) > σ(m)
}

.

Тогда: SN,1 ∪ SN,2 = SN , SN,1 ∩ SN,2 = ∅, SN,1, SN,2 6= ∅. Следовательно:

F (A1, . . . , Ak−1, X,Ak+1, . . . , Am−1, X,Am+1, . . . , AN) =

=
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(k−1)

k−1 Xσ(k)A
σ(k+1)
k+1 · · ·Aσ(m−1)

m−1 Xσ(m)A
σ(m+1)
m+1 · · ·Aσ(N)

N =

=
∑

σ∈SN,1

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(k−1)

k−1 Xσ(k)A
σ(k+1)
k+1 · · ·Aσ(m−1)

m−1 Xσ(m)A
σ(m+1)
m+1 · · ·Aσ(N)

N +

+
∑

σ∈SN,2

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(k−1)

k−1 Xσ(k)A
σ(k+1)
k+1 · · ·Aσ(m−1)

m−1 Xσ(m)A
σ(m+1)
m+1 · · ·Aσ(N)

N =

= [замена: σ̃ = σσ0, σ ∈ SN,2; σ = σ̃σ0, σ̃ ∈ SN,1] =

=
∑

σ∈SN,1

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(k−1)

k−1 Xσ(k)A
σ(k+1)
k+1 · · ·Aσ(m−1)

m−1 Xσ(m)A
σ(m+1)
m+1 · · ·Aσ(N)

N +

+
∑

σ̃∈SN,1

sgn(σ̃σ0)A
(σ̃σ0)(1)
1 · · ·A(σ̃σ0)(k−1)

k−1 X(σ̃σ0)(k) ×

× A
(σ̃σ0)(k+1)
k+1 · · ·A(σ̃σ0)(m−1)

m−1 X(σ̃σ0)(m)A
(σ̃σ0)(m+1)
m+1 · · ·A(σ̃σ0)(N)

N =

=
∑

σ∈SN,1

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(k−1)

k−1 Xσ(k)A
σ(k+1)
k+1 · · ·Aσ(m−1)

m−1 Xσ(m)A
σ(m+1)
m+1 · · ·Aσ(N)

N −

−
∑

σ̃∈SN,1

sgn(σ̃)A
σ̃(1)
1 · · ·Aσ̃(k−1)

k−1 X σ̃(m)A
σ̃(k+1)
k+1 · · ·Aσ̃(m−1)

m−1 X σ̃(k)A
σ̃(m+1)
m+1 · · ·Aσ̃(N)

N = 0.

4. Очевидно:

F (I) =
∑

σ∈SN

sgn(σ)I
σ(1)
1 · · · Iσ(N)

N =
∑

σ∈SN

sgn(σ)δ
σ(1)
1 · · · δσ(N)

N = sgn(e)δ
e(1)
1 · · · δe(N)

N = 1.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N. Обозначим через detN определитель в про-
странстве KN×N . Далее обычно будем писать det вместо detN .

9.3. Основные свойства определителя

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N.
1. Пусть: k = 1, N , A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN ∈ KN . Тогда:

det(A1, . . . , Ak−1, θ, Ak+1, . . . , AN) = 0.

2. Пусть: N > 2, k = 1, N , A1, . . . , AN ∈ KN , Ak ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN). Тогда:

det(A1, . . . , AN) = 0.

3. Пусть: A1, . . . , AN ∈ KN , A1, . . . , AN ∈ KN — линейно зависимые столбцы. Тогда:

det(A1, . . . , AN) = 0.

4. Пусть: N > 2, k = 1, N , A1, . . . , AN ∈ KN , X ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN). Тогда:

det(A1, . . . , Ak−1, Ak +X,Ak+1, . . . , AN) = det(A1, . . . , AN).
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5. Пусть: A ∈ KN×N , k1, . . . , kN = 1, N . Тогда:

det(Ak1 , . . . , AkN ) = det(A) det(Ik1 , . . . , IkN ).

6. Пусть A, B ∈ KN×N . Тогда:

det(BA) = det(B) det(A).

7. Пусть A ∈ KN×N . Тогда:

det(AT ) = det(A).

Доказательство.
1. Очевидно:

det(A1, . . . , Ak−1, θ, Ak+1, . . . , AN) = det(A1, . . . , Ak−1, 0θ, Ak+1, . . . , AN) =

= 0det(A1, . . . , Ak−1, θ, Ak+1, . . . , AN) = 0.

2. Так как Ak ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN), то существуют числа α1, . . . , αk−1,
αk+1, . . . , αN , удовлетворяющие условиям: α1, . . . , αk−1, αk+1, . . . , αN ∈ K, Ak =

∑

m=1,N,m 6=k

αmAm. Тогда:

det(A1, . . . , AN ) = det
(

A1, . . . , Ak−1,
∑

m=1,N,m 6=k

αmAm, Ak+1, . . . , AN

)

=

=
∑

m=1,N,m 6=k

αm det(A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , AN) = 0.

3. Пусть N > 2. Так как A1, . . . , AN — линейно зависимые столбцы, то существует
номер k = 1, N , удовлетворяющий условию Ak ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN). Тогда
det(A1, . . . , AN) = 0.

Пусть N = 1. Так как A1 — линейно зависимый столбец, то A1 = θ. Тогда: det(A1) =
det(θ) = 0.

4. Очевидно:

det(A1, . . . , Ak−1, Ak +X,Ak+1, . . . , AN) =

= det(A1, . . . , AN ) + det(A1, . . . , Ak−1, X,Ak+1, . . . , AN) = det(A1, . . . , AN).

5. Пусть числа k1, . . . , kN не являются различными. Тогда: det(Ak1 , . . . , AkN ) = 0,
det(A) det(Ik1 , . . . , IkN ) = 0. Следовательно, det(Ak1 , . . . , AkN ) = det(A) det(Ik1 , . . . , IkN ).

Пусть k1, . . . , kN — различные числа. Обозначим: σ(1) = k1, . . . , σ(N) = kN . Тогда
σ ∈ SN . Следовательно:

det(Ak1 , . . . , AkN ) = det(Aσ(1), . . . , Aσ(N)) = sgn(σ) det(A1, . . . , AN) = sgn(σ) det(A);

det(A) det(Ik1 , . . . , IkN ) = det(A) det(Iσ(1), . . . , Iσ(N)) = sgn(σ) det(A) det(I1, . . . , IN) =

= sgn(σ) det(A) det(I) = sgn(σ) det(A).

Тогда det(Ak1 , . . . , AkN ) = det(A) det(Ik1 , . . . , IkN ).
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6. Очевидно:

det(BA) = det
(

(BA)1, . . . , (BA)N
)

= det(Bk1A
k1
1 , . . . , BkNA

kN
N ) =

= det(Bk1 , . . . , BkN )A
k1
1 · · ·AkN

N = det(Ik1 , . . . , IkN ) det(B)Ak1
1 · · ·AkN

N = det(B) det(A).

7. Очевидно:

det(AT ) =
∑

σ∈SN

sgn(σ)(AT )
σ(1)
1 · · · (AT )

σ(N)
N =

∑

σ∈SN

sgn(σ)A1
σ(1) · · ·AN

σ(N) =

=
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ−1(1)
1 · · ·Aσ−1(N)

N = [замена: σ̃ = σ−1, σ ∈ SN ; σ = σ̃−1, σ̃ ∈ SN ] =

=
∑

σ̃∈SN

sgn(σ̃−1)A
σ̃(1)
1 · · ·Aσ̃(N)

N =
∑

σ̃∈SN

sgn(σ̃)A
σ̃(1)
1 · · ·Aσ̃(N)

N = det(A).

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N ∈ Z, N > 2; A ∈ KN×N , i, j = 1, N . Обозначим

через ∆
j

i (A) определитель матрицы, которая получается из матрицы A вычёркиванием

столбца Ai и строки Aj. Будем говорить, что ∆
j

i (A) — минор матрицы A, дополнительный

к элементу Aj
i . Будем говорить, что (−1)j+i∆

j

i (A) — алгебраическое дополнение элемента
Aj

i в матрице A.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ Z, N > 2; A ∈ KN×N . Тогда:

det(A1, . . . , AN−1, IN) = ∆
N

N(A).

Доказательство. Пусть σ̃ ∈ SN−1. Обозначим: ϕ(σ̃)(k) = σ̃(k) при k = 1, N − 1; ϕ(σ̃)(N) =
N . Тогда: ϕ(σ̃) ∈ SN , sgn

(

ϕ(σ̃)
)

= sgn(σ̃). Очевидно: ϕ — обратимая функция, D(ϕ) =
SN−1, R(ϕ) =

{

σ : σ ∈ SN ∧ σ(N) = N
}

. Тогда:

det(A1, . . . , AN−1, IN) =
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(N−1)

N−1 I
σ(N)
N =

=
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(N−1)

N−1 δ
σ(N)
N =

∑

σ∈SN , σ(N)=N

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(N−1)

N−1 δ
σ(N)
N =

=
∑

σ∈SN , σ(N)=N

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(N−1)

N−1 =
[

замена: σ = ϕ(σ̃), σ̃ ∈ SN−1

]

=

=
∑

σ̃∈SN−1

sgn
(

ϕ(σ̃)
)

A
ϕ(σ̃)(1)
1 · · ·Aϕ(σ̃)(N−1)

N−1 =
∑

σ̃∈SN−1

sgn(σ̃)A
σ̃(1)
1 · · ·Aσ̃(N−1)

N−1 = ∆
N

N(A).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ Z, N > 2; A ∈ KN×N , i0, j0 = 1, N . Тогда:

det(A1, . . . , Ai0−1, Ij0 , Ai0+1, . . . , AN) = (−1)j0+i0∆
j0
i0
(A).

Доказательство. Обозначим:

B = (A1, . . . , Ai0−1, Ai0+1, . . . , AN , Ij0),

C =























B1

...
Bj0−1

Bj0+1

...
BN

Bj0























.
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Тогда:

det(A1, . . . , Ai0−1, Ij0 , Ai0+1, . . . , AN) = (−1)N−i0 det(A1, . . . , Ai0−1, Ai0+1, . . . , AN , Ij0) =

= (−1)N−i0 det(B) = (−1)N−i0 det























B1

...
Bj0−1

Bj0

Bj0+1

...
BN























= (−1)N−i0(−1)N−j0 det























B1

...
Bj0−1

Bj0+1

...
BN

Bj0























=

= (−1)N−i0(−1)N−j0 det(C) = (−1)N−i0(−1)N−j0 det(C1, . . . , CN−1, CN) =

= (−1)j0+i0 det(C1, . . . , CN−1, IN) = (−1)j0+i0∆
N

N(C) = (−1)j0+i0∆
j0
i0
(A).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ Z, N > 2; A ∈ KN×N , i0 = 1, N . Тогда:

det(A) =
N
∑

j=1

(−1)j+i0∆
j

i0
(A)Aj

i0
.

Доказательство. Очевидно:

det(A) = det(A1, . . . , Ai0−1, Ai0 , Ai0+1, . . . , AN) = det(A1, . . . , Ai0−1, IjA
j
i0
, Ai0+1, . . . , AN) =

= det(A1, . . . , Ai0−1, Ij, Ai0+1, . . . , AN)A
j
i0
=

N
∑

j=1

(−1)j+i0∆
j

i0
(A)Aj

i0
.

9.4. Метод Гаусса—Жордана для вычисления определителя

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ Z, N > 2; A ∈ KN×N .
Пусть: ∃i = 1, N(Ai = θ̃) либо ∃j = 1, N(Aj = θ̃). Тогда det(A) = 0. Остановим процесс.
Пусть: ∀i = 1, N(Ai 6= θ̃), ∀j = 1, N(Aj 6= θ̃), N = 2. Тогда det(A) = A1

1A
2
2 − A2

1A
1
2.

Остановим процесс.
Пусть: ∀i = 1, N(Ai 6= θ̃), ∀j = 1, N(Aj 6= θ̃), N > 3. Обозначим, N1 = N − 1. Тогда:

N1 ∈ Z, N1 > 2. Выберем числа i0, j0 = 1, N , удовлетворяющие условию Aj0
i0
6= 0. Первый

вариант. Обнулим элементы, стоящие над элементом Aj0
i0

, обнулим элементы, стоящие под

элементом Aj0
i0

. Разложим полученный определитель по столбцу с номером i0, получим чис-
ло λ1 ∈ R, получим матрицу B1 ∈ RN1×N1 , удовлетворяющую условию det(A) = λ1 det(B1).
Второй вариант. Обнулим элементы, стоящие левее элемента Aj0

i0
, обнулим элементы, сто-

ящие правее элемента Aj0
i0

. Разложим полученный определитель по строке с номером
j0, получим число λ1 ∈ R, получим матрицу B1 ∈ RN1×N1 , удовлетворяющую условию
det(A) = λ1 det(B1). Перейдём к следующему шагу.

Пусть: ∃i = 1, N1

(

(B1)i = θ̃
)

либо ∃j = 1, N1

(

(B1)
j = θ̃

)

. Тогда: det(A) = λ1 det(B1) = 0.
Остановим процесс.

Пусть: ∀i = 1, N1

(

(B1)i 6= θ̃
)

, ∀j = 1, N1

(

(B1)
j 6= θ̃

)

, N1 = 2. Тогда: det(A) =
λ1 det(B1) = λ1

(

(B1)
1
1(B1)

2
2 − (B1)

2
1(B1)

1
2

)

. Остановим процесс.

Пусть: ∀i = 1, N1

(

(B1)i 6= θ̃
)

, ∀j = 1, N1

(

(B1)
j 6= θ̃

)

, N1 > 3. Обозначим, N2 = N1 − 1.

Тогда: N2 ∈ Z, N2 > 2. Выберем числа i0, j0 = 1, N1, удовлетворяющие условию (B1)
j0
i0
6= 0.
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Первый вариант. Обнулим элементы, стоящие над элементом (B1)
j0
i0

, обнулим элементы,

стоящие под элементом (B1)
j0
i0

. Разложим полученный определитель по столбцу с номером
i0, получим число λ2 ∈ R, получим матрицу B2 ∈ RN2×N2 , удовлетворяющую условию
det(A) = λ2 det(B2). Второй вариант. Обнулим элементы, стоящие левее элемента (B1)

j0
i0

,

обнулим элементы, стоящие правее элемента (B1)
j0
i0

. Разложим полученный определитель
по строке с номером j0, получим число λ2 ∈ R, получим матрицу B2 ∈ RN2×N2 , удовлетво-
ряющую условию det(A) = λ2 det(B2). Перейдём к следующему шагу.

Продолжая рассуждения, получим det(A).
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Лекция 10. Размерность линейного пространства. Ранг

матрицы

10.1. Теорема о базисном миноре

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1 .
Пусть: r ∈ N, i1, . . . , ir = 1, N1, i1 < · · · < ir, j1, . . . , jr = 1, N2, j1 < · · · < jr. Обозначим:

∆j1,...,jr
i1,...,ir

(A) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Aj1
i1

· Aj1
ir

...
...

...

Ajr
i1

· Ajr
ir

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Будем говорить, что ∆j1,...,jr
i1,...,ir

(A) — минор матрицы A порядка r.

Пусть: r1 ∈ N, i1, . . . , ir1 = 1, N1, i1 < · · · < ir1 , j1, . . . , jr1 = 1, N2, j1 < · · · < jr1 ; r2 ∈ N,
k1, . . . , kr2 = 1, N1, k1 < · · · < kr2 , m1, . . . ,mr2 = 1, N2, m1 < · · · < mr2 . Будем говорить, что

минор ∆
m1,...,mr2

k1,...,kr2
(A) окаймляет минор ∆

j1,...,jr1
i1,...,ir1

(A), если: r1 < r2, i1, . . . , ir1 ∈ {k1, . . . , kr2},
j1, . . . , jr1 ∈ {m1, . . . ,mr2}.

Пусть: r ∈ N, i1, . . . , ir = 1, N1, Ai1 , . . . , Air — базис множества {A1, . . . , AN1
} длины r.

Будем говорить, что Ai1 , . . . , Air — базисные столбцы матрицы A.
Пусть: r ∈ N, j1, . . . , jr = 1, N2, A

j1 , . . . , Ajr — базис множества {A1, . . . , AN2} длины r.
Будем говорить, что Aj1 , . . . , Ajr — базисные строки матрицы A.

Пусть: r ∈ N, i1, . . . , ir = 1, N1, i1 < · · · < ir, j1, . . . , jr = 1, N2, j1 < · · · < jr,
Ai1 , . . . , Air — базис множества {A1, . . . , AN1

} длины r; Aj1 , . . . , Ajr — базис множества
{A1, . . . , AN2} длины r. Будем говорить, что ∆j1,...,jr

i1,...,ir
(A) — базисный минор матрицы A.

Теорема (о базисном миноре). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1.
Пусть: r ∈ N, i1, . . . , ir = 1, N1, i1 < · · · < ir, j1, . . . , jr = 1, N2, j1 < · · · < jr,

∆j1,...,jr
i1,...,ir

(A) 6= 0.

Пусть все миноры матрицы A порядка r + 1, окаймляющие минор ∆j1,...,jr
i1,...,ir

(A), равны
нулю (если они существуют).

Тогда: Ai1 , . . . , Air — базис множества {A1, . . . , AN1
} длины r; Aj1 , . . . , Ajr — базис

множества {A1, . . . , AN2} длины r.

Доказательство. Обозначим: δ = ∆j1,...,jr
i1,...,ir

(A),

Ã =







Aj1
i1

· Aj1
ir

...
...

...

Ajr
i1

· Ajr
ir






.

Предположим, что Ai1 , . . . , Air — линейно зависимые столбцы. Тогда Ã1, . . . , Ãr — ли-
нейно зависимые столбцы. Следовательно: δ = det(Ã1, . . . , Ãr) = 0 (что противоречит
утверждению: δ 6= 0). Итак, Ai1 , . . . , Air — линейно независимые столбцы.

Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Обозначим:

B(i, j) =











Aj1
i1

· Aj1
ir

Aj1
i

...
...

...
...

Ajr
i1

· Ajr
ir

Ajr
i

Aj
i1

· Aj
ir

Aj
i











.
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Пусть i ∈ {i1, . . . , ir}. Тогда последний столбец матрицы B(i, j) равен одному из преды-
дущих столбцов матрицы B(i, j). Следовательно, det

(

B(i, j)
)

= 0.

Пусть j ∈ {j1, . . . , jr}. Тогда последняя строка матрицы B(i, j) равна одной из преды-
дущих строк матрицы B(i, j). Следовательно, det

(

B(i, j)
)

= 0.

Пусть: i /∈ {i1, . . . , ir}, j /∈ {j1, . . . , jr}. Тогда det
(

B(i, j)
)

равен (с точностью до знака)
одному из миноров матрицы A порядка r + 1, окаймляющих минор δ. Следовательно,
det

(

B(i, j)
)

= 0.

Итак, det
(

B(i, j)
)

= 0. Тогда:

0 = det
(

B(i, j)
)

= (−1)(r+1)+1∆
r+1

1

(

B(i, j)
)

Aj
i1
+ · · ·+ (−1)(r+1)+r∆

r+1

r

(

B(i, j)
)

Aj
ir
+

+ (−1)(r+1)+(r+1)∆
r+1

r+1

(

B(i, j)
)

Aj
i .

Так как: (−1)(r+1)+(r+1)∆
r+1

r+1

(

B(i, j)
)

= δ 6= 0, то:

Aj
i = (−1)(r+2)+1∆

r+1

1

(

B(i, j)
)

δ
Aj

i1
+ · · ·+ (−1)(r+2)+r

∆
r+1

r

(

B(i, j)
)

δ
Aj

ir
.

Пусть k = 1, r. Очевидно, число (−1)(r+2)+k∆
r+1

k (B(i,j))
δ

не зависит от выбора номера

j = 1, N2. Обозначим, Ck(i) = (−1)(r+2)+k∆
r+1

k (B(i,j))
δ

. Тогда Aj
i = C1(i)Aj

i1
+ · · · + Cr(i)Aj

ir
.

Следовательно, (Ai)
j =

(

C1(i)Ai1 + · · ·+Cr(i)Air

)j
. В силу произвольности выбора номера

j = 1, N2 получаем, что Ai = C1(i)Ai1 + · · ·+ Cr(i)Air .

Аналогично проводятся рассуждения для строк.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q ⊆ L,
e — базис множества Q длины r. Тогда rank(Q) = r.

Доказательство. Так как e — базис множества Q длины r, то: r ∈ N, e ∈ Qr, e1, . . . , er —
линейно независимые векторы, Q ⊆ L(e1, . . . , er).

Итак: e1, . . . , er ∈ Q, e1, . . . , er — линейно независимые векторы.

Пусть x1, . . . , xr+1 ∈ Q. Обозначим: x̃ji = [xi]
j(e) при: i = 1, r + 1, j = 1, r. Очевидно:

x̃ ∈ Kr×(r+1), x̃1 = [x1](e), . . . , x̃r+1 = [xr+1](e).

Пусть x̃ = Θ (здесь Θ — нулевой элемент пространства Kr×(r+1)). Тогда x̃1, . . . , x̃r+1 =
θ̃ (здесь θ̃ — нулевой элемент пространства Kr). Следовательно, x̃1, . . . , x̃r+1 — линейно
зависимые столбцы.

Пусть x̃ 6= Θ. Тогда существует число r0 = 1, r, существуют числа i1, . . . , ir0 = 1, r + 1,
существуют числа j1, . . . , jr0 = 1, r, удовлетворяющие условиям: i1 < · · · < ir0 , j1 <

· · · < jr0 , ∆
j1,...,jr0
i1,...,ir0

(x̃) 6= 0, все миноры матрицы x̃ порядка r0 + 1, окаймляющие минор

∆
j1,...,jr0
i1,...,ir0

(x̃), равны нулю (если они существуют). Следовательно, x̃i1 , . . . , x̃ir0 — базис мно-

жества {x̃1, . . . , x̃r+1} длины r0. Так как: r0 6 r < r+1, то x̃, . . . , x̃r+1 — линейно зависимые
столбцы.

Итак, x̃, . . . , x̃r+1 — линейно зависимые столбцы. Тогда x1, . . . , xr+1 — линейно зависи-
мые векторы. Итак, rank(Q) = r.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,
x1, . . . , xr ∈ L. Тогда dim

(

L(x1, . . . , xr)
)

= rank
(

{x1, . . . , xr}
)

.
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Доказательство. Обозначим, r0 = rank
(

{x1, . . . , xr}
)

. Тогда r0 ∈ Z+. Так как r0 6 r, то
r0 ∈ Z+.

Пусть r0 = 0. Так как rank
(

{x1, . . . , xr}
)

= r0, то x1, . . . , xr = θ. Тогда:
dim

(

L(x1, . . . , xr)
)

= rank
(

L(x1, . . . , xr)
)

= rank
(

{θ}
)

= 0 = r0.
Пусть r0 6= 0. Тогда r0 ∈ N. Так как rank

(

{x1, . . . , xr}
)

= r0, то существуют векто-
ры e1, . . . , er0 , удовлетворяющие условию: e1, . . . , er0 — базис множества {x1, . . . , xr} дли-
ны r0. Тогда e1, . . . , er0 — базис подпространства L(x1, . . . , xr) длины r0. Следовательно,
dim

(

L(x1, . . . , xr)
)

= r0.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q ⊆ L,
N1 ∈ N, x1, . . . , xN1

∈ Q, x1, . . . , xN1
— линейно независимые векторы, N1 < rank(Q).

Тогда существует вектор x ∈ Q, удовлетворяющий условию: x1, . . . , xN1
, x — линейно

независимые векторы.

Доказательство. Предположим, что для любого вектора x ∈ Q справедливо утвержде-
ние: x1, . . . , xN1

, x — линейно зависимые векторы.
По условию: N1 ∈ N, x1, . . . , xN1

∈ Q, x1, . . . , xN1
— линейно независимые векторы.

Пусть x ∈ Q. Так как: x1, . . . , xN1
— линейно независимые векторы, x1, . . . , xN1

, x —
линейно зависимые векторы, то x ∈ L(x1, . . . , xN1

). Итак, x1, . . . , xN1
— базис множества

Q. Тогда rank(Q) = N1 (что противоречит утверждению: N1 < rank(Q)). Итак, существует
вектор x ∈ Q, удовлетворяющий условию: x1, . . . , xN1

, x — линейно независимые векторы.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K;
Q ⊆ L, N1 ∈ N, x1, . . . , xN1

∈ Q, x1, . . . , xN1
— линейно независимые векторы, N2 ∈ Z,

N1 < N2 6 rank(Q). Тогда существуют векторы xN1+1, . . . , xN2
∈ Q, удовлетворяющие

условию: x1, . . . , xN2
— линейно независимые векторы.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q2 ⊆ L,
N2 ∈ N, rank(Q2) = N2; Q1 ⊆ Q2, N1 ∈ N, rank(Q1) = N1, e1, . . . , eN1

— базис множе-
ства Q1, N1 < N2. Тогда существуют векторы eN1+1, . . . , eN2

, удовлетворяющие условию:
e1, . . . , eN2

— базис множества Q2.

Доказательство. Так как: e1, . . . , eN1
∈ Q1, Q1 ⊆ Q2, то e1, . . . , eN1

∈ Q2. Так как:
e1, . . . , eN1

— линейно независимые векторы, N1 < N2 = rank(Q2), то существуют век-
торы eN1+1, . . . , eN2

∈ Q2, удовлетворяющие условию: e1, . . . , eN2
— линейно независимые

векторы. Так как: rank(Q2) = N2, e1, . . . , eN2
∈ Q2, e1, . . . , eN2

— линейно независимые
векторы, то e1, . . . , eN2

— базис множества Q2.

10.2. Ранг матрицы

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N; A ∈ KN×N , det(A) = 0. Тогда A1, . . . , AN —
линейно зависимые столбцы.

Доказательство. Пусть A = Θ (здесь Θ — нулевой элемент пространства KN×N). То-
гда A1, . . . , AN = θ̃ (здесь θ̃ — нулевой элемент пространства KN). Следовательно,
A1, . . . , AN — линейно зависимые столбцы.

Пусть A 6= Θ. Тогда существует число r = 1, N , существуют числа i1, . . . , ir = 1, N ,
существуют числа j1, . . . , jr = 1, N , удовлетворяющие условиям: i1 < · · · < ir, j1 <

· · · < jr, ∆
j1,...,jr

i1,...,ir
(A) 6= 0, все миноры матрицы A порядка r + 1, окаймляющие минор
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∆
j1,...,jr

i1,...,ir
(A), равны нулю (если они существуют). Следовательно, Ai1 , . . . , Air — базис мно-

жества {A1, . . . , AN} длины r. Так как det(A) = 0, то r 6= N . Тогда r < N . Следовательно,
A1, . . . , AN — линейно зависимые столбцы.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1 .
Пусть: r ∈ N, i1, . . . , ir = 1, N1, i1 < · · · < ir, j1, . . . , jr = 1, N2, j1 < · · · < jr, ∆

j1,...,jr
i1,...,ir

(A) 6=
0.

Пусть все миноры матрицы A порядка r + 1, окаймляющие минор ∆j1,...,jr
i1,...,ir

(A), равны
нулю (если они существуют).

Тогда: Ai1 , . . . , Air — базис множества {A1, . . . , AN1
} длины r; Aj1 , . . . , Ajr — базис мно-

жества {A1, . . . , AN2} длины r.
Так как Ai1 , . . . , Air — базис множества {A1, . . . , AN1

} длины r, то rank
(

{A1, . . . , AN1
}
)

=
r. Так как Ai1 , . . . , Air — базис множества {A1, . . . , AN1

} длины r, то Ai1 , . . . , Air — базис
подпространства L(A1, . . . AN1

) длины r. Тогда dim
(

L(A1, . . . AN1
)
)

= r.
Так как Aj1 , . . . , Ajr — базис множества {A1, . . . , AN2} длины r, то

rank
(

{A1, . . . , AN2}
)

= r. Так как Aj1 , . . . , Ajr — базис множества {A1, . . . , AN2}
длины r, то Aj1 , . . . , Ajr — базис подпространства L(A1, . . . , AN2) длины r. Тогда
dim

(

L(A1, . . . , AN2)
)

= r.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1 . Обозначим, rank(A) =
rank

(

{A1, . . . , AN1
}
)

. Будем говорить, что rank(A) — ранг матрицы A.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1.
1. Справедливо утверждение: rank(A) = dim

(

L(A1, . . . , AN1
)
)

.
2. Справедливо утверждение: rank(A) = rank

(

{A1, . . . , AN2}
)

.
3. Справедливо утверждение: rank(A) = dim

(

L(A1, . . . , AN2)
)

.

4. Пусть: r ∈ N, i1, . . . , ir = 1, N1, i1 < · · · < ir, j1, . . . , jr = 1, N2, j1 < · · · < jr,
∆j1,...,jr

i1,...,ir
(A) 6= 0. Пусть все миноры матрицы A порядка r + 1, окаймляющие минор

∆j1,...,jr
i1,...,ir

(A), равны нулю (если они существуют). Тогда rank(A) = r.

Доказательство.
1. Очевидно: rank(A) = rank

(

{A1, . . . , AN1
}
)

= dim
(

L(A1, . . . , AN1
)
)

.
2. Пусть A = Θ (здесь Θ — нулевой элемент пространства KN2×N1). Тогда: A1, . . . , AN1

=
θ̃2 (здесь θ̃2 — нулевой элемент пространства KN2×1); A1, . . . , AN2 = θ̃1 (здесь θ̃1 — нулевой
элемент пространства K1×N1). Следовательно:

rank(A) = rank
(

{A1, . . . , AN1
}
)

= rank
(

{θ̃2}
)

= 0 = rank
(

{θ̃1}
)

= rank
(

{A1, . . . , AN2}
)

.

Пусть A 6= Θ. Тогда существует число r ∈ N, существуют числа i1, . . . , ir = 1, N1,
существуют числа j1, . . . , jr = 1, N2, удовлетворяющие условиям: i1 < · · · < ir, j1 <

· · · < jr, ∆
j1,...,jr

i1,...,ir
(A) 6= 0, все миноры матрицы A порядка r + 1, окаймляющие минор

∆
j1,...,jr

i1,...,ir
(A), равны нулю (если они существуют). Следовательно: rank

(

{A1, . . . , AN1
}
)

= r,

rank
(

{A1, . . . , AN2}
)

= r. Тогда: rank(A) = rank
(

{A1, . . . , AN1
}
)

= r = rank
(

{A1, . . . , AN2}
)

.
3. Очевидно: rank(A) = rank

(

{A1, . . . , AN2}
)

= dim
(

L(A1, . . . , AN2)
)

.
4. Очевидно, rank

(

{A1, . . . , AN1
}
)

= r. Тогда: rank(A) = rank
(

{A1, . . . , AN1
}
)

= r.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N.
1. Пусть: A1, . . . , AN1

∈ KN2, σ ∈ SN1
. Тогда:

rank(Aσ(1), . . . , Aσ(N1)) = rank(A1, . . . , AN1
).
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2. Пусть: N1 > 2, k = 1, N1, A1, . . . , AN1
∈ KN2, X ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1

).
Тогда:

rank(A1, . . . , Ak−1, Ak +X,Ak+1, . . . , AN1
) = rank(A1, . . . , AN1

).

3. Пусть: N1 > 2, k = 1, N1, A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1
∈ KN2. Тогда:

rank(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1
) = rank(A1, . . . , Ak−1, θ̃2, Ak+1, . . . , AN1

).

4. Пусть: N1 > 2, k = 1, N1, A1, . . . , AN1
∈ KN2, Ak ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1

).
Тогда:

rank(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1
) = rank(A1, . . . , AN1

).

5. Пусть: k = 1, N1, λ ∈ K, λ 6= 0, A1, . . . , AN1
∈ KN2. Тогда:

rank(A1, . . . , Ak−1, λAk, Ak+1, . . . , AN1
) = rank(A1, . . . , AN1

).

Доказательство.
1. Очевидно:

rank(Aσ(1), . . . , Aσ(N1)) = rank
(

{Aσ(1), . . . , Aσ(N1)}
)

= rank
(

{A1, . . . , AN1
}
)

=

= rank(A1, . . . , AN1
).

2. Достаточно доказать, что:

L(A1, . . . , Ak−1, Ak +X,Ak+1, . . . , AN1
) = L(A1, . . . , AN1

).

Так как X ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1
), то существуют числа α1, . . . , αk−1,

αk+1, . . . , αN1 ∈ K, удовлетворяющие условию X =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm.

Пусть Y ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak + X,Ak+1, . . . , AN1
). Тогда существуют числа

β1, . . . , βN1 ∈ K, удовлетворяющие условию Y =
∑

m=1,N1,m 6=k

βmAm + βk(Ak + X). Следо-

вательно:

Y =
∑

m=1,N1,m 6=k

βmAm + βk(Ak +X) =
∑

m=1,N1,m 6=k

βmAm + βk

(

Ak +
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm

)

=

=
∑

m=1,N1,m 6=k

(βm + βkαm)Am + βkAk ∈ L(A1, . . . , AN1
).

Пусть Y ∈ L(A1, . . . , AN1
). Тогда существуют числа β1, . . . , βN1 ∈ K, удовлетворяю-

щие условию Y =
∑

m=1,N1

βmAm. Следовательно:

Y =
∑

m=1,N1

βmAm =
∑

m=1,N1,m 6=k

βmAm + βkAk =

=
∑

m=1,N1,m 6=k

(βm − βkαm)Am + βk

(

Ak +
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm

)

=

=
∑

m=1,N1,m 6=k

(βm − βkαm)Am + βk(Ak +X) ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak +X,Ak+1, . . . , AN1
).
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3. Достаточно доказать, что:

L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1
) = L(A1, . . . , Ak−1, θ̃2, Ak+1, . . . , AN1

).

Пусть X ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1
). Тогда существуют числа α1, . . . , αk−1,

αk+1, . . . , αN1 ∈ K, удовлетворяющие условию X =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm. Следовательно:

X =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm + 1θ̃2 ∈ L(A1, . . . , Ak−1, θ̃2, Ak+1, . . . , AN1
).

Пусть X ∈ L(A1, . . . , Ak−1, θ̃2, Ak+1, . . . , AN1
). Тогда существуют числа α1, . . . , αN1 ∈

K, удовлетворяющие условию X =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm + αkθ̃2. Следовательно:

X =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm + αkθ̃2 =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1
).

4. Так как Ak ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1
), то:

−Ak ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1
).

Тогда:

rank(A1, . . . , AN1
) = rank

(

A1, . . . , Ak−1, Ak + (−Ak), Ak+1, . . . , AN1

)

=

= rank(A1, . . . , Ak−1, θ̃2, Ak+1, . . . , AN1
) = rank(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1

).

5. Достаточно доказать, что:

L(A1, . . . , Ak−1, λAk, Ak+1, . . . , AN1
) = L(A1, . . . , AN1

).

Пусть X ∈ L(A1, . . . , Ak−1, λAk, Ak+1, . . . , AN1
). Тогда существуют числа α1, . . . , αN1 ∈

K, удовлетворяющие условию X =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm + αk(λAk). Следовательно:

X =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm + αk(λAk) =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm + (αkλ)Ak ∈ L(A1, . . . , AN1
).

Пусть X ∈ L(A1, . . . , AN1
). Тогда существуют числа α1, . . . , αN1 ∈ K, удовлетворяю-

щие условию X =
∑

m=1,N1

αmAm. Так как λ 6= 0, то:

X =
∑

m=1,N1

αmAm =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm + αkAk =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm +
αk

λ
(λAk) ∈

∈ L(A1, . . . , Ak−1, λAk, Ak+1, . . . , AN1
).
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Лекция 11. Линейные операторы. Изоморфизмы линей-

ных пространств

Замечание. Пусть F1, F2 — функции. Очевидно:

D(F2 ◦ F1) =
{

x : x ∈ D(F1) ∧ F1(x) ∈ D(F2)
}

⊆
{

x : x ∈ D(F1)
}

= D(F1);

D(F2 ◦ F1) =
{

x : x ∈ D(F1) ∧ F1(x) ∈ D(F2)
}

= D
(

F1,D(F2)
)

;

R(F2 ◦ F1) = (F2 ◦ F1)
[

D(F1)
]

= F2

[

F1

[

D(F1)
]

]

⊆ R(F2);

R(F2 ◦ F1) = (F2 ◦ F1)
[

D(F1)
]

= F2

[

F1

[

D(F1)
]

]

= F2

[

R(F1)
]

.

Пусть: F1, F2 — функции, R(F1) ⊆ D(F2). Тогда:

D(F2 ◦ F1) =
{

x : x ∈ D(F1) ∧ F1(x) ∈ D(F2)
}

=
{

x : x ∈ D(F1)
}

= D(F1).

Пусть: F1, F2 — функции, D(F2) ⊆ R(F1). Тогда:

R(F2 ◦ F1) = F2

[

R(F1)
]

= R(F2).

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K.

1. Пусть A : L1 → L2. Будем говорить, что A — линейный оператор, если: D(A) —
подпространство пространства L1, A(x+ y) = A(x)+A(y) при x, y ∈ D(A); A(λx) = λA(x)
при: λ ∈ K, x ∈ D(A).

2. Обозначим через lin(L1, L2) множество всех функций A, удовлетворяющих условиям:
A : L1 → L2, A — линейный оператор.

3. Обозначим через Lin(L1, L2) множество всех функций A, удовлетворяющих услови-
ям: A : L1 =⇒ L2, A — линейный оператор.

4. Будем говорить, что A — изоморфизм пространства L1 на пространство L2, если:
A — обратимая функция, D(A) = L1, R(A) = L2, A(x + y) = A(x) + A(y) при x, y ∈ L1;
A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K, x ∈ L1.

5. Будем писать L1

A≈ L2, если A — изоморфизм пространства L1 на пространство

L2. Утверждение L1
A≈ L2 можно читать: «пространство L1 изоморфно пространству L2

относительно функции A».

6. Будем писать L1 ≈ L2 если ∃A(L1

A≈ L2). Утверждение L1 ≈ L2 читается: «простран-
ство L1 изоморфно пространству L2».

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K;
A : L1 =⇒ L2.

Пусть A — линейный оператор. Тогда: A(x+y) = A(x)+A(y) при x, y ∈ D(A); A(λx) =
λA(x) при: λ ∈ K, x ∈ D(A). Так как D(A) = L1, то: A(x+ y) = A(x) +A(y) при x, y ∈ L1;
A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K, x ∈ L1.

Пусть: A(x + y) = A(x) + A(y) при x, y ∈ L1; A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K, x ∈ L1. Так
как D(A) = L1, то: A(x + y) = A(x) + A(y) при x, y ∈ D(A); A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K,
x ∈ D(A). Так как D(A) = L1, то D(A) — подпространство пространства L1. Итак, A —
линейный оператор.

Замечание (примеры линейных операторов). Пусть K ∈ {C,R,Q}.
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1. Пусть L1, L2 — линейные пространства над полем K. Обозначим: Θ(x) = θ2 при
x ∈ L1. Докажем, что Θ ∈ Lin(L1, L2). Очевидно, Θ: L1 =⇒ L2.

Пусть x, y ∈ L1. Тогда: Θ(x+ y) = θ2 = θ2 + θ2 = Θ(x) + Θ(y).
Пусть: λ ∈ K, x ∈ L1. Тогда: Θ(λx) = θ2 = λθ2 = λΘ(x).
Итак, Θ ∈ Lin(L1, L2).

2. Пусть L — линейное пространство над полем K. Обозначим: I(x) = x при x ∈ L.

Докажем, что L
I≈ L. Очевидно: I — обратимая функция, D(I) = L, R(I) = L.

Пусть x, y ∈ L. Тогда: I(x+ y) = x+ y = I(x) + I(y).
Пусть: λ ∈ K, x ∈ L. Тогда: I(λx) = λx = λI(x).

Итак, L
I≈ L.

3. Пусть: L — линейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; e — базис

пространства L. Обозначим: he(x) = [x](e) при x ∈ L. Докажем, что L
he≈ KN . Очевидно:

he — обратимая функция, D(he) = L, R(he) = KN .
Пусть x, y ∈ L. Тогда: he(x+ y) = [x+ y](e) = [x](e) + [y](e) = he(x) + he(y).
Пусть: λ ∈ K, x ∈ L. Тогда: he(λx) = [λx](e) = λ[x](e) = λhe(x).

Итак, L
he≈ KN .

4. Пусть: N1, N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1 . Обозначим: Â(x) = Ax при x ∈ KN1 . Будем говорить,
что Â — оператор умножения на матрицу A. Докажем, что Â ∈ Lin(KN1 ,KN2). Очевидно,
Â : KN1 =⇒ KN2 .

Пусть x, y ∈ KN1 . Тогда: Â(x+ y) = A(x+ y) = Ax+ Ay = Â(x) + Â(y).
Пусть: λ ∈ K, x ∈ KN1 . Тогда: Â(λx) = A(λx) = λ(Ax) = λÂ(x).
Итак, Â ∈ Lin(KN1 ,KN2).
Очевидно:

R(Â) =
{

Â(x) : x ∈ KN1
}

= {Ax : x ∈ KN1} =

= {A1x
1 + · · ·+ AN1

xN1 : x1 ∈ K ∧ · · · ∧ xN1 ∈ K} = L(A1, . . . , AN1
).

Тогда: R(Â) — подпространство пространства KN2 ,

dim
(

R(Â)
)

= dim
(

L(A1, . . . , AN1
)
)

= rank(A).

5. Пусть: N ∈ Z, N > 2; k = 1, N , λ1, . . . , λk−1, λk+1, . . . , λN ∈ K. Обозначим:

A(x) =



























x1

...
xk−1

xk +
∑

m=1,N,m 6=k

λmx
m

xk+1

...
xN



























, x ∈ KN .

Очевидно, KN
A≈ KN .
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6. Пусть: N ∈ N; k = 1, N , λ ∈ K, λ 6= 0. Обозначим:

A(x) =























x1

...
xk−1

λxk

xk+1

...
xN























, x ∈ KN .

Очевидно, KN
A≈ KN .

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K;
A ∈ lin(L1, L2).

1. Справедливы утверждения: θ1 ∈ D(A), Aθ1 = θ2.
2. Пусть Q — подпространство пространства L2. Тогда D(A,Q) — подпространство

пространства L1.
Справедливо утверждение: ker(A) — подпространство пространства L1.

3. Пусть Q — подпространство пространства L1. Тогда A[Q] — подпространство
пространства L2.

Справедливо утверждение: R(A) — подпространство пространства L2.
4. Пусть Q — подпространство пространства L1. Тогда: A|Q ∈ lin(L1, L2), ker(A|Q) =

Q ∩ ker(A).
5. Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ D(A). Пусть x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы.

Тогда Ax1, . . . , Axr — линейно зависимые векторы.
6. Пусть Q ⊆ L1. Тогда rank

(

A[Q]
)

6 rank(Q).
Пусть Q — подпространство пространства L1. Тогда dim

(

A[Q]
)

6 dim(Q).
Справедливо утверждение: dim

(

R(A)
)

6 dim
(

D(A)
)

.

Доказательство.
1. Так как D(A) — подпространство пространства L1, то θ1 ∈ D(A). Очевидно: Aθ1 =

A(0θ1) = 0A(θ1) = θ2.
2. Пусть Q — подпространство пространства L2. Очевидно: D(A,Q) ⊆ D(A) ⊆ L1. Так

как: θ1 ∈ D(A), Aθ1 = θ2 ∈ Q, то θ1 ∈ D(A,Q).
Пусть x1, x2 ∈ D(A,Q). Тогда: x1, x2 ∈ D(A), Ax1, Ax2 ∈ Q. Следовательно: x1+x2 ∈

D(A), A(x1 + x2) = Ax1 + Ax2 ∈ Q. Тогда x1 + x2 ∈ D(A,Q).
Пусть: λ ∈ K, x ∈ D(A,Q). Тогда: x ∈ D(A), Ax ∈ Q. Следовательно: λx ∈ D(A),

A(λx) = λA(x) ∈ Q. Тогда λx ∈ D(A,Q).
Итак, D(A,Q) — подпространство пространства L1.
Так как: {θ2} — подпространство пространства L2, ker(A) = D

(

A, {θ2}
)

, то ker(A) —
подпространство пространства L1.

3. Пусть Q — подпространство пространства L1. Очевидно: A[Q] ⊆ R(A) ⊆ L2. Так как:
θ1 ∈ Q, θ1 ∈ D(A), то Aθ1 ∈ A[Q].

Пусть y1, y2 ∈ A[Q]. Тогда существуют векторы x1, x2, удовлетворяющие условиям:
x1, x2 ∈ Q, x1, x2 ∈ D(A), y1 = Ax1, y2 = Ax2. Следовательно: x1 + x2 ∈ Q, x1 + x2 ∈ D(A),
y1 + y2 = Ax1 + Ax2 = A(x1 + x2). Тогда y1 + y2 ∈ A[Q].

Пусть: λ ∈ K, y ∈ A[Q]. Тогда существует вектор x, удовлетворяющий условиям:
x ∈ Q, x ∈ D(A), y = Ax. Следовательно: λx ∈ Q, λx ∈ D(A), λy = λA(x) = A(λx). Тогда
λy ∈ A[Q].
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Итак, A[Q] — подпространство пространства L2.
Так как: D(A) — подпространство пространства L1, R(A) = A

[

D(A)
]

, то R(A) —
подпространство пространства L2.

4. Так как A : L1 → L2, то A|Q : L1 → L2. Так как: Q, D(A) — подпространства про-
странства L1, D(A|Q) = Q ∩D(A), то D(A|Q) — подпространство пространства L1.

Пусть x, y ∈ D(A|Q). Тогда: A|Q (x+ y) = A(x+ y) = Ax+ Ay = A|Q x+ A|Q y.
Пусть: λ ∈ K, x ∈ D(A|Q). Тогда: A|Q (λx) = A(λx) = λA(x) = λ A|Q (x).
Итак, A|Q ∈ lin(L1, L2).
Очевидно:

ker(A|Q) =
{

x : x ∈ D(A|Q) ∧ A|Q x = θ2
}

=
{

x : x ∈ Q ∧ x ∈ D(A) ∧ Ax = θ2
}

=

=
{

x : x ∈ Q ∧ x ∈ ker(A)
}

= Q ∩ ker(A).

5. Так как x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы, то существуют числа λ1, . . . , λr ∈ K,
удовлетворяющие условиям: λkxk = θ1, ∃k = 1, r(λk 6= 0). Тогда: λkA(xk) = A(λkxk) =
Aθ1 = θ2. Так как ∃k = 1, r(λk 6= 0), то Ax1, . . . , Axr — линейно зависимые векторы.

6. Пусть Q ⊆ L1. Обозначим: r1 = rank(Q), r2 = rank
(

A[Q]
)

. Тогда r1, r2 ∈ Z+. Пред-

положим, что r1 < r2. Тогда: r1 ∈ Z+, r2 ∈ N. Так как: rank
(

A[Q]
)

= r2, r1 + 1 6 r2,
то существуют векторы y1, . . . , yr1+1, удовлетворяющие условиям: y1, . . . , yr1+1 ∈ A[Q],
y1, . . . , yr1+1 — линейно независимые векторы. Пусть k = 1, r1 + 1. Так как yk ∈ A[Q], то
существует вектор xk, удовлетворяющий условиям: xk ∈ Q, xk ∈ D(A), yk = Axk. Так как:
rank(Q) = r1, x1, . . . , xr1+1 ∈ Q, то x1, . . . , xr1+1 — линейно зависимые векторы. Так как:
x1, . . . , xr1+1 ∈ D(A), y1 = Ax1, . . . , yr1+1 = Axr1+1, то y1, . . . , yr1+1 — линейно зависимые
векторы (что противоречит утверждению: y1, . . . , yr1+1 — линейно независимые векторы).
Итак, r2 6 r1.

Пусть Q — подпространство пространства L1. Тогда A[Q] — подпространство про-
странства L2. Так как Q ⊆ L1, то rank

(

A[Q]
)

6 rank(Q). Так как: Q — подпространство
пространства L1, A[Q] — подпространство пространства L2, то dim

(

A[Q]
)

6 dim(Q).
Так как: D(A) — подпространство пространства L1, R(A) = A

[

D(A)
]

, то dim
(

R(A)
)

6

dim
(

D(A)
)

.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K; A ∈
lin(L1, L2). Обозначим, rank(A) = dim

(

R(A)
)

. Тогда:

rank(A) = dim
(

R(A)
)

6 dim(L2);

rank(A) = dim
(

R(A)
)

6 dim
(

D(A)
)

6 dim(L1).

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2, L3 — линейные пространства над полем K;
A ∈ lin(L1, L2), B ∈ lin(L2, L3). Обозначим, BA = B ◦ A.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2, L3 — линейные пространства над полем
K.

Пусть: A ∈ lin(L1, L2), B ∈ lin(L2, L3). Тогда BA ∈ lin(L1, L3).
Пусть: A ∈ Lin(L1, L2), B ∈ Lin(L2, L3). Тогда BA ∈ Lin(L1, L3).

Пусть: L1
A≈ L2, L2

B≈ L3. Тогда L1
BA≈ L3.

Доказательство. Пусть: A ∈ lin(L1, L2), B ∈ lin(L2, L3). Так как: A : L1 → L2, B : L2 → L3,
то BA : L1 → L3. Так как: A ∈ lin(L1, L2), D(B) — подпространство пространства L2,
D(BA) = D

(

A,D(B)
)

, то D(BA) — подпространство пространства L1.
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Пусть x1, x2 ∈ D(BA). Тогда:

(BA)(x1 + x2) = B
(

A(x1 + x2)
)

= B(Ax1 + Ax2) = B(Ax1) + B(Ax2) = (BA)x1 + (BA)x2.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ D(A). Тогда:

(BA)(λx) = B
(

A(λx)
)

= B
(

λA(x)
)

= λB(Ax) = λ(BA)(x).

Итак, BA ∈ lin(L1, L3).
Пусть: A ∈ Lin(L1, L2), B ∈ Lin(L2, L3). Так как: A ∈ lin(L1, L2), B ∈ lin(L2, L3), то

BA ∈ lin(L1, L3). Так как: R(A) ⊆ L2 = D(B), то: D(BA) = D(A) = L1. Тогда BA ∈
Lin(L1, L3).

Пусть: L1

A≈ L2, L2

B≈ L3. Так как: A ∈ Lin(L1, L2), B ∈ Lin(L2, L3), то BA ∈ Lin(L1, L3).
Так как: D(B) = L2 ⊆ L2 = R(A), то: R(BA) = R(B) = L3. Так как A, B — обратимые

функции, то BA — обратимая функция. Тогда L1
BA≈ L3.

Утверждение (критерий обратимости линейного оператора). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1,
L2 — линейные пространства над полем K; A ∈ lin(L1, L2). Оператор A является обра-
тимым тогда и только тогда, когда ker(A) = {θ1}.

Доказательство.
1. Пусть A — обратимый оператор. Так как: θ1 ∈ D(A), Aθ1 = θ2, то θ1 ∈ ker(A). Пусть

x ∈ ker(A). Тогда: x ∈ D(A), Ax = θ2. Так как: θ1 ∈ D(A), Aθ1 = θ2, A — обратимый
оператор, то x = θ1. Итак, ker(A) = {θ1}.

2. Пусть ker(A) = {θ1}. Пусть: x1, x2 ∈ D(A), Ax1 = Ax2. Тогда: x1 − x2 ∈ D(A),
A(x1 − x2) = Ax1 − Ax2 = θ2. Следовательно, x1 − x2 ∈ ker(A). Так как ker(A) = {θ1}, то
x1 − x2 = θ1. Тогда x1 = x2. Итак, A — обратимый оператор.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K.
1. Пусть: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор. Тогда: A−1 ∈ lin(L2, L1), A

−1 —
обратимый оператор.

Пусть L1
A≈ L2. Тогда L2

A−1

≈ L1.
2. Пусть: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор, r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ D(A). Век-

торы x1, . . . , xr являются линейно зависимыми тогда и только тогда, когда векторы
Ax1, . . . , Axr являются линейно зависимыми.

3. Пусть: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор, Q ⊆ D(A). Тогда rank
(

A[Q]
)

=
rank(Q).

Пусть: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор, Q ⊆ D(A), Q — подпространство
пространства L1. Тогда dim

(

A[Q]
)

= dim(Q).
Пусть: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор. Тогда dim

(

R(A)
)

= dim
(

D(A)
)

.

Пусть L1

A≈ L2. Тогда dim(L1) = dim(L2).

Доказательство.
1. Пусть: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор. Так как A : L1 → L2, то A−1 : L2 →

L1. Так как: R(A) — подпространство пространства L2, D(A−1) = R(A), то D(A−1) —
подпространство пространства L2.

Пусть y1, y2 ∈ R(A). Тогда:

A−1(y1 + y2) = A−1
(

A(A−1y1) + A(A−1y2)
)

= A−1
(

A(A−1y1 + A−1y2)
)

= A−1y1 + A−1y2.
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Пусть: λ ∈ K, y ∈ R(A). Тогда:

A−1(λy) = A−1
(

λA(A−1y)
)

= A−1
(

A
(

λA−1(y)
)

)

= λA−1(y).

Итак, A−1 ∈ lin(L2, L1). Очевидно, A−1 — обратимый оператор.

Пусть L1
A≈ L2. Так как: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор, то: A−1 ∈

lin(L2, L1), A
−1 — обратимый оператор. Так как: R(A) = L2, D(A) = L1, то: D(A−1) =

R(A) = L2, R(A
−1) = D(A) = L1. Тогда L2

A−1

≈ L1.
2. Пусть x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы. Так как: A ∈ lin(L1, L2), x1, . . . , xr ∈

D(A), то Ax1, . . . , Axr — линейно зависимые векторы.
Пусть Ax1, . . . , Axr — линейно зависимые векторы. Пусть k = 1, r. Так как xk ∈

D(A), то: Axk ∈ R(A), xk = A−1(Axk). Так как: A−1 ∈ lin(L2, L1), Ax1, . . . , Axr — линейно
зависимые векторы, то x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы.

3. Пусть: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор, Q ⊆ D(A). Так как: A ∈ lin(L1, L2),
Q ⊆ D(A) ⊆ L1, то rank

(

A[Q]
)

6 rank(Q). Так как Q ⊆ D(A), то: A[Q] ⊆ R(A) ⊆ L2,
A−1

[

A[Q]
]

= (A−1A)[Q] = Q ∩ D(A) = Q. Так как A−1 ∈ lin(L2, L1), то rank(Q) 6

rank
(

A[Q]
)

. Так как rank
(

A[Q]
)

6 rank(Q), то rank
(

A[Q]
)

= rank(Q).
Пусть: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор, Q ⊆ D(A), Q — подпространство

пространства L1. Так как: A ∈ lin(L1, L2),Q— подпространство пространства L1, то A[Q] —
подпространство пространства L2. Так как: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор,
Q ⊆ D(A), то rank

(

A[Q]
)

= rank(Q). Так как: Q — подпространство пространства L1,
A[Q] — подпространство пространства L2, то dim

(

A[Q]
)

= dim(Q).
Пусть: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор. Так как: D(A) ⊆ D(A), D(A) —

подпространство пространства L1, R(A) = A
[

D(A)
]

, то dim
(

R(A)
)

= dim
(

D(A)
)

.

Пусть L1
A≈ L2. Так как: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор, то dim

(

R(A)
)

=
dim

(

D(A)
)

. Так как: D(A) = L1, R(A) = L2, то: dim(L1) = dim
(

D(A)
)

= dim
(

R(A)
)

=
dim(L2).

Теорема. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K;
dim(L1) = dim(L2), dim(L2) 6= +∞. Тогда L1 ≈ L2.

Доказательство. Обозначим, N = dim(L2). Тогда: N ∈ Z+, dim(L1) = N .
Пусть N = 0. Так как dim(L1), dim(L2) = N , то: L1 = {θ1}, L2 = {θ2}. Обозначим,

A(θ1) = θ2. Тогда L1
A≈ L2.

Пусть N 6= 0. Тогда N ∈ N. Так как dim(L1), dim(L2) = N , то существуют векто-
ры e1, . . . , eN , f1, . . . , fN , удовлетворяющие условиям: e1, . . . , eN — базис пространства L1,

f1, . . . , fN — базис пространства L2. Тогда: L1
he≈ KN , L2

hf≈ KN . Следовательно: L1
he≈ KN ,

KN
h−1

f≈ L2. Тогда L1

h−1

f
he

≈ L2.

Замечание (метод Гаусса—Жордана для нахождения ранга, базисных столбцов, базисных
строк матрицы). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1 . Пусть A = Θ. Тогда:
rank(A) = 0, у матрицы A нет базисных столбцов, у матрицы A нет базисных строк.
Пусть A 6= Θ. Обозначим, B0 = A. Тогда: B0 ∈ KN2×N1 , B0 6= Θ.

Выберем числа i1 = 1, N1, j1 = 1, N2, удовлетворяющие условию (B0)
j1
i1

6= 0. Обну-

лим элементы, стоящие над элементом (B0)
j1
i1

, обнулим элементы, стоящие под элементом

(B0)
j1
i1

. Получим матрицу B1 ∈ KN2×N1 , удовлетворяющую условиям: (B1)
j1
i1
6= 0, (B1)

j
i1
= 0
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при: j = 1, N2, j 6= j1. Пусть матрица B1 содержит ровно одну ненулевую строку. Остано-
вим процесс. Пусть матрица B1 содержит, по крайней мере, две ненулевые строки. Перей-
дём к следующему шагу.

Выберем числа i2 = 1, N1, j2 = 1, N2, удовлетворяющие условиям: j2 6= j1, (B1)
j2
i2

6= 0.

Очевидно, i2 6= i1. Тогда: i1, i2 = 1, N1, i1, i2 — различные числа, j1, j2 = 1, N2, j1, j2 —
различные числа. Обнулим элементы, стоящие над элементом (B1)

j2
i2

, обнулим элементы,

стоящие под элементом (B1)
j2
i2

. Получим матрицу B2 ∈ KN2×N1 , удовлетворяющую усло-

виям: (B2)
jk
ik

6= 0, (B2)
j
ik

= 0 при: k = 1, 2, j = 1, N2, j 6= jk. Пусть матрица B2 содержит
ровно две ненулевые строки. Остановим процесс. Пусть матрица B2 содержит, по крайней
мере, три ненулевые строки. Перейдём к следующему шагу.

Продолжая рассуждения, получим число r = 1,min{N1, N2}, получим числа i1, . . . , ir =
1, N1, j1, . . . , jr = 1, N2, получим матрицу Br ∈ KN2×N1 , удовлетворяющую условиям:
i1, . . . , ir — различные числа, j1, . . . , jr — различные числа, (Br)

jk
ik

6= 0, (Br)
j
ik

= 0 при:

k = 1, r, j = 1, N2, j 6= jk; матрица Br содержит ровно r ненулевых строк. Очевид-
но, (Br)i1 , . . . , (Br)ir — базисные столбцы матрицы Br. Тогда rank(Br) = r. Так как

(Br)i1 , . . . , (Br)ir — линейно независимые столбцы, то det
(

{

(Br)
jm
ik

}m=1,r

k=1,r

)

6= 0.

Очевидно:

rank(A) = rank(B0) = · · · = rank(Br) = r;

det
(

{

Ajm
ik

}m=1,r

k=1,r

)

= det
(

{

(B0)
jm
ik

}m=1,r

k=1,r

)

= · · · = det
(

{

(Br)
jm
ik

}m=1,r

k=1,r

)

6= 0.

Так как det
(

{

Ajm
ik

}m=1,r

k=1,r

)

6= 0, то: Ai1 , . . . , Air — линейно независимые столбцы,

Aj1 , . . . , Ajr — линейно независимые строки. Так как rank(A) = r, то: Ai1 , . . . , Air — ба-
зисные столбцы матрицы A; Aj1 , . . . , Ajr — базисные строки матрицы A.
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Лекция 12. Система линейных алгебраических уравне-

ний

12.1. Линейное операторное уравнение

Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K; A ∈ lin(L1, L2),
y ∈ L2. Рассмотрим уравнение:

{

Ax = y,

x ∈ D(A).
(1)

Будем говорить, что (1) — линейное операторное уравнение. Пусть y = θ2. Будем говорить,
что (1) — линейное однородное операторное уравнение. Пусть y 6= θ2. Будем говорить, что
(1) — линейное неоднородное операторное уравнение.

Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K; A ∈ lin(L1, L2).
Рассмотрим уравнение:

{

Ax = θ2,

x ∈ D(A).
(2)

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K; A ∈
lin(L1, L2). Рассмотрим уравнение (2).

1. Пусть dim
(

ker(A)
)

= 0. Тогда ker(A) = {θ1}.
2. Пусть: m ∈ N, dim

(

ker(A)
)

= m. Тогда существуют векторы e1, . . . , em, удовлетво-
ряющие условию: e1, . . . , em — базис подпространства ker(A). Следовательно, ker(A) =
L(e1, . . . , em).

3. Пусть dim
(

ker(A)
)

= +∞. Ничего сказать нельзя.

Будем говорить, что e — фундаментальная совокупность решений (ФСР) уравне-
ния (2), если e — базис подпространства ker(A).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K; A ∈
lin(L1, L2), y ∈ L2. Рассмотрим уравнение (1). Обозначим, Q =

{

x : x ∈ D(A) ∧ Ax = y
}

.
Очевидно, Q = D

(

A, {y}
)

.

Пусть x1, x2 ∈ Q. Тогда: x1 ∈ D(A), Ax1 = y, x2 ∈ D(A), Ax2 = y. Следовательно:
x1 − x2 ∈ D(A), A(x1 − x2) = Ax1 − Ax2 = y − y = θ2. Тогда x1 − x2 ∈ ker(A).

Пусть: x1 ∈ Q, x2 ∈ ker(A). Тогда: x1 ∈ D(A), Ax1 = y, x2 ∈ D(A), Ax2 = θ2. Следова-
тельно: x1 + x2 ∈ D(A), A(x1 + x2) = Ax1 + Ax2 = y + θ2 = y. Тогда x1 + x2 ∈ Q.

Пусть x0 ∈ Q. Докажем, что Q = {x0}+ ker(A).

Пусть x ∈ Q. Так как x0 ∈ Q, то x−x0 ∈ ker(A). Тогда: x = x0+(x−x0) ∈ {x0}+ker(A).

Пусть x ∈ {x0} + ker(A). Тогда существует вектор x̃, удовлетворяющий условиям: x̃ ∈
ker(A), x = x0 + x̃. Так как x0 ∈ Q, то x ∈ Q.

Итак, Q = {x0}+ ker(A).

1. Пусть y /∈ R(A). Тогда Q = ∅.
2. Пусть y ∈ R(A). Тогда существует вектор x0, удовлетворяющий условию x0 ∈ Q.

Следовательно, Q = {x0}+ ker(A).
2.1. Пусть dim

(

ker(A)
)

= 0. Тогда ker(A) = {θ1}. Следовательно: Q = {x0}+ker(A) =
{x0}+ {θ1} = {x0}.
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2.2. Пусть: m ∈ N, dim
(

ker(A)
)

= m. Тогда существуют векторы e1, . . . , em, удовле-
творяющие условию: e1, . . . , em — базис подпространства ker(A). Следовательно, ker(A) =
L(e1, . . . , em). Тогда: Q = {x0}+ ker(A) = {x0}+ L(e1, . . . , em).

2.3. Пусть dim
(

ker(A)
)

= +∞. Ничего сказать нельзя.

12.2. Система линейных алгебраических уравнений

Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1 , y ∈ KN2 . Рассмотрим уравнение:

{

Ax = y,

x ∈ KN1 .
(3)

Очевидно, уравнение (3) можно переписать в виде линейного операторного уравнения:

{

Âx = y,

x ∈ D(Â).

Очевидно, уравнение (3) можно переписать в виде системы линейных алгебраических
уравнений (СЛАУ):























A1
1x

1 + · · ·+ A1
N1
xN1 = y1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

AN2

1 x1 + · · ·+ AN2

N1
xN1 = yN2 ;

x1, . . . , xN1 ∈ K.

Будем говорить, что A — основная матрица уравнения (3). Будем говорить, что (A, y) —
расширенная матрица уравнения (3).

Теорема (Кронекера—Капелли). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1, y ∈
KN2. Уравнение (3) имеет решение тогда и только тогда, когда rank(A, y) = rank(A).

Доказательство. Пусть существует столбец x, удовлетворяющий условиям: x ∈ KN1 ,
Ax = y. Тогда: x1, . . . , xN1 ∈ K, y = A1x

1+ · · ·+AN1
xN1 . Следовательно: −x1, . . . ,−xN1 ∈ K,

(−1)y = A1(−x1) + · · ·+ AN1
(−xN1). Тогда (−1)y ∈ L(A1, . . . , AN1

). Следовательно:

rank(A, y) = rank(A1, . . . , AN1
, y) = rank

(

A1, . . . , AN1
, y + (−1)y

)

= rank(A1, . . . , AN1
, θ̃2) =

= rank(A1, . . . , AN1
) = rank(A).

Пусть rank(A, y) = rank(A). Обозначим, r = rank(A). Тогда: r ∈ Z+, rank(A, y) = r.
Пусть r = 0. Так как: rank

(

{A1, . . . , AN1
, y}

)

= rank(A, y) = r, то y = θ̃2. Тогда: θ̃1 ∈ KN1 ,

Aθ̃1 = y.
Пусть r 6= 0. Тогда r ∈ N. Так как: rank

(

{A1, . . . , AN1
}
)

= rank(A) = r, то существуют

числа i1, . . . , ir = 1, N1, удовлетворяющие условиям: i1 < · · · < ir, Ai1 , . . . , Air — линейно
независимые столбцы. Так как: rank

(

{A1, . . . , AN1
, y}

)

= rank(A, y) = r, то Ai1 , . . . , Air —
базис множества {A1, . . . , AN1

, y}. Тогда существуют числа xi1 , . . . , xir , удовлетворяющие
условиям: xi1 , . . . , xir ∈ K, y = Ai1x

i1 + · · · + Airx
ir . Обозначим: xi = 0 при: i = 1, N1,

i /∈ {i1, . . . , ir}. Тогда: x1, . . . , xN1 ∈ K, y = A1x
1 + · · · + AN1

xN1 . Следовательно: x ∈ KN1 ,
Ax = y.
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Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N; A ∈ KN×N . Будем говорить, что B — обратная
матрица к матрице A, если: B ∈ KN×N , AB = I.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N; A, B ∈ KN×N , AB = I. Тогда:

det(AB) = det(I);

det(A) det(B) = 1;

det(A), det(B) 6= 0.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N; A ∈ KN×N , det(A) 6= 0.

1. Обозначим: Bj
i =

(−1)i+j∆
i
j(A)

det(A)
при i, j = 1, N . Тогда: B ∈ KN×N , AB = I, BA = I.

2. Пусть: N1 ∈ N, Y ∈ KN×N1. Существует единственная матрица X, удовлетворя-
ющая условиям: X ∈ KN×N1, AX = Y .

3. Пусть: N2 ∈ N, Y ∈ KN2×N . Существует единственная матрица X, удовлетворя-
ющая условиям: X ∈ KN2×N , XA = Y .

4. Пусть: x, y ∈ KN , Ax = y. Тогда: xj =
det(A1,...,Aj−1,y,Aj+1,...,AN )

det(A)
при j = 1, N (форму-

лы Крамера).

Доказательство.
1. Очевидно, B ∈ KN×N . Пусть i, j = 1, N . Обозначим:

Ã =























A1

...
Ai−1

Aj

Ai+1

...
AN























.

Тогда:

(AB)ji =
N
∑

k=1

Aj
kB

k
i =

N
∑

k=1

Aj
k

(−1)i+k∆
i

k(A)

det(A)
=

1

det(A)

N
∑

k=1

(−1)i+k∆
i

k(A)A
j
k =

=
1

det(A)

N
∑

k=1

(−1)i+k∆
i

k(Ã)Ã
i
k =

1

det(A)
det(Ã) = δji = Iji .

Следовательно, AB = I.
Пусть i, j = 1, N . Обозначим, Ã = (A1, . . . , Aj−1, Ai, Aj+1, . . . , AN). Тогда:

(BA)ji =
N
∑

k=1

Bj
kA

k
i =

N
∑

k=1

(−1)k+j∆
k

j (A)

det(A)
Ak

i =
1

det(A)

N
∑

k=1

(−1)k+j∆
k

j (A)A
k
i =

=
1

det(A)

N
∑

k=1

(−1)k+j∆
k

j (Ã)Ã
k
j =

1

det(A)
det(Ã) = δji = Iji .

Следовательно, BA = I.
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2. Пусть: X ∈ KN×N1 , AX = Y . Тогда:

B(AX) = BY,

(BA)X = BY,

IX = BY,

X = BY.

Пусть: X1 ∈ KN×N1 , AX1 = Y , X2 ∈ KN×N1 , AX2 = Y . Тогда: X1 = BY , X2 = BY .
Следовательно, X1 = X2.

Пусть X = BY . Тогда: X ∈ KN×N1 , AX = A(BY ) = (AB)Y = IY = Y .
3. Пусть: X ∈ KN2×N , XA = Y . Тогда:

(XA)B = Y B,

X(AB) = Y B,

XI = Y B,

X = Y B.

Пусть: X1 ∈ KN2×N , X1A = Y , X2 ∈ KN2×N , X2A = Y . Тогда: X1 = Y B, X2 = Y B.
Следовательно, X1 = X2.

Пусть X = Y B. Тогда: X ∈ KN2×N , XA = (Y B)A = Y (BA) = Y I = Y .
4. Пусть j = 1, N . Тогда:

det(A1, . . . , Aj−1, y, Aj+1, . . . , AN)

det(A)
=

det(A1, . . . , Aj−1, Ax,Aj+1, . . . , AN )

det(A)
=

=
det(A1, . . . , Aj−1, Akx

k, Aj+1, . . . , AN)

det(A)
=

det(A1, . . . , Aj−1, Ak, Aj+1, . . . , AN )

det(A)
xk = δjkx

k =

= xj.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N.
1. Пусть: A ∈ KN×N , det(A) 6= 0. Очевидно, существует единственная матрица X, удо-

влетворяющая условию: X — обратная матрица к матрице A. Обозначим через A−1 об-
ратную матрицу к матрице A.

2. Пусть: A ∈ KN×N , det(A) 6= 0. Обозначим: Bj
i =

(−1)i+j∆
i
j(A)

det(A)
при i, j = 1, N . Тогда:

B ∈ KN×N , AB = I. Следовательно, A−1 = B. Тогда: A−1A = I, (A−1)ji =
(−1)i+j∆

i
j(A)

det(A)
при

i, j = 1, N .
3. Пусть: A, B ∈ KN×N , AB = I. Тогда det(A), det(B) 6= 0.

Так как AB = I, то A−1 = B.
Очевидно, B−1B = I. С другой стороны, AB = I. Тогда B−1 = A.

4. Пусть: λ ∈ K, λ 6= 0, A ∈ KN×N , det(A) 6= 0. Очевидно: (λA)(λ−1A−1) =
(λλ−1)(AA−1) = 1I = I. Тогда: det(λA) 6= 0, (λA)−1 = λ−1A−1.

5. Пусть: A, B ∈ KN×N , det(A), det(B) 6= 0. Очевидно: (AB)(B−1A−1) =
(

A(BB−1)
)

A−1 = (AI)A−1 = AA−1 = I. Тогда: det(AB) 6= 0, (AB)−1 = B−1A−1.
6. Пусть: A ∈ KN×N , det(A) 6= 0. Очевидно, AA−1 = I. Тогда: det(A−1) 6= 0, (A−1)−1 = A.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1 , y ∈ KN2 . Рассмотрим уравне-
ние (3). Обозначим: Q = {x : x ∈ KN1 ∧ Ax = y}, r = rank(A). Тогда r = 0,min{N1, N2}.

1. Пусть rank(A, y) 6= r. Тогда Q = ∅.
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2. Пусть: rank(A, y) = r, r = 0. Тогда: A = Θ, y = θ̃2. Следовательно, Q = KN1 .
3. Пусть: rank(A, y) = r, r 6= 0, N1 = r, N2 = r. Можно использовать формулы Крамера.
4. Пусть: rank(A, y) = r, r 6= 0, N1 = r, N2 > r. Пусть ∆1,...,r

1,...,r(A) 6= 0. Тогда

(A, y)1, . . . , (A, y)r — базис множества
{

(A, y)1, . . . , (A, y)N2

}

. Следовательно, уравнение (3)
эквивалентно системе:



















A1
1x

1 + · · ·+ A1
rx

r = y1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ar
1x

1 + · · ·+ Ar
rx

r = yr;

x1, . . . , xr ∈ K.

Можно использовать формулы Крамера.
5. Пусть: rank(A, y) = r, r 6= 0, N1 > r, N2 = r. Пусть ∆1,...,r

1,...,r(A) 6= 0. Пусть x — решение
уравнения (3). Тогда:























A1
1x

1 + · · ·+ A1
rx

r = y1 − A1
r+1x

r+1 − · · · − A1
N1
xN1 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ar
1x

1 + · · ·+ Ar
rx

r = yr − Ar
r+1x

r+1 − · · · − Ar
N1
xN1 ;

x1, . . . , xN1 ∈ K.

Обозначим: C1 = xr+1, . . . , CN1−r = xN1 . Тогда: C1, . . . , CN1−r ∈ K;



















































A1
1x

1 + · · ·+ A1
rx

r = y1 − A1
r+1C

1 − · · · − A1
N1
CN1−r,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ar
1x

1 + · · ·+ Ar
rx

r = yr − Ar
r+1C

1 − · · · − Ar
N1
CN1−r,

xr+1 = C1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xN1 = CN1−r;

x1, . . . , xN1 ∈ K.

(4)

Можно использовать формулы Крамера.
Пусть: C1, . . . , CN1−r ∈ K, x — решение системы (4). Тогда x — решение уравне-

ния (3).
6. Пусть: rank(A, y) = r, r 6= 0, N1 > r, N2 > r. Пусть ∆1,...,r

1,...,r(A) 6= 0. Тогда

(A, y)1, . . . , (A, y)r — базис множества
{

(A, y)1, . . . , (A, y)N2

}

. Следовательно, уравнение (3)
эквивалентно системе:























A1
1x

1 + · · ·+ A1
N1
xN1 = y1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ar
1x

1 + · · ·+ Ar
N1
xN1 = yr;

x1, . . . , xN1 ∈ K.

Можно использовать метод из пункта 5.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N1, N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1 , y ∈ KN2 , j = 1, N2. Будем
говорить, что (A, y)j — квазинулевая строка, если: Aj

1, . . . , A
j
N1

= 0, yj 6= 0.
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Замечание (Метод Гаусса—Жордана для решения СЛАУ). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1,
N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1 , y ∈ KN2 . Обозначим, Q = {x : x ∈ KN1∧Ax = y}. Пусть матрица (A, y)
содержит квазинулевую строку. Тогда Q = ∅. Пусть матрица (A, y) не содержит квази-
нулевых строк. Пусть матрица A не содержит ненулевых строк. Тогда Q = KN1 . Пусть
матрица A содержит ненулевую строку. Обозначим: B0 = A, z0 = y. Тогда: B0 ∈ KN2×N1 ,
z0 ∈ KN2 , Q = {x : x ∈ KN1 ∧B0x = z0}, матрица (B0, z0) не содержит квазинулевых строк,
матрица B0 содержит ненулевую строку.

Выберем числа i1 = 1, N1, j1 = 1, N2, удовлетворяющие условию (B0)
j1
i1

6= 0. Обну-

лим элементы, стоящие над элементом (B0)
j1
i1

, обнулим элементы, стоящие под элементом

(B0)
j1
i1

. Получим матрицу B1 ∈ KN2×N1 , получим столбец z1 ∈ KN2 , удовлетворяющий усло-

виям: (B1)
j1
i1

6= 0, (B1)
j
i1

= 0 при: j = 1, N2, j 6= j1; Q = {x : x ∈ KN1 ∧ B1x = z1}. Пусть
матрица (B1, z1) содержит квазинулевую строку. Тогда Q = ∅. Остановим процесс. Пусть
матрица (B1, z1) не содержит квазинулевых строк. Пусть матрица B1 содержит ровно одну
ненулевую строку. Остановим процесс. Пусть матрица B1 содержит, по крайней мере, две
ненулевые строки. Перейдём к следующему шагу.

Выберем числа i2 = 1, N1, j2 = 1, N2, удовлетворяющие условиям: j2 6= j1, (B1)
j2
i2

6= 0.

Очевидно, i2 6= i1. Тогда: i1, i2 = 1, N1, i1, i2 — различные числа, j1, j2 = 1, N2, j1, j2 —
различные числа. Обнулим элементы, стоящие над элементом (B1)

j2
i2

, обнулим элементы,

стоящие под элементом (B1)
j2
i2

. Получим матрицу B2 ∈ KN2×N1 , получим столбец z2 ∈ KN2 ,

удовлетворяющий условиям: (B2)
jk
ik

6= 0, (B2)
j
ik

= 0 при: k = 1, 2, j = 1, N2, j 6= jk; Q =
{x : x ∈ KN1 ∧ B1x = z1}. Пусть матрица (B2, z2) содержит квазинулевую строку. Тогда
Q = ∅. Остановим процесс. Пусть матрица B2 содержит ровно две ненулевые строки.
Остановим процесс. Пусть матрица B2 содержит, по крайней мере, три ненулевые строки.
Перейдём к следующему шагу.

Первый вариант. Продолжая рассуждения, получим, что Q = ∅.
Второй вариант. Продолжая рассуждения, получим число r = 1,min{N1, N2}, получим

числа i1, . . . , ir = 1, N1, j1, . . . , jr = 1, N2, получим матрицу Br ∈ KN2×N1 , получим столбец
zr ∈ KN2 , удовлетворяющий условиям: i1, . . . , ir — различные числа, j1, . . . , jr — различные
числа, (Br)

jk
ik

6= 0, (Br)
j
ik
= 0 при: k = 1, r, j = 1, N2, j 6= jk; Q = {x : x ∈ KN1 ∧ Brx = zr},

матрица (Br, zr) не содержит квазинулевых строк, матрица Br содержит ровно r ненуле-
вых строк. Далее можно выписывать ответ.
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Лекция 13. Кривые второго порядка

13.1. Определение кривой второго порядка

Определение. Будем говорить, что l — кривая второго порядка в пространстве E2, если:
l ⊆ E2; существуют объекты O, e, A, B, C, удовлетворяющие условиям: O ∈ E2, e — базис
пространства ~E2, A ∈ R2×2, AT = A, A 6= Θ, B ∈ R1×2, C ∈ R, hO,e[l] — множество всех
решений уравнения:

Ak,mx
kxm + 2Bmx

m + C = 0,

x ∈ R2.

Утверждение (без доказательства). Пусть l — кривая второго порядка в простран-
стве E2. Тогда l является одним из следующих множеств.

1. Эллипс.
2. Множество, состоящее из одной точки.
3. Пустое множество.
4. Гипербола.
5. Объединение двух прямых, имеющих одну общую точку.
6. Парабола.
7. Объединение двух прямых, не имеющих общих точек.
8. Прямая.

13.2. Эллипс

Определение. Будем говорить, что l — эллипс в пространстве E2, если: l ⊆ E2; существуют
объекты O, e, a, b, удовлетворяющие условиям: O ∈ E2, e — правый ортонормированный
базис пространства ~E2, a, b ∈ R, 0 < b 6 a, hO,e[l] — множество всех решений уравнения:

(x1)2

a2
+

(x2)2

b2
= 1,

x ∈ R2.

Пусть: l ⊆ E2; O ∈ E2, e — правый ортонормированный базис пространства ~E2, a,
b ∈ R, 0 < b 6 a, hO,e[l] — множество всех решений уравнения:

(x1)2

a2
+

(x2)2

b2
= 1,

x ∈ R2.

Тогда l — эллипс в пространстве E2.
Будем говорить, что: hO,e — каноническая система координат для эллипса l; a — боль-

шая полуось эллипса l; b — малая полуось эллипса l. Очевидно, O /∈ l. Пусть: M ∈ l,
x = hO,e(M). Тогда: h−1

O,e(−x1, x2) ∈ l, h−1
O,e(x

1,−x2) ∈ l, h−1
O,e(−x1,−x2) ∈ l.

Утверждение. Справедливо утверждение: hO,e[l] — множество всех решений уравне-
ния:

|x2| = b

√

1− (x1)2

a2
,
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x ∈ R2, |x1| 6 a.

Справедливо утверждение: hO,e[l] — множество всех решений уравнения:

|x1| = a

√

1− (x2)2

b2
,

x ∈ R2, |x2| 6 b.

Обозначим, c =
√
a2 − b2. Тогда c ∈ [0, a). Пусть a > b. Тогда c > 0. Пусть a = b. Тогда

c = 0.
Обозначим, ε = c

a
. Тогда ε ∈ [0, 1). Будем говорить, что ε — эксцентриситет эллипса l.

Пусть a > b. Тогда ε > 0. Пусть a = b. Тогда ε = 0.
Обозначим: F1 = h−1

O,e(−c, 0), F2 = h−1
O,e(c, 0). Тогда: F1, F2 ∈ E2, F1, F2 /∈ l, ρ(F1, F2) = 2c.

Будем говорить, что: F1, F2 — фокусы эллипса l; ρ(F1, F2) — фокусное расстояние эллипса
l. Пусть a > b. Тогда: F1, F2 6= O, F1 6= F2. Пусть a = b. Тогда F1, F2 = O.

Пусть M ∈ E2. Обозначим: r1(M) = ρ(M,F1), r2(M) = ρ(M,F2). Тогда r1(M),
r2(M) ∈ [0,+∞). Пусть x = hO,e(M). Тогда: r1(M) =

√

(x1 + c)2 + (x2)2, r2(M) =
√

(x1 − c)2 + (x2)2.

Замечание. Пусть M ∈ l. Так как F1 /∈ l, то M 6= F1. Тогда:
−−→
F1M 6= θ, r1(M) = ρ(M,F1) >

0.
Пусть M ∈ l. Так как F2 /∈ l, то M 6= F2. Тогда:

−−→
F2M 6= θ, r2(M) = ρ(M,F2) > 0.

Утверждение. Пусть: M ∈ E2, x = hO,e(M). Тогда:

r1(M) =

√

b2
((x1)2

a2
+

(x2)2

b2
− 1

)

+ (a+ εx1)2,

r2(M) =

√

b2
((x1)2

a2
+

(x2)2

b2
− 1

)

+ (a− εx1)2.

Доказательство. Очевидно:

√

b2
((x1)2

a2
+

(x2)2

b2
− 1

)

+ (a+ εx1)2 =

√

b2
((x1)2

a2
+

(x2)2

b2
− 1

)

+
(

a+
c

a
x1
)2

=

=

√

b2
((x1)2

a2
+

(x2)2

b2
− 1

)

+ a2 + 2cx1 +
c2

a2
(x1)2 =

=

√

b2
((x1)2

a2
+

(x2)2

b2
− 1

)

+ a2 + 2cx1 +
a2 − b2

a2
(x1)2 =

√

(x1)2 + 2x1c+ c2 + (x2)2 =

=
√

(x1 + c)2 + (x2)2 = r1(M);
√

b2
((x1)2

a2
+

(x2)2

b2
− 1

)

+ (a− εx1)2 =

√

b2
((x1)2

a2
+

(x2)2

b2
− 1

)

+
(

a− c

a
x1
)2

=

=

√

b2
((x1)2

a2
+

(x2)2

b2
− 1

)

+ a2 − 2cx1 +
c2

a2
(x1)2 =

=

√

b2
((x1)2

a2
+

(x2)2

b2
− 1

)

+ a2 − 2cx1 +
a2 − b2

a2
(x1)2 =

√

(x1)2 − 2x1c+ c2 + (x2)2 =

=
√

(x1 − c)2 + (x2)2 = r2(M).
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Утверждение (фокальные свойства эллипса).
1. Пусть: M ∈ l, x = hO,e(M). Тогда r1(M) = |a+ εx1|.
2. Пусть: M ∈ E2, x = hO,e(M), r1(M) = |a+ εx1|. Тогда M ∈ l.
3. Пусть: M ∈ l, x = hO,e(M). Тогда r2(M) = |a− εx1|.
4. Пусть: M ∈ E2, x = hO,e(M), r2(M) = |a− εx1|. Тогда M ∈ l.

Доказательство.

1. Так как M ∈ l, то (x1)2

a2
+ (x2)2

b2
= 1. Тогда:

r1(M) =

√

b2
((x1)2

a2
+

(x2)2

b2
− 1

)

+ (a+ εx1)2 =
√

(a+ εx1)2 = |a+ εx1|.

2. Очевидно:

r1(M) = |a+ εx1|,
√

b2
((x1)2

a2
+

(x2)2

b2
− 1

)

+ (a+ εx1)2 = |a+ εx1|,

b2
((x1)2

a2
+

(x2)2

b2
− 1

)

+ (a+ εx1)2 = (a+ εx1)2,

b2
((x1)2

a2
+

(x2)2

b2
− 1

)

= 0,

(x1)2

a2
+

(x2)2

b2
= 1.

Тогда M ∈ l.
3. Так как M ∈ l, то (x1)2

a2
+ (x2)2

b2
= 1. Тогда:

r2(M) =

√

b2
((x1)2

a2
+

(x2)2

b2
− 1

)

+ (a− εx1)2 =
√

(a− εx1)2 = |a− εx1|.

4. Очевидно:

r2(M) = |a− εx1|,
√

b2
((x1)2

a2
+

(x2)2

b2
− 1

)

+ (a− εx1)2 = |a− εx1|,

b2
((x1)2

a2
+

(x2)2

b2
− 1

)

+ (a− εx1)2 = (a− εx1)2,

b2
((x1)2

a2
+

(x2)2

b2
− 1

)

= 0,

(x1)2

a2
+

(x2)2

b2
= 1.

Тогда M ∈ l.

Замечание. Пусть:M ∈ l, x = hO,e(M). Тогда |x1| 6 a. Так как: a > 0, |ε| < 1, то a+εx1 > 0.
Пусть: M ∈ E2, x = hO,e(M), r1(M) = a + εx1. Тогда

∣

∣r1(M)
∣

∣ = |a + εx1|. Так как
r1(M) > 0, то r1(M) = |a+ εx1|.

Пусть: M ∈ l, x = hO,e(M). Тогда |x1| 6 a. Так как: a > 0, |ε| < 1, то a− εx1 > 0.
Пусть: M ∈ E2, x = hO,e(M), r2(M) = a − εx1. Тогда

∣

∣r2(M)
∣

∣ = |a − εx1|. Так как
r2(M) > 0, то r2(M) = |a− εx1|.
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Замечание (фокальные свойства эллипса). Пусть: M ∈ l, x = hO,e(M). Тогда: r1(M) =
|a+ εx1|, a+ εx1 > 0. Следовательно, r1(M) = a+ εx1.

Пусть: M ∈ E2, x = hO,e(M), r1(M) = a+ εx1. Тогда r1(M) = |a+ εx1|. Следовательно,
M ∈ l.

Пусть: M ∈ l, x = hO,e(M). Тогда: r2(M) = |a − εx1|, a − εx1 > 0. Следовательно,
r2(M) = a− εx1.

Пусть: M ∈ E2, x = hO,e(M), r2(M) = a− εx1. Тогда r2(M) = |a− εx1|. Следовательно,
M ∈ l.

Утверждение (фокальные свойства эллипса).
1. Пусть M ∈ l. Тогда r1(M) + r2(M) = 2a.
2. Пусть: M ∈ E2, r1(M) + r2(M) = 2a. Тогда M ∈ l.

Доказательство.
1. Обозначим, x = hO,e(M). Так как M ∈ l, то: r1(M) = a+ εx1, r2(M) = a− εx1. Тогда

r1(M) + r2(M) = 2a.
2. Обозначим, x = hO,e(M). Очевидно:

(

r1(M)
)2

= (x1 + c)2 + (x2)2 = (x1)2 + 2x1c+ c2 + (x2)2,
(

r2(M)
)2

= (x1 − c)2 + (x2)2 = (x1)2 − 2x1c+ c2 + (x2)2.

Тогда
(

r1(M)
)2 −

(

r2(M)
)2

= 4x1c. Следовательно:

(

r1(M)− r2(M)
)(

r1(M) + r2(M)
)

=
(

r1(M)
)2 −

(

r2(M)
)2

= 4x1c.

Так как r1(M) + r2(M) = 2a, то:

r1(M)− r2(M) =
1

2a
4x1c = 2εx1.

Так как r1(M) + r2(M) = 2a, то r1(M) = a+ εx1. Тогда M ∈ l.

Пусть a > b. Пусть: D1 ⊆ E2, hO,e[D1] — множество всех решений уравнения: x1 = −a
ε
,

x ∈ R2; D2 ⊆ E2, hO,e[D2] — множество всех решений уравнения: x1 = a
ε
, x ∈ R2. Тогда:

D1, D2 — прямые в пространстве E2, O, F1, F2 /∈ D1, O, F1, F2 /∈ D2, D1∩ l = ∅, D2∩ l = ∅,
D1 ∩D2 = ∅. Будем говорить, что D1, D2 — директрисы эллипса l.

ПустьM ∈ E2. Обозначим: d1(M) = ρ(M,D1), d2(M) = ρ(M,D2). Тогда d1(M), d2(M) ∈
[0,+∞). Пусть x = hO,e(M). Тогда: d1(M) = |x1 + a

ε
|, d1(M) = |x1 − a

ε
|.

Утверждение (фокально-директориальные свойства эллипса).
1. Пусть M ∈ l. Тогда r1(M) = εd1(M).
2. Пусть: M ∈ E2, r1(M) = εd1(M). Тогда M ∈ l.
3. Пусть M ∈ l. Тогда r2(M) = εd2(M).
4. Пусть: M ∈ E2, r2(M) = εd2(M). Тогда M ∈ l.

Доказательство.
1. Обозначим, x = hO,e(M). Так как M ∈ l, то:

r1(M) = |a+ εx1| = ε
∣

∣

∣x1 +
a

ε

∣

∣

∣ = εd1(M).
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2. Обозначим, x = hO,e(M). Очевидно:

r1(M) = εd1(M) = ε
∣

∣

∣
x1 +

a

ε

∣

∣

∣
= |a+ εx1|.

Тогда M ∈ l.
3. Обозначим, x = hO,e(M). Так как M ∈ l, то:

r2(M) = |a− εx1| = ε
∣

∣

∣
x1 − a

ε

∣

∣

∣
= εd1(M).

4. Обозначим, x = hO,e(M). Очевидно:

r1(M) = εd1(M) = ε
∣

∣

∣
x1 − a

ε

∣

∣

∣
= |a− εx1|.

Тогда M ∈ l.

Определение (нормальный вектор к эллипсу, касательный вектор к эллипсу, касательная
прямая к эллипсу). Пусть: M0 ∈ l, x0 = hO,e(M0).

Обозначим, N∗(M0) =
x1
0

a2
e1 +

x2
0

b2
e2. Тогда: N∗(M0) ∈ ~E2, N∗(M0) 6= θ. Будем говорить,

что N — нормальный вектор к эллипсу l в точке M0, если N ∈ L
(

N∗(M0)
)

.

Обозначим, τ∗(M0) = −x2
0

b2
e1 +

x1
0

a2
e2. Тогда: τ∗(M0) ∈ ~E2, τ∗(M0) ⊥ N∗(M0), τ∗(M0) 6= θ.

Будем говорить, что τ — касательный вектор к эллипсу l в точке M0, если τ ∈ L
(

τ∗(M0)
)

.

Обозначим через l∗(M0) прямую, удовлетворяющую условиям: l∗(M0) — прямая в про-
странстве E2, M0 ∈ l∗(M0), N∗(M0) — нормальный вектор к прямой l∗(M0). Будем гово-
рить, что l∗(M0) — касательная прямая к эллипсу l в точке M0.

Утверждение. Пусть ψ : R → l. Обозначим: ψ1(t) =
−−−→
Oψ(t) при t ∈ D(ψ); ψ2(t) =

hO,e

(

ψ(t)
)

при t ∈ D(ψ).

Пусть: t0 ∈ R, ψ1 — дифференцируемая функция в точке t0. Обозначим: M0 = ψ(t0),
x0 = ψ2(t0). Тогда: ψ̇1(t0) ⊥ N∗(M0), ψ̇1(t0) — касательный вектор к эллипсу l в точке
M0.

Доказательство. Пусть t ∈ D(ψ). Тогда ψ(t) ∈ l. Следовательно:

(

ψ1
2(t)

)2

a2
+

(

ψ2
2(t)

)2

b2
= 1.

Так как ψ1 — дифференцируемая функция в точке t0, то:

2ψ1
2(t0)ψ̇

1
2(t0)

a2
+

2ψ2
2(t0)ψ̇

2
2(t0)

b2
= 0,

x10
a2
ψ̇1
2(t0) +

x20
b2
ψ̇2
2(t0) = 0,

(

N∗(M0), ψ̇1(t0)
)

= 0.

Так как: N∗(M0) 6= θ, τ∗(M0) ⊥ N∗(M0), то τ∗(M0), ψ̇1(t0) — линейно зависимые векторы.
Так как τ∗(M0) 6= θ, то ψ̇1(t0) ∈ L

(

τ∗(M0)
)

.
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Замечание (уравнение касательной прямой к эллипсу). Пусть: M0 ∈ l, x0 = hO,e(M0).

Тогда
(x1

0
)2

a2
+

(x2
0
)2

b2
= 1.

Так как: l∗(M0) — прямая в пространстве E2, M0 ∈ l∗(M0), N∗(M0) — нормальный
вектор к прямой l∗(M0), то hO,e

[

l∗(M0)
]

— множество решений уравнения:

x10
a2

(x1 − x10) +
x20
b2
(x2 − x20) = 0, x ∈ R2;

x10x
1

a2
+
x20x

2

b2
=

(x10)
2

a2
+

(x20)
2

b2
, x ∈ R2.

Так как
(x1

0
)2

a2
+

(x2
0
)2

b2
= 1, то hO,e

[

l∗(M0)
]

— множество решений уравнения:

x10x
1

a2
+
x20x

2

b2
= 1, x ∈ R2.

Утверждение (оптическое свойство эллипса). Пусть M0 ∈ l. Тогда ϕ
(

N∗(M0),
−−−→
F1M0

)

=

ϕ
(

N∗(M0),
−−−→
F2M0

)

.

Доказательство. Обозначим, x0 = hO,e(M0). Так как M0 ∈ l, то
(x1

0
)2

a2
+

(x2
0
)2

b2
= 1.

Очевидно: ‖−−−→F1M0‖ = ρ(F1,M0) = ρ(M0, F1) = r1(M0).

Очевидно, [
−−−→
F1M0](e) = (x10 + c, x20)

T . Так как M0 ∈ l, то r1(M0) = a + εx10. Так как
(x1

0
)2

a2
+

(x2
0
)2

b2
= 1, то:

(

N∗(M0),
−−−→
F1M0

)

=
x10
a2

(x10 + c) +
x20
b2
x20 =

(x10)
2

a2
+

(x20)
2

b2
+
x10
a2
c = 1 +

1

a
εx10 =

1

a
(a+ εx10) =

=
1

a
r1(M0).

Так как M0 ∈ l, то
−−−→
F1M0 6= θ. Так как N∗(M0) 6= θ, то:

ϕ
(

N∗(M0),
−−−→
F1M0

)

= arccos

(

(

N∗(M0),
−−−→
F1M0

)

∥

∥N∗(M0)
∥

∥ · ‖−−−→F1M0‖

)

= arccos

( 1
a
r1(M0)

∥

∥N∗(M0)
∥

∥r1(M0)

)

=

= arccos

(

1

a
∥

∥N∗(M0)
∥

∥

)

.

Очевидно: ‖−−−→F2M0‖ = ρ(F2,M0) = ρ(M0, F2) = r2(M0).

Очевидно, [
−−−→
F2M0](e) = (x10 − c, x20)

T . Так как M0 ∈ l, то r2(M0) = a − εx10. Так как
(x1

0
)2

a2
+

(x2
0
)2

b2
= 1, то:

(

N∗(M0),
−−−→
F2M0

)

=
x10
a2

(x10 − c) +
x20
b2
x20 =

(x10)
2

a2
+

(x20)
2

b2
− x10
a2
c = 1− 1

a
εx10 =

1

a
(a− εx10) =

=
1

a
r2(M0).

Так как M0 ∈ l, то
−−−→
F2M0 6= θ. Так как N∗(M0) 6= θ, то:

ϕ
(

N∗(M0),
−−−→
F2M0

)

= arccos

(

(

N∗(M0),
−−−→
F2M0

)

∥

∥N∗(M0)
∥

∥ · ‖−−−→F2M0‖

)

= arccos

( 1
a
r2(M0)

∥

∥N∗(M0)
∥

∥r2(M0)

)

=
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= arccos

(

1

a
∥

∥N∗(M0)
∥

∥

)

.

Итак: ϕ
(

N∗(M0),
−−−→
F1M0

)

= arccos
(

1
a|N∗(M0)|

)

= ϕ
(

N∗(M0),
−−−→
F2M0

)

.

13.3. Гипербола

Определение. Будем говорить, что l — гипербола в пространстве E2, если: l ⊆ E2; су-
ществуют объекты O, e, a, b, удовлетворяющие условиям: O ∈ E2, e — правый ортонор-
мированный базис пространства ~E2, a, b ∈ (0,+∞), hO,e[l] — множество всех решений
уравнения:

(x1)2

a2
− (x2)2

b2
= 1,

x ∈ R2.

Пусть: l ⊆ E2; O ∈ E2, e — правый ортонормированный базис пространства ~E2, a,
b ∈ (0,+∞), hO,e[l] — множество всех решений уравнения:

(x1)2

a2
− (x2)2

b2
= 1,

x ∈ R2.

Тогда l — гипербола в пространстве E2.
Будем говорить, что: hO,e — каноническая система координат для гиперболы l; a —

вещественная полуось гиперболы l; b — мнимая полуось гиперболы l. Очевидно, O /∈ l.
Пусть: M ∈ l, x = hO,e(M). Тогда: h−1

O,e(−x1, x2) ∈ l, h−1
O,e(x

1,−x2) ∈ l, h−1
O,e(−x1,−x2) ∈ l.

Утверждение. Справедливо утверждение: hO,e[l] — множество всех решений уравне-
ния:

|x2| = b

√

(x1)2

a2
− 1,

x ∈ R2, |x1| > a.

Справедливо утверждение: hO,e[l] — множество всех решений уравнения:

|x1| = a

√

1 +
(x2)2

b2
,

x ∈ R2.

Замечание. Пусть: M ∈ l, x = hO,e(M), x1 > −a. Тогда: |x1| > a, x1 > −a. Следовательно,
x1 > a.

Пусть: M ∈ l, x = hO,e(M), x1 < a. Тогда: |x1| > a, x1 < a. Следовательно, x1 6 −a.
Пусть: l1 ⊆ E2, hO,e[l1] — множество всех решений уравнения: x2 = b

a
x1, x ∈ R2; l2 ⊆ E2,

hO,e[l2] — множество всех решений уравнения: x2 = − b
a
x1, x ∈ R2. Тогда: l1, l2 — прямые в

пространстве E2, F1, F2 /∈ l1, F1, F2 /∈ l2, l1∩ l = ∅, l2∩ l = ∅, l1∩ l2 = {O}. Будем говорить,
что l1, l2 — асимптоты гиперболы l.

Утверждение. Обозначим: F1(x
1) = b

√

(x1)2

a2
− 1 при: x1 ∈ R, |x1| > a. Тогда:
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1. F1(x
1) < b

a
x1 при x1 ∈ [a,+∞); F1(x

1) = b
a
x1 + o(1) при: x1 ∈ R, x1 → +∞;

2. F1(x
1) < − b

a
x1 при x1 ∈ (−∞,−a]; F1(x

1) = − b
a
x1 + o(1) при: x1 ∈ R, x1 → −∞.

Обозначим: F2(x
1) = −b

√

(x1)2

a2
− 1 при: x1 ∈ R, |x1| > a. Тогда:

1. F2(x
1) > − b

a
x1 при x1 ∈ [a,+∞); F2(x

1) = − b
a
x1 + o(1) при: x1 ∈ R, x1 → +∞;

2. F2(x
1) > b

a
x1 при x1 ∈ (−∞,−a]; F2(x

1) = b
a
x1 + o(1) при: x1 ∈ R, x1 → −∞.

Доказательство. Пусть x1 ∈ [a,+∞). Так как a, b, x1 > 0, то:

F1(x
1)− b

a
x1 = b

√

(x1)2

a2
− 1− b

a
x1 = b

x1

a

√

1− a2

(x1)2
− b

a
x1 =

b

a
x1
(

√

1− a2

(x1)2
− 1

)

=

=
b

a
x1

1− a2

(x1)2
− 1

√

1− a2

(x1)2
+ 1

= −ab
x1

1
√

1− a2

(x1)2
+ 1

< 0.

Тогда: F1(x
1) < b

a
x1 при x1 ∈ [a,+∞). Очевидно: F1(x

1) − b
a
x1 → 0 при x1 → +∞. Тогда:

F1(x
1)− b

a
x1 = o(1) при: x1 ∈ R, x1 → +∞. Следовательно: F1(x

1) = b
a
x1+o(1) при: x1 ∈ R,

x1 → +∞.

Так как: F1(−x1) = F1(x
1) при: x1 ∈ R, |x1| > a, то: F1(x

1) < − b
a
x1 при x1 ∈ (−∞,−a];

F1(x
1) = − b

a
x1 + o(1) при: x1 ∈ R, x1 → −∞.

Так как: −F1(x
1) = F2(x

1) при: x1 ∈ R, |x1| > a, то: F2(x
1) > − b

a
x1 при x1 ∈ [a,+∞);

F2(x
1) = − b

a
x1 + o(1) при: x1 ∈ R, x1 → +∞.

Так как: −F1(x
1) = F2(x

1) при: x1 ∈ R, |x1| > a, то: F2(x
1) > b

a
x1 при x1 ∈ (−∞,−a];

F2(x
1) = b

a
x1 + o(1) при: x1 ∈ R, x1 → −∞.

Обозначим, c =
√
a2 + b2. Тогда c ∈ (a,+∞).

Обозначим, ε = c
a
. Тогда ε ∈ (1,+∞). Будем говорить, что ε — эксцентриситет гипер-

болы l.

Обозначим: F1 = h−1
O,e(−c, 0), F2 = h−1

O,e(c, 0). Тогда: F1, F2 ∈ E2, F1, F2 6= O, F1 6= F2,
F1, F2 /∈ l, ρ(F1, F2) = 2c. Будем говорить, что: F1, F2 — фокусы гиперболы l; ρ(F1, F2) —
фокусное расстояние гиперболы l.

Пусть M ∈ E2. Обозначим: r1(M) = ρ(M,F1), r2(M) = ρ(M,F2). Тогда r1(M),
r2(M) ∈ [0,+∞). Пусть x = hO,e(M). Тогда: r1(M) =

√

(x1 + c)2 + (x2)2, r2(M) =
√

(x1 − c)2 + (x2)2.

Замечание. Пусть M ∈ l. Так как F1 /∈ l, то M 6= F1. Тогда:
−−→
F1M 6= θ, r1(M) = ρ(M,F1) >

0.

Пусть M ∈ l. Так как F2 /∈ l, то M 6= F2. Тогда:
−−→
F2M 6= θ, r2(M) = ρ(M,F2) > 0.

Пусть M ∈ E2. Так как F1 6= F2, то M 6= F1 ∨M 6= F2. Тогда r1(M) > 0 ∨ r2(M) > 0.
Так как r1(M), r2(M) > 0, то r1(M) + r2(M) > 0.

Утверждение. Пусть: M ∈ E2, x = hO,e(M). Тогда:

r1(M) =

√

b2
(

1− (x1)2

a2
+

(x2)2

b2

)

+ (a+ εx1)2,

r2(M) =

√

b2
(

1− (x1)2

a2
+

(x2)2

b2

)

+ (a− εx1)2.
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Доказательство. Очевидно:

√

b2
(

1− (x1)2

a2
+

(x2)2

b2

)

+ (a+ εx1)2 =

√

b2
(

1− (x1)2

a2
+

(x2)2

b2

)

+
(

a+
c

a
x1
)2

=

=

√

b2
(

1− (x1)2

a2
+

(x2)2

b2

)

+ a2 + 2cx1 +
c2

a2
(x1)2 =

=

√

b2
(

1− (x1)2

a2
+

(x2)2

b2

)

+ a2 + 2cx1 +
a2 + b2

a2
(x1)2 =

√

(x1)2 + 2x1c+ c2 + (x2)2 =

=
√

(x1 + c)2 + (x2)2 = r1(M);
√

b2
(

1− (x1)2

a2
+

(x2)2

b2

)

+ (a− εx1)2 =

√

b2
(

1− (x1)2

a2
+

(x2)2

b2

)

+
(

a− c

a
x1
)2

=

=

√

b2
(

1− (x1)2

a2
+

(x2)2

b2

)

+ a2 − 2cx1 +
c2

a2
(x1)2 =

=

√

b2
(

1− (x1)2

a2
+

(x2)2

b2

)

+ a2 − 2cx1 +
a2 + b2

a2
(x1)2 =

√

(x1)2 − 2x1c+ c2 + (x2)2 =

=
√

(x1 − c)2 + (x2)2 = r2(M).

Утверждение (фокальные свойства гиперболы).
1. Пусть: M ∈ l, x = hO,e(M). Тогда r1(M) = |a+ εx1|.
2. Пусть: M ∈ E2, x = hO,e(M), r1(M) = |a+ εx1|. Тогда M ∈ l.
3. Пусть: M ∈ l, x = hO,e(M). Тогда r2(M) = |a− εx1|.
4. Пусть: M ∈ E2, x = hO,e(M), r2(M) = |a− εx1|. Тогда M ∈ l.

Доказательство.

1. Так как M ∈ l, то (x1)2

a2
− (x2)2

b2
= 1. Тогда:

r1(M) =

√

b2
(

1− (x1)2

a2
+

(x2)2

b2

)

+ (a+ εx1)2 =
√

(a+ εx1)2 = |a+ εx1|.

2. Очевидно:

r1(M) = |a+ εx1|,
√

b2
(

1− (x1)2

a2
+

(x2)2

b2

)

+ (a+ εx1)2 = |a+ εx1|,

b2
(

1− (x1)2

a2
+

(x2)2

b2

)

+ (a+ εx1)2 = (a+ εx1)2,

b2
(

1− (x1)2

a2
+

(x2)2

b2

)

= 0,

(x1)2

a2
− (x2)2

b2
= 1.

Тогда M ∈ l.
3. Так как M ∈ l, то (x1)2

a2
− (x2)2

b2
= 1. Тогда:

r2(M) =

√

b2
(

1− (x1)2

a2
+

(x2)2

b2

)

+ (a− εx1)2 =
√

(a− εx1)2 = |a− εx1|.
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4. Очевидно:

r2(M) = |a− εx1|,
√

b2
(

1− (x1)2

a2
+

(x2)2

b2

)

+ (a− εx1)2 = |a− εx1|,

b2
(

1− (x1)2

a2
+

(x2)2

b2

)

+ (a− εx1)2 = (a− εx1)2,

b2
(

1− (x1)2

a2
+

(x2)2

b2

)

= 0,

(x1)2

a2
− (x2)2

b2
= 1.

Тогда M ∈ l.

Замечание. Пусть: M ∈ l, x = hO,e(M), x1 > −a. Тогда x1 > a. Так как: a > 0, ε > 1, то
a+ εx1 > 2a. Так как: a+ εx1 > 0, x1 > 0, то sgn(a+ εx1) = sgn(x1).

Пусть: M ∈ l, x = hO,e(M), x1 < a. Тогда x1 6 −a. Так как: a > 0, ε > 1, то a+ εx1 < 0.
Так как x1 < 0, то sgn(a+ εx1) = sgn(x1).

Пусть: M ∈ E2, x = hO,e(M), r1(M) = ±(a + εx1). Тогда
∣

∣r1(M)
∣

∣ = |a + εx1|. Так как
r1(M) > 0, то r1(M) = |a+ εx1|.

Пусть: M ∈ l, x = hO,e(M), x1 > −a. Тогда x1 > a. Так как: a > 0, ε > 1, то a− εx1 < 0.
Так как x1 > 0, то sgn(a− εx1) = − sgn(x1).

Пусть: M ∈ l, x = hO,e(M), x1 < a. Тогда x1 6 −a. Так как: a > 0, ε > 1, то a−εx1 > 2a.
Так как: a− εx1 > 0, x1 < 0, то sgn(a− εx1) = − sgn(x1).

Пусть: M ∈ E2, x = hO,e(M), r2(M) = ±(a − εx1). Тогда
∣

∣r2(M)
∣

∣ = |a − εx1|. Так как
r2(M) > 0, то r2(M) = |a− εx1|.
Замечание (фокальные свойства гиперболы). Пусть: M ∈ l, x = hO,e(M), x1 > −a. Тогда:
r1(M) = |a + εx1|, a + εx1 > 0, x1 > 0. Следовательно: r1(M) = a + εx1, x1 > 0. Тогда
r1(M) = sgn(x1)(a+ εx1).

Пусть: M ∈ l, x = hO,e(M), x1 < a. Тогда: r1(M) = |a + εx1|, a + εx1 < 0, x1 < 0.
Следовательно: r1(M) = −(a+ εx1), x1 < 0. Тогда r1(M) = sgn(x1)(a+ εx1).

Пусть: M ∈ E2, x = hO,e(M), r1(M) = a+ εx1. Тогда r1(M) = |a+ εx1|. Следовательно,
M ∈ l. Предположим, что x1 < a. Так как M ∈ l, то a+ εx1 < 0. Так как: r1(M) = a+ εx1,
r1(M) > 0, то a+ εx1 > 0. Итак, x1 > a.

Пусть: M ∈ E2, x = hO,e(M), r1(M) = −(a + εx1). Тогда r1(M) = |a + εx1|. Следо-
вательно, M ∈ l. Предположим, что x1 > −a. Так как M ∈ l, то a + εx1 > 0. Так как:
r1(M) = −(a+ εx1), r1(M) > 0, то a+ εx1 6 0. Итак, x1 6 −a.

Пусть: M ∈ l, x = hO,e(M), x1 > −a. Тогда: r2(M) = |a − εx1|, a − εx1 < 0, x1 > 0.
Следовательно: r2(M) = −(a− εx1), x1 > 0. Тогда r2(M) = − sgn(x1)(a− εx1).

Пусть: M ∈ l, x = hO,e(M), x1 < a. Тогда: r2(M) = |a − εx1|, a − εx1 > 0, x1 < 0.
Следовательно: r2(M) = a− εx1, x1 < 0. Тогда r2(M) = − sgn(x1)(a− εx1).

Пусть: M ∈ E2, x = hO,e(M), r2(M) = −(a − εx1). Тогда r2(M) = |a − εx1|. Следо-
вательно, M ∈ l. Предположим, что x1 < a. Так как M ∈ l, то a − εx1 > 0. Так как:
r2(M) = −(a− εx1), r2(M) > 0, то a− εx1 6 0. Итак, x1 > a.

Пусть: M ∈ E2, x = hO,e(M), r2(M) = a− εx1. Тогда r2(M) = |a− εx1|. Следовательно,
M ∈ l. Предположим, что x1 > −a. Так как M ∈ l, то a−εx1 < 0. Так как: r2(M) = a−εx1,
r1(M) > 0, то a+ εx1 > 0. Итак, x1 6 −a.
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Утверждение (фокальные свойства гиперболы).
1. Пусть M ∈ l. Тогда

∣

∣r1(M)− r2(M)
∣

∣ = 2a.
2. Пусть: M ∈ E2,

∣

∣r1(M)− r2(M)
∣

∣ = 2a. Тогда M ∈ l.

Доказательство.
1. Обозначим, x = hO,e(M). Так как M ∈ l, то: r1(M) = sgn(x1)(a + εx1), r2(M) =

− sgn(x1)(a− εx1), x1 6= 0. Так как a > 0, то:
∣

∣r1(M)− r2(M)
∣

∣ = |2 sgn(x1)a| = 2a.
2. Обозначим, x = hO,e(M). Очевидно:

(

r1(M)
)2

= (x1 + c)2 + (x2)2 = (x1)2 + 2x1c+ c2 + (x2)2,
(

r2(M)
)2

= (x1 − c)2 + (x2)2 = (x1)2 − 2x1c+ c2 + (x2)2.

Тогда
(

r1(M)
)2 −

(

r2(M)
)2

= 4x1c. Следовательно:

(

r1(M)− r2(M)
)(

r1(M) + r2(M)
)

=
(

r1(M)
)2 −

(

r2(M)
)2

= 4x1c.

Пусть x1 > 0. Так как: c > 0, r1(M) + r2(M) > 0, то r1(M) − r2(M) > 0. Так как
∣

∣r1(M)− r2(M)
∣

∣ = 2a, то r1(M)− r2(M) = 2a. Тогда:

r1(M) + r2(M) =
1

2a
4x1c = 2εx1.

Так как r1(M)− r2(M) = 2a, то r1(M) = a+ εx1. Тогда M ∈ l.
Пусть x1 < 0. Так как: c > 0, r1(M) + r2(M) > 0, то r1(M) − r2(M) < 0. Так как

∣

∣r1(M)− r2(M)
∣

∣ = 2a, то r1(M)− r2(M) = −2a. Тогда:

r1(M) + r2(M) =
1

−2a
4x1c = −2εx1.

Так как r1(M)− r2(M) = −2a, то r1(M) = −(a+ εx1). Тогда M ∈ l.

Пусть: D1 ⊆ E2, hO,e[D1] — множество всех решений уравнения: x1 = −a
ε
, x ∈ R2;

D2 ⊆ E2, hO,e[D2] — множество всех решений уравнения: x1 = a
ε
, x ∈ R2. Тогда: D1, D2 —

прямые в пространстве E2, O, F1, F2 /∈ D1, O, F1, F2 /∈ D2, D1 ∩ l = ∅, D2 ∩ l = ∅,
D1 ∩D2 = ∅. Будем говорить, что D1, D2 — директрисы гиперболы l.

ПустьM ∈ E2. Обозначим: d1(M) = ρ(M,D1), d2(M) = ρ(M,D2). Тогда d1(M), d2(M) ∈
[0,+∞). Пусть x = hO,e(M). Тогда: d1(M) = |x1 + a

ε
|, d1(M) = |x1 − a

ε
|.

Утверждение (фокально-директориальные свойства гиперболы).
1. Пусть M ∈ l. Тогда r1(M) = εd1(M).
2. Пусть: M ∈ E2, r1(M) = εd1(M). Тогда M ∈ l.
3. Пусть M ∈ l. Тогда r2(M) = εd2(M).
4. Пусть: M ∈ E2, r2(M) = εd2(M). Тогда M ∈ l.

Доказательство.
1. Обозначим, x = hO,e(M). Так как M ∈ l, то:

r1(M) = |a+ εx1| = ε
∣

∣

∣x1 +
a

ε

∣

∣

∣ = εd1(M).
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2. Обозначим, x = hO,e(M). Очевидно:

r1(M) = εd1(M) = ε
∣

∣

∣
x1 +

a

ε

∣

∣

∣
= |a+ εx1|.

Тогда M ∈ l.
3. Обозначим, x = hO,e(M). Так как M ∈ l, то:

r2(M) = |a− εx1| = ε
∣

∣

∣
x1 − a

ε

∣

∣

∣
= εd1(M).

4. Обозначим, x = hO,e(M). Очевидно:

r1(M) = εd1(M) = ε
∣

∣

∣
x1 − a

ε

∣

∣

∣
= |a− εx1|.

Тогда M ∈ l.

Определение (нормальный вектор к гиперболе, касательный вектор к гиперболе, касатель-
ная прямая к гиперболе). Пусть: M0 ∈ l, x0 = hO,e(M0).

Обозначим, N∗(M0) =
x1
0

a2
e1 − x2

0

b2
e2. Тогда: N∗(M0) ∈ ~E2, N∗(M0) 6= θ. Будем говорить,

что N — нормальный вектор к гиперболе l в точке M0, если N ∈ L
(

N∗(M0)
)

.

Обозначим, τ∗(M0) =
x2
0

b2
e1 +

x1
0

a2
e2. Тогда: τ∗(M0) ∈ ~E2, τ∗(M0) ⊥ N∗(M0), τ∗(M0) 6= θ.

Будем говорить, что τ — касательный вектор к гиперболе l в точке M0, если τ ∈ L
(

τ∗(M0)
)

.

Обозначим через l∗(M0) прямую, удовлетворяющую условиям: l∗(M0) — прямая в про-
странстве E2, M0 ∈ l∗(M0), N∗(M0) — нормальный вектор к прямой l∗(M0). Будем гово-
рить, что l∗(M0) — касательная прямая к гиперболе l в точке M0.

Утверждение. Пусть ψ : R → l. Обозначим: ψ1(t) =
−−−→
Oψ(t) при t ∈ D(ψ); ψ2(t) =

hO,e

(

ψ(t)
)

при t ∈ D(ψ).

Пусть: t0 ∈ R, ψ1 — дифференцируемая функция в точке t0. Обозначим: M0 = ψ(t0),
x0 = ψ2(t0). Тогда: ψ̇1(t0) ⊥ N∗(M0), ψ̇1(t0) — касательный вектор к гиперболе l в точке
M0.

Доказательство. Пусть t ∈ D(ψ). Тогда ψ(t) ∈ l. Следовательно:

(

ψ1
2(t)

)2

a2
−

(

ψ2
2(t)

)2

b2
= 1.

Так как ψ1 — дифференцируемая функция в точке t0, то:

2ψ1
2(t0)ψ̇

1
2(t0)

a2
− 2ψ2

2(t0)ψ̇
2
2(t0)

b2
= 0,

x10
a2
ψ̇1
2(t0)−

x20
b2
ψ̇2
2(t0) = 0,

(

N∗(M0), ψ̇1(t0)
)

= 0.

Так как: N∗(M0) 6= θ, τ∗(M0) ⊥ N∗(M0), то τ∗(M0), ψ̇1(t0) — линейно зависимые векторы.
Так как τ∗(M0) 6= θ, то ψ̇1(t0) ∈ L

(

τ∗(M0)
)

.
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Замечание (уравнение касательной прямой к гиперболе). Пусть: M0 ∈ l, x0 = hO,e(M0).

Тогда
(x1

0
)2

a2
− (x2

0
)2

b2
= 1.

Так как: l∗(M0) — прямая в пространстве E2, M0 ∈ l∗(M0), N∗(M0) — нормальный
вектор к прямой l∗(M0), то hO,e

[

l∗(M0)
]

— множество решений уравнения:

x10
a2

(x1 − x10)−
x20
b2
(x2 − x20) = 0, x ∈ R2;

x10x
1

a2
− x20x

2

b2
=

(x10)
2

a2
− (x20)

2

b2
, x ∈ R2.

Так как
(x1

0
)2

a2
− (x2

0
)2

b2
= 1, то hO,e

[

l∗(M0)
]

— множество решений уравнения:

x10x
1

a2
− x20x

2

b2
= 1, x ∈ R2.

Утверждение (оптическое свойство гиперболы). Пусть M0 ∈ l. Тогда

ϕ
(

N∗(M0),
−−−→
F1M0

)

= ϕ
(

N∗(M0),
−−−→
M0F2

)

.

Доказательство. Обозначим, x0 = hO,e(M0). Так как M0 ∈ l, то:
(x1

0
)2

a2
− (x2

0
)2

b2
= 1, x10 6= 0.

Очевидно: ‖−−−→F1M0‖ = ρ(F1,M0) = ρ(M0, F1) = r1(M0).

Очевидно, [
−−−→
F1M0](e) = (x10 + c, x20)

T . Так как M0 ∈ l, то r1(M0) = sgn(x10)(a + εx10). Так

как:
(x1

0
)2

a2
− (x2

0
)2

b2
= 1, x10 6= 0, то:

(

N∗(M0),
−−−→
F1M0

)

=
x10
a2

(x10 + c)− x20
b2
x20 =

(x10)
2

a2
− (x20)

2

b2
+
x10
a2
c = 1 +

1

a
εx10 =

1

a
(a+ εx10) =

=
1

a
sgn(x10)r1(M0).

Так как M0 ∈ l, то
−−−→
F1M0 6= θ. Так как N∗(M0) 6= θ, то:

ϕ
(

N∗(M0),
−−−→
F1M0

)

= arccos

(

(

N∗(M0),
−−−→
F1M0

)

∥

∥N∗(M0)
∥

∥ · ‖−−−→F1M0‖

)

= arccos

( 1
a
sgn(x10)r1(M0)

∥

∥N∗(M0)
∥

∥r1(M0)

)

=

= arccos

(

sgn(x10)

a
∥

∥N∗(M0)
∥

∥

)

.

Очевидно: ‖−−−→M0F2‖ = ρ(M0, F2) = r2(M0).

Очевидно, [
−−−→
M0F2](e) =

(

−(x10−c),−x20
)T

. Так как M0 ∈ l, то r2(M0) = − sgn(x10)(a−εx10).
Так как:

(x1
0
)2

a2
− (x2

0
)2

b2
= 1, x10 6= 0, то:

(

N∗(M0),
−−−→
F2M0

)

=
x10
a2

(

−(x10 − c)
)

− x20
b2
(−x20) = −(x10)

2

a2
+

(x20)
2

b2
+
x10
a2
c =

= −1 +
1

a
εx10 = −1

a
(a− εx10) =

1

a
sgn(x10)r2(M0).

Так как M0 ∈ l, то
−−−→
M0F2 6= θ. Так как N∗(M0) 6= θ, то:

ϕ
(

N∗(M0),
−−−→
M0F2

)

= arccos

(

(

N∗(M0),
−−−→
F2M0

)

∥

∥N∗(M0)
∥

∥ · ‖−−−→F2M0‖

)

= arccos

( 1
a
sgn(x10)r2(M0)

∥

∥N∗(M0)
∥

∥r2(M0)

)

=

= arccos

(

sgn(x10)

a
∥

∥N∗(M0)
∥

∥

)

.

Итак: ϕ
(

N∗(M0),
−−−→
F1M0

)

= arccos
( sgn(x1

0
)

a|N∗(M0)|

)

= ϕ
(

N∗(M0),
−−−→
M0F2

)

.
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13.4. Парабола

Определение. Будем говорить, что l — парабола в пространстве E2, если: l ⊆ E2; существу-
ют объекты O, e, p, удовлетворяющие условиям: O ∈ E2, e — правый ортонормированный
базис пространства ~E2, p ∈ (0,+∞), hO,e[l] — множество всех решений уравнения:

(x2)2 = 2px1,

x ∈ R2.

Пусть: l ⊆ E2; O ∈ E2, e — правый ортонормированный базис пространства ~E2, p ∈
(0,+∞), hO,e[l] — множество всех решений уравнения:

(x2)2 = 2px1,

x ∈ R2.

Тогда l — парабола в пространстве E2.
Будем говорить, что hO,e — каноническая система координат для параболы l. Очевидно,

O ∈ l. Пусть: M ∈ l, x = hO,e(M). Тогда h−1
O,e(x

1,−x2) ∈ l.

Утверждение. Справедливо утверждение: hO,e[l] — множество всех решений уравне-
ния:

|x2| =
√

2px1,

x ∈ R2, x1 > 0.

Справедливо утверждение: hO,e[l] — множество всех решений уравнения:

x1 =
1

2p
(x2)2,

x ∈ R2.

Обозначим, ε = 1. Будем говорить, что ε — эксцентриситет параболы l.
Обозначим, F = h−1

O,e(p/2, 0). Тогда: F ∈ E2, F 6= O, F /∈ l. Будем говорить, что F —
фокус параболы l.

Пусть M ∈ E2. Обозначим, r(M) = ρ(M,F ). Тогда r(M) ∈ [0,+∞). Пусть x = hO,e(M).

Тогда r(M) =
√

(x1 − p/2)2 + (x2)2.

Замечание. Пусть M ∈ l. Так как F /∈ l, то M 6= F . Тогда:
−−→
FM 6= θ, r(M) = ρ(M,F ) > 0.

Утверждение. Пусть: M ∈ E2, x = hO,e(M). Тогда:

r(M) =
√

(x2)2 − 2px1 + (p/2 + x1)2.

Доказательство. Очевидно:
√

(x2)2 − 2px1 + (p/2 + x1)2 =
√

(x2)2 − 2px1 + p2/4 + px1 + (x1)2 =

=
√

(x1)2 − px1 + p2/4 + (x2)2 =
√

(x1 − p/2)2 + (x2)2 = r(M).

Утверждение (фокальные свойства параболы).
1. Пусть: M ∈ l, x = hO,e(M). Тогда r(M) = |p/2 + x1|.
2. Пусть: M ∈ E2, x = hO,e(M), r(M) = |p/2 + x1|. Тогда M ∈ l.
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Доказательство.
1. Так как M ∈ l, то (x2)2 = 2px1. Тогда:

r(M) =
√

(x2)2 − 2px1 + (p/2 + x1)2 =
√

(p/2 + x1)2 = |p/2 + x1|.
2. Очевидно:

r(M) = |p/2 + x1|,
√

(x2)2 − 2px1 + (p/2 + x1)2 = |p/2 + x1|,
(x2)2 − 2px1 + (p/2 + x1)2 = (p/2 + x1)2,

(x2)2 − 2px1 = 0,

(x2)2 = 2px1.

Тогда M ∈ l.

Замечание. Пусть: M ∈ l, x = hO,e(M). Тогда x1 > 0. Так как p > 0, то p/2 + x1 > 0.
Пусть: M ∈ E2, x = hO,e(M), r(M) = p/2 + x1. Тогда

∣

∣r(M)
∣

∣ = |p/2 + x1|. Так как
r(M) > 0, то r(M) = |p/2 + x1|.
Замечание (фокальные свойства параболы). Пусть: M ∈ l, x = hO,e(M). Тогда: r(M) =
|p/2 + x1|, p/2 + x1 > 0. Следовательно, r(M) = p/2 + x1.

Пусть: M ∈ E2, x = hO,e(M), r(M) = p/2+x1. Тогда r(M) = |p/2+x1|. Следовательно,
M ∈ l.

Пусть: D ⊆ E2, hO,e[D] — множество всех решений уравнения: x1 = −p/2, x ∈ R2.
Тогда: D — прямая в пространстве E2, O, F /∈ D, D ∩ l = ∅. Будем говорить, что D —
директриса параболы l.

Пусть M ∈ E2. Обозначим, d(M) = ρ(M,D). Тогда d(M) ∈ [0,+∞). Пусть x = hO,e(M).
Тогда d(M) = |x1 + p/2|.
Утверждение (фокально-директориальные свойства параболы).

1. Пусть M ∈ l. Тогда r(M) = εd(M).
2. Пусть: M ∈ E2, r(M) = εd(M). Тогда M ∈ l.

Доказательство.
1. Обозначим, x = hO,e(M). Так как M ∈ l, то:

r(M) = |p/2 + x1| = ε|x1 + p/2| = εd(M).

2. Обозначим, x = hO,e(M). Очевидно:

r(M) = εd(M) = ε|x1 + p/2| = |p/2 + x1|.
Тогда M ∈ l.

Определение (нормальный вектор к параболе, касательный вектор к параболе, касательная
прямая к параболе). Пусть: M0 ∈ l, x0 = hO,e(M0).

Обозначим, N∗(M0) = −pe1 + x20e2. Тогда: N∗(M0) ∈ ~E2, N∗(M0) 6= θ. Будем говорить,
что N — нормальный вектор к параболе l в точке M0, если N ∈ L

(

N∗(M0)
)

.

Обозначим, τ∗(M0) = x20e1 + pe2. Тогда: τ∗(M0) ∈ ~E2, τ∗(M0) ⊥ N∗(M0), τ∗(M0) 6= θ.
Будем говорить, что τ — касательный вектор к параболе l в точке M0, если τ ∈ L

(

τ∗(M0)
)

.
Обозначим через l∗(M0) прямую, удовлетворяющую условиям: l∗(M0) — прямая в про-

странстве E2, M0 ∈ l∗(M0), N∗(M0) — нормальный вектор к прямой l∗(M0). Будем гово-
рить, что l∗(M0) — касательная прямая к параболе l в точке M0.
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Утверждение. Пусть ψ : R → l. Обозначим: ψ1(t) =
−−−→
Oψ(t) при t ∈ D(ψ); ψ2(t) =

hO,e

(

ψ(t)
)

при t ∈ D(ψ).
Пусть: t0 ∈ R, ψ1 — дифференцируемая функция в точке t0. Обозначим: M0 = ψ(t0),

x0 = ψ2(t0). Тогда: ψ̇1(t0) ⊥ N∗(M0), ψ̇1(t0) — касательный вектор к параболе l в точке
M0.

Доказательство. Пусть t ∈ D(ψ). Тогда ψ(t) ∈ l. Следовательно:

(

ψ2
2(t)

)2
= 2pψ1

2(t).

Так как ψ1 — дифференцируемая функция в точке t0, то:

2ψ2
2(t0)ψ̇

2
2(t0) = 2pψ̇1

2(t0),

−pψ̇1
2(t0) + x20ψ̇

2
2(t0) = 0,

(

N∗(M0), ψ̇1(t0)
)

= 0.

Так как: N∗(M0) 6= θ, τ∗(M0) ⊥ N∗(M0), то τ∗(M0), ψ̇1(t0) — линейно зависимые векторы.
Так как τ∗(M0) 6= θ, то ψ̇1(t0) ∈ L

(

τ∗(M0)
)

.

Замечание (уравнение касательной прямой к параболе). Пусть: M0 ∈ l, x0 = hO,e(M0).
Тогда (x20)

2 = 2px10.
Так как: l∗(M0) — прямая в пространстве E2, M0 ∈ l∗(M0), N∗(M0) — нормальный

вектор к прямой l∗(M0), то hO,e

[

l∗(M0)
]

— множество решений уравнения:

−p(x1 − x10) + x20(x
2 − x20) = 0, x ∈ R2;

x20x
2 = p(−x10 + x1) + (x20)

2, x ∈ R2;

x20x
2 = p(x10 + x1) + (x20)

2 − 2px10, x ∈ R2.

Так как (x20)
2 = 2px10, то hO,e

[

l∗(M0)
]

— множество решений уравнения:

x20x
2 = p(x10 + x1), x ∈ R2.

Утверждение (оптическое свойство параболы). Пусть M0 ∈ l. Тогда ϕ
(

N∗(M0),
−−−→
FM0

)

=
ϕ
(

N∗(M0),−e1
)

.

Доказательство. Обозначим, x0 = hO,e(M0). Так как M0 ∈ l, то: (x20)
2 = 2px10, r(M0) =

p/2 + x10.

Очевидно: ‖−−−→FM0‖ = ρ(F,M0) = ρ(M0, F ) = r(M0).

Очевидно, [
−−−→
FM0](e) = (x10 − p/2, x20)

T . Так как: (x20)
2 = 2px10, r(M0) = p/2 + x10, то:

(

N∗(M0),
−−−→
FM0

)

= −p(x10 − p/2) + x20x
2
0 = (x20)

2 + p(p/2− x10) = (x20)
2 − 2px10 + p(p/2 + x10) =

= pr(M0).

Так как M0 ∈ l, то
−−−→
FM0 6= θ. Так как N∗(M0) 6= θ, то:

ϕ
(

N∗(M0),
−−−→
FM0

)

= arccos

(

(

N∗(M0),
−−−→
FM0

)

∥

∥N∗(M0)
∥

∥ · ‖−−−→FM0‖

)

= arccos

(

pr(M0)
∥

∥N∗(M0)
∥

∥r(M0)

)

=
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= arccos

(

p
∥

∥N∗(M0)
∥

∥

)

.

Очевидно: ‖ − e1‖ = ‖e1‖ = 1.
Очевидно, [−e1](e) = (−1, 0)T . Тогда:

(

N∗(M0),−e1
)

= −p(−1) + x200 = p.

Так как: N∗(M0) 6= θ, −e1 6= θ, то:

ϕ
(

N∗(M0),−e1
)

= arccos

(

(

N∗(M0),−e1
)

∥

∥N∗(M0)
∥

∥ · ‖ − e1‖

)

= arccos

(

p
∥

∥N∗(M0)
∥

∥

)

.

Итак: ϕ
(

N∗(M0),
−−−→
FM0

)

= arccos
(

p

|N∗(M0)|

)

= ϕ
(

N∗(M0),−e1
)

.
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Лекция 14. Поверхности второго порядка

Определение. Будем говорить, что σ — поверхность второго порядка в пространстве E3,
если: σ ⊆ E3; существуют объекты O, e, A, B, C, удовлетворяющие условиям: O ∈ E3, e —
базис пространства ~E3, A ∈ R3×3, AT = A, A 6= Θ, B ∈ R1×3, C ∈ R, hO,e[σ] — множество
всех решений уравнения:

Ak,mx
kxm + 2Bmx

m + C = 0,

x ∈ R3.

Утверждение (без доказательства). Пусть σ — поверхность второго порядка в про-
странстве E3. Тогда σ является одним из следующих множеств.

1. Эллипсоид.
2. Множество, состоящее из одной точки.
3. Пустое множество.
4. Однополостный гиперболоид.
5. Конус второго порядка.
6. Двуполостный гиперболоид.
7. Эллиптический параболоид.
8. Гиперболический параболоид.
9. Эллиптический цилиндр.

10. Прямая.
11. Гиперболический цилиндр.
12. Объединение двух плоскостей, пересекающихся по прямой.
13. Параболический цилиндр.
14. Объединение двух плоскостей, не имеющих общих точек.
15. Плоскость.

Замечание.
1. Будем говорить, что σ — эллипсоид в пространстве E3, если: σ ⊆ E3; существуют

объекты O, e, a, b, c, удовлетворяющие условиям: O ∈ E3, e — правый ортонормированный
базис пространства ~E3, a, b, c ∈ R, 0 < c 6 b 6 a, hO,e[σ] — множество всех решений
уравнения:

(x1)2

a2
+

(x2)2

b2
+

(x3)2

c2
= 1,

x ∈ R3.

2. Будем говорить, что σ — однополостный гиперболоид в пространстве E3, если: σ ⊆
E3; существуют объекты O, e, a, b, c, удовлетворяющие условиям: O ∈ E3, e — правый
ортонормированный базис пространства ~E3, a, b ∈ R, 0 < b 6 a, c ∈ (0,+∞), hO,e[σ] —
множество всех решений уравнения:

(x1)2

a2
+

(x2)2

b2
− (x3)2

c2
= 1,

x ∈ R3.

3. Будем говорить, что σ — конус второго порядка в пространстве E3, если: σ ⊆ E3;
существуют объекты O, e, a, b, c, удовлетворяющие условиям: O ∈ E3, e — правый ор-
тонормированный базис пространства ~E3, a, b ∈ R, 0 < b 6 a, c ∈ (0,+∞), hO,e[σ] —
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множество всех решений уравнения:

(x1)2

a2
+

(x2)2

b2
− (x3)2

c2
= 0,

x ∈ R3.

4. Будем говорить, что σ — двуполостный гиперболоид в пространстве E3, если: σ ⊆
E3; существуют объекты O, e, a, b, c, удовлетворяющие условиям: O ∈ E3, e — правый
ортонормированный базис пространства ~E3, a, b ∈ R, 0 < b 6 a, c ∈ (0,+∞), hO,e[σ] —
множество всех решений уравнения:

(x1)2

a2
+

(x2)2

b2
− (x3)2

c2
= −1,

x ∈ R3.

5. Будем говорить, что σ — эллиптический параболоид в пространстве E3, если: σ ⊆
E3; существуют объекты O, e, a, b, удовлетворяющие условиям: O ∈ E3, e — правый
ортонормированный базис пространства ~E3, a, b ∈ R, 0 < b 6 a, hO,e[σ] — множество всех
решений уравнения:

x3 =
(x1)2

a2
+

(x2)2

b2
,

x ∈ R3.

6. Будем говорить, что σ — гиперболический параболоид в пространстве E3, если: σ ⊆
E3; существуют объекты O, e, a, b, удовлетворяющие условиям: O ∈ E3, e — правый
ортонормированный базис пространства ~E3, a, b ∈ (0,+∞), hO,e[σ] — множество всех
решений уравнения:

x3 =
(x1)2

a2
− (x2)2

b2
,

x ∈ R3.

Теорема. Пусть: σ — однополостный гиперболоид в пространстве E3, P0 ∈ σ. Суще-
ствуют существуют прямые l1, l2, удовлетворяющие условиям:

1. l1 — прямая в пространстве E3, P0 ∈ l1, l1 ⊆ σ; l2 — прямая в пространстве E3,
P0 ∈ l2, l2 ⊆ σ; l1 6= l2;

2. для любой прямой l, удовлетворяющей условиям: l — прямая в пространстве E3,
P0 ∈ l, l ⊆ σ, справедливо утверждение: l = l1 ∨ l = l2.

Доказательство. Так как σ — однополостный гиперболоид в пространстве E3, то: σ ⊆ E3;
существуют объекты O, e, a, b, c, удовлетворяющие условиям: O ∈ E3, e — ортонорми-
рованный базис пространства ~E3, a, b, c ∈ (0,+∞), hO,e[σ] — множество всех решений
уравнения:

(x1)2

a2
+

(x2)2

b2
− (x3)2

c2
= 1,

x ∈ R3.

Обозначим, x0 = hO,e(P0). Так как P0 ∈ σ, то x0 ∈ hO,e[σ]. Тогда:

(x10)
2

a2
+

(x20)
2

b2
− (x30)

2

c2
= 1,
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x0 ∈ R3.

Тогда x10 6= 0 ∨ x20 6= 0. Без ограничения общности можно считать, что x10 6= 0.

Пусть: l — прямая в пространстве E3, P0 ∈ l. Пусть τ — направляющий вектор прямой
l. Тогда: τ ∈ ~E3, τ 6= θ. Обозначим, y = [τ ](e). Тогда: y ∈ R3, y 6= θ̃. Очевидно, hO,e[l] —
множество всех решений параметрического уравнения:

∃t ∈ R(x = x0 + ty).

Запишем необходимые и достаточные условия того, что l ⊆ σ:

hO,e[l] ⊆ hO,e[σ];

x0 + ty ∈ hO,e[σ], t ∈ R;

(x10 + ty1)2

a2
+

(x20 + ty2)2

b2
− (x30 + ty3)2

c2
= 1, t ∈ R;

(x10)
2

a2
+

(x20)
2

b2
− (x30)

2

c2
+ 2

(x10
a2
y1 +

x20
b2
y2 − x30

c2
y3
)

t+
((y1)2

a2
+

(y2)2

b2
− (y3)2

c2

)

t2 = 1, t ∈ R;

2
(x10
a2
y1 +

x20
b2
y2 − x30

c2
y3
)

t+
((y1)2

a2
+

(y2)2

b2
− (y3)2

c2

)

t2 = 0, t ∈ R;










x10
a2
y1 +

x20
b2
y2 − x30

c2
y3 = 0,

1

a2
(y1)2 +

1

b2
(y2)2 − 1

c2
(y3)2 = 0;















y1 = −a
2

x10

(x20
b2
y2 − x30

c2
y3
)

,

a2

(x10)
2

(x20
b2
y2 − x30

c2
y3
)2

+
1

b2
(y2)2 − 1

c2
(y3)2 = 0;















y1 = −a
2

x10

(x20
b2
y2 − x30

c2
y3
)

,

(x20
b2
y2 − x30

c2
y3
)2

+
(x10)

2

a2b2
(y2)2 − (x10)

2

a2c2
(y3)2 = 0;















y1 = −a
2

x10

(x20
b2
y2 − x30

c2
y3
)

,

1

b2

((x10)
2

a2
+

(x20)
2

b2

)

(y2)2 − 2x20x
3
0

b2c2
y2y3 − 1

c2

((x10)
2

a2
− (x30)

2

c2

)

(y3)2 = 0;














y1 = −a
2

x10

(x20
b2
y2 − x30

c2
y3
)

,

1

b2

(

1 +
(x30)

2

c2

)

(y2)2 − 2x20x
3
0

b2c2
y2y3 − 1

c2

(

1− (x20)
2

b2

)

(y3)2 = 0.

Обозначим через Q1 множество всех прямых l, удовлетворяющих условиям: l — пря-
мая в пространстве E3, P0 ∈ l, l ⊆ σ. Обозначим через Q2 множество всех векторов τ ,
удовлетворяющих условиям: существует прямая l, удовлетворяющая условиям: l ∈ Q1,
τ — направляющий вектор прямой l. Обозначим через Q3 множество всех столбцов y,
удовлетворяющих условиям: существует вектор τ , удовлетворяющий условиям: τ ∈ Q2,
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y = [τ ](e). Очевидно, Q3 — множество всех решений уравнения:


























y1 = −a
2

x10

(x20
b2
y2 − x30

c2
y3
)

,

1

b2

(

1 +
(x30)

2

c2

)

(y2)2 − 2x20x
3
0

b2c2
y2y3 − 1

c2

(

1− (x20)
2

b2

)

(y3)2 = 0,

y ∈ R3, y 6= θ̃;


























y1 = −a
2

x10

(x20
b2
y2 − x30

c2
y3
)

,

1

b2

(

1 +
(x30)

2

c2

)

(y2)2 − 2x20x
3
0

b2c2
y2y3 − 1

c2

(

1− (x20)
2

b2

)

(y3)2 = 0,

y2, y3 ∈ R, y3 6= 0.

Сделаем замену: α = y2

y3
, β = y3, y2, y3 ∈ R, y3 6= 0; y2 = αβ, y3 = β, α, β ∈ R, β 6= 0. Тогда:



























y2 = αβ, y3 = β, α, β ∈ R, β 6= 0,

y1 = −a
2

x10

(x20
b2
α− x30

c2

)

β,

1

b2

(

1 +
(x30)

2

c2

)

α2 − 2x20x
3
0

b2c2
α− 1

c2

(

1− (x20)
2

b2

)

= 0;






































α, β ∈ R, β 6= 0,

y =







−a2

x1
0

(

x2
0

b2
α− x3

0

c2

)

α
1






β,

1

b2

(

1 +
(x30)

2

c2

)

α2 − 2x20x
3
0

b2c2
α− 1

c2

(

1− (x20)
2

b2

)

= 0.

Обозначим через D дискриминант полученного квадратного уравнения. Тогда:

D =
(2x20x

3
0

b2c2

)2

+
4

b2c2

(

1 +
(x30)

2

c2

)(

1− (x20)
2

b2

)

=

=
4

b2c2
(x20)

2(x30)
2

b2c2
+

4

b2c2

(

1− (x20)
2

b2
+

(x30)
2

c2
− (x20)

2(x30)
2

b2c2

)

=

=
4

b2c2

(

1− (x20)
2

b2
+

(x30)
2

c2

)

=
4(x10)

2

a2b2c2
> 0.

Следовательно, существуют такие числа α1, α2, что: α1, α2 — все различные решения
полученного квадратного уравнения. Обозначим:

y1 =







−a2

x1
0

(

x2
0

b2
α1 − x3

0

c2

)

α1

1






, y1 =







−a2

x1
0

(

x2
0

b2
α2 − x3

0

c2

)

α2

1






.

Тогда: y1, y2 ∈ R3, y1, y2 — линейно независимые столбцы. Очевидно, необходимые и
достаточные условия того, что l ⊆ σ можно записать в виде:

{

β ∈ R, β 6= 0,

y = y1β ∨ y = y2β.



148 Список литературы

Обозначим: τ1 = Ue(y1), τ2 = Ue(y2). Тогда: τ1, τ2 ∈ ~Q, τ1, τ2 — линейно независимые
векторы. Очевидно, необходимые и достаточные условия того, что l ⊆ σ можно записать
в виде:

{

β ∈ R, β 6= 0,

τ = τ1β ∨ τ = τ2β.

Пусть: l1 — прямая в пространстве Q, P0 ∈ l1, τ1 — направляющий вектор прямой l1,
l2 — прямая в пространстве Q, P0 ∈ l2, τ2 — направляющий вектор прямой l2. Тогда: l1 ⊆ σ,
l2 ⊆ σ, l1 6= l2.

Пусть: l — прямая в пространстве Q, P0 ∈ l, l ⊆ σ. Пусть τ — направляющий век-
тор прямой l. Тогда существует такое число β, что: β ∈ R, β 6= 0, τ = τ1β ∨ τ = τ2β.
Следовательно, l = l1 ∨ l = l2.

Теорема. Пусть: Q — аффинное евклидово пространство над полем R, dim(Q) = 3,
Q — ориентированное пространство; σ — гиперболический параболоид в пространстве
Q, P0 ∈ σ.

1. Существуют такие объекты l1, l2, что: l1 — прямая в пространстве Q, P0 ∈ l1,
l1 ⊆ σ, l2 — прямая в пространстве Q, P0 ∈ l2, l2 ⊆ σ, l1 6= l2.

2. Пусть: l — прямая в пространстве Q, P0 ∈ l, l ⊆ σ. Тогда l = l1 ∨ l = l2.
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