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4 Обозначения

Обозначения

Логические связки

¬A — отрицание;
(A ∧ B) — конъюнкция; союз «и»;
(A ∨ B) — дизъюнкция; союз «или»;
(A =⇒ B) — импликация; оборот «если . . . , то . . . »;
(A ⇐⇒ B) — эквивалентность.

Кванторы

∀xA — квантор всеобщности;
∀xAB — ограниченный квантор всеобщности; ∀xAB ⇐⇒ ∀x(A =⇒ B);
∃xA — квантор существования;
∃xAB — ограниченный квантор существования; ∃xAB ⇐⇒ ∃x(A ∧ B);
∃!xA — квантор существования и единственности;
∃!xAB — ограниченный квантор существования и единственности;

∃!xAB ⇐⇒ ∃!x(A ∧ B);

εxA — квантор выбора;
εxAB — ограниченный квантор выбора; εxAB = εx(A ∧ B).

Оператор подстановки

Subst(A; x1, . . . , xr;ϕ1, . . . , ϕr) — оператор подстановки.

Множества

Set(A) — «A — множество»;
(x ∈ A) — «объект x принадлежит множеству A»;
{x : A} — множество всех объектов x, удовлетворяющих условию A;
(A ⊆ B) — «A — подмножество множества B»;
(A ⊂ B) — «A — собственное подмножество множества B»;

A ⊂ B ⇐⇒ (A ⊆ B ∧ A 6= B);

∅ — пустое множество;
P (A) — множество всех подмножеств множества A;
{x1, . . . , xr} — множество, образованное объектами x1, . . . , xr;

{x1, . . . , xr} = {u : u = x1 ∨ · · · ∨ u = xr};

(x1, . . . , xr) — упорядоченный набор длины r, образованный объектами x1, . . . , xr;
(A ∩ B) — пересечение множеств A, B;
(A ∪ B) — объединение множеств A, B;
∪µ — объединение системы множеств µ; ∪µ =

{

x : ∃A(A ∈ µ ∧ x ∈ A)
}

;
(A \B) — разность множеств A, B;
(A1 × · · · × Ar) — прямое произведение множеств A1, . . . , Ar;
(Ar) — прямая степень множества A.

Функции

D(F ) — область определения функции F ;
D(F,A) — полный прообраз множества A под действием функции F ;
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R(F ) — область значений функции F ;
F [A] — образ множества A под действием функции F ;
{ϕ}x : A — функция, область определения которой определяется утверждением A, а

значения которой определяются выражением «ϕ»; {ϕ}x : A = F , где: F — функция, D(F ) =
{x : A}, ∀xA

(

F (x) = ϕ
)

.
F : A→ B — «функция F действует из множества A в множество B»; «F — функция,

D(F ) ⊆ A, R(F ) ⊆ B»;
fun(A,B) — множество всех функций F , удовлетворяющих условию F : A→ B;
F : A =⇒ B — «функция F действует из всего множества A в множество B»; «F —

функция, D(F ) = A, R(F ) ⊆ B»;
Fun(A,B) — множество всех функций F , удовлетворяющих условию F : A =⇒ B;
F |A — ограничение функции F на множество A;
F2 ◦ F1 — композиция функций F2, F1;
F−1 — обратная функция к обратимой функции F .

Числа

Z — множество всех целых чисел;
Z+ = {k : k ∈ Z ∧ k > 0};
N = {k : k ∈ Z ∧ k > 1};
Z = Z ∪ {−∞,+∞};
Z+ = {k : k ∈ Z ∧ k > 0};
N = {k : k ∈ Z ∧ k > 1};
Q — множество всех рациональных чисел;
Q+ = {x : x ∈ Q ∧ x > 0};
Q = Q ∪ {−∞,+∞};
Q+ = {x : x ∈ Q ∧ x > 0};
R — множество всех вещественных чисел;
R+ — {x : x ∈ R ∧ x > 0};
R — R ∪ {−∞,+∞};
R+ — {x : x ∈ R ∧ x > 0};
C — множество всех комплексных чисел.
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Лекция 1. Комплексные числа (1-й семестр)

1.1. Определение комплексного числа

Будем говорить, что z — ко́мплексное число, если z — упорядоченная пара вещественных
чисел. Точнее, будем говорить, что z — ко́мплексное число, если ∃x∃y

(

x ∈ R∧ y ∈ R∧ z =
(x, y)

)

.
Обозначим через C множество всех комплексных чисел. Тогда:

C =
{

z : ∃x∃y
(

x ∈ R ∧ y ∈ R ∧ z = (x, y)
)

}

= R× R = R2.

Замечание. Пусть z ∈ C. Очевидно: ∃x∃y
(

x ∈ R ∧ y ∈ R ∧ z = (x, y)
)

, ∀x1∀y1∀x2∀y2
(

z =
(x1, y1) ∧ z = (x2, y2) =⇒ x1 = x2 ∧ y1 = y2

)

.

Пусть z ∈ C. Пусть: x, y — некоторые объекты, z = (x, y). Обозначим: Re(z) = x,
Im(z) = y. Очевидно, Re(z), Im(z) ∈ R. Будем говорить, что: Re(z) — вещественная часть
числа z, Im(z) — мнимая часть числа z.

Пусть z1, z2 ∈ C. Обозначим, z1 + z2 =
(

Re(z1) + Re(z2), Im(z1) + Im(z2)
)

. Очевидно,
z1 + z2 ∈ C. Будем говорить, что z1 + z2 — сумма чисел z1, z2.

Обозначим, 0C = (0, 0). Очевидно, 0C ∈ C. Будем говорить, что 0C — нуль на множе-
стве C.

Пусть z ∈ C. Обозначим, −z =
(

−Re(z),− Im(z)
)

. Очевидно, −z ∈ C. Будем говорить,
что −z — противоположное число к числу z.

Пусть z1, z2 ∈ C. Обозначим, z1z2 =
(

Re(z1) Re(z2) − Im(z1) Im(z2),Re(z1) Im(z2) +
Im(z1) Re(z2)

)

. Очевидно, z1z2 ∈ C. Будем говорить, что z1z2 — произведение чисел z1,
z2.

Обозначим, 1C = (1, 0). Очевидно, 1C ∈ C. Будем говорить, что 1C — единица на
множестве C.

Пусть: z ∈ C, z 6= 0C. Обозначим, z−1 =
(

Re(z)
(Re z)2+(Im z)2

, − Im(z)
(Re z)2+(Im z)2

)

. Очевидно, z−1 ∈ C.

Будем говорить, что z−1 — обратное число к числу z.
Обозначим, i = (0, 1). Очевидно, i ∈ C. Будем говорить, что i — мнимая единица на

множестве C.
Обозначим: ψ(x) = (x, 0) при x ∈ R. Очевидно, ψ : R =⇒ C. Будем говорить, что ψ —

вложение множества R в множество C.
Прямая проверка показывает, что справедливы утверждения:
1. z1 + z2 = z2 + z1 при z1, z2 ∈ C;
2. (z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3) при z1, z2, z3 ∈ C;
3. z + 0C = z при z ∈ C;
4. z + (−z) = 0C при z ∈ C;
5. z1z2 = z2z1 при z1, z2 ∈ C;
6. (z1z2)z3 = z1(z2z3) при z1, z2, z3 ∈ C;
7. 1C 6= 0C, z1C = z при z ∈ C;
8. zz−1 = 1C при: z ∈ C, z 6= 0C;
9. z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3 при z1, z2, z3 ∈ C;

10. ii = −1C;
11. ψ — обратимая функция, ψ(x1 + x2) = ψ(x1) + ψ(x2) при x1, x2 ∈ R; ψ(x1x2) =

ψ(x1)ψ(x2) при x1, x2 ∈ R;
12. z = ψ(Re z) + iψ(Im z) при z ∈ C.
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Утверждение.

1. Пусть a, b ∈ C. Существует единственное число z, удовлетворяющее условиям:
z ∈ C, a+ z = b.

2. Пусть: a, b ∈ C, a 6= 0C. Существует единственное число z, удовлетворяющее
условиям: z ∈ C, az = b.

Доказательство.
1. Пусть: z ∈ C, a+ z = b. Тогда:

a+ z = b,

−a+ (a+ z) = −a+ b,

(−a+ a) + z = −a+ b,
(

a+ (−a)
)

+ z = −a+ b,

0C + z = −a+ b,

z + 0C = −a+ b,

z = −a+ b.

Пусть: z1 ∈ C, a + z1 = b, z2 ∈ C, a + z2 = b. Тогда: z1 = −a + b, z2 = −a + b.
Следовательно, z1 = z2.

Пусть z = −a+b. Тогда: z ∈ C, a+z = a+(−a+b) =
(

a+(−a)
)

+b = 0C+b = b+0C = b.
2. Пусть: z ∈ C, az = b. Тогда:

az = b,

a−1(az) = a−1b,

(a−1a)z = a−1b,

(aa−1)z = a−1b,

1Cz = a−1b,

z1C = a−1b,

z = a−1b.

Пусть: z1 ∈ C, az1 = b, z2 ∈ C, az2 = b. Тогда: z1 = a−1b, z2 = a−1b. Следовательно,
z1 = z2.

Пусть z = a−1b. Тогда: z ∈ C, az = a(a−1b) = (aa−1)b = 1Cb = b1C = b.

Пусть z1, z2 ∈ C. Обозначим, z1−z2 = z1+(−z2). Очевидно: z1−z2 ∈ C, z2+(z1−z2) = z1.
Будем говорить, что z1 − z2 — разность чисел z1, z2.

Пусть: z1, z2 ∈ C, z2 6= 0. Обозначим, z1
z2

= z1z
−1
2 . Очевидно: z1

z2
∈ C, z2

z1
z2

= z1. Будем
говорить, что z1

z2
— отношение чисел z1, z2 (частное чисел z1, z2).

Утверждение.

1. Пусть z ∈ C. Тогда z0C = 0C.
2. Пусть z ∈ C. Тогда z(−1C) = −z.
3. Справедливо утверждение (−1C)(−1C) = 1C.
4. Пусть: z ∈ C, z 6= 0C. Тогда: z−1 6= 0C, (z−1)−1 = z.
5. Пусть: z1, z2 ∈ C, z1, z2 6= 0C. Тогда: z1z2 6= 0C, (z1z2)

−1 = z−1
1 z−1

2 .
6. Справедливо утверждение ψ(0) = 0C.
7. Справедливо утверждение ψ(1) = 1C.
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8. Справедливо утверждение ψ(−1) = −1C.
9. Пусть: x ∈ R, x 6= 0. Тогда: ψ(x) 6= 0C, ψ(x−1) = ψ(x)−1.

10. Пусть x, y ∈ R. Тогда: Re
(

ψ(x) + iψ(y)
)

= x, Im
(

ψ(x) + iψ(y)
)

= y.

Доказательство.
4. Предположим, что z−1 = 0C. Тогда: 1C = zz−1 = z0C = 0C (что противоречит утвер-

ждению 1C 6= 0C). Итак, z−1 6= 0C.
Очевидно, z−1(z−1)−1 = 1C. С другой стороны: z−1z = zz−1 = 1C. Так как z−1 6= 0C,

то (z−1)−1 = z.
5. Предположим, что z1z2 = 0C. Очевидно, z10C = 0C. Так как z1 6= 0C, то z2 = 0C (что

противоречит утверждению z2 6= 0C). Итак, z1z2 6= 0C.
Очевидно, (z1z2)(z1z2)

−1 = 1C. С другой стороны: (z1z2)(z
−1
1 z−1

2 ) = (z1z2)(z
−1
2 z−1

1 ) =
(

z1(z2z
−1
2 )
)

z−1
1 = (z11C)z

−1
1 = z1z

−1
1 = 1C. Так как z1z2 6= 0C, то (z1z2)

−1 = z−1
1 z−1

2 .
9. Так как x 6= 0, то: ψ(x) 6= ψ(0) = 0C. Очевидно: ψ(x)ψ(x−1) = ψ(xx−1) = ψ(1) = 1C.

С другой стороны, ψ(x)ψ(x)−1 = 1C. Так как ψ(x) 6= 0C, то ψ(x−1) = ψ(x)−1.

Замечание. Пусть z ∈ R(ψ). Тогда z ∈ C. Очевидно, существует число x, удовлетворяющее
условиям: x ∈ R, z = ψ(x). Тогда: z = ψ(x) = ψ(x) + iψ(0). Следовательно, Im(z) = 0.

Пусть: z ∈ C, Im(z) = 0. Тогда: z = ψ(Re z) + iψ(Im z) = ψ(Re z) + iψ(0) = ψ(Re z) ∈
R(ψ).

Пусть: x ∈ R, z ∈ C. Тогда: ψ(x)z = ψ(x)
(

ψ(Re z) + iψ(Im z)
)

= ψ(x)ψ(Re z) +
i
(

ψ(x)ψ(Im z)
)

= ψ
(

xRe(z)
)

+ iψ
(

x Im(z)
)

. Следовательно: Re
(

ψ(x)z
)

= xRe(z),
Im
(

ψ(x)z
)

= x Im(z).

Пусть z ∈ C. Обозначим, z = ψ(Re z)− iψ(Im z). Очевидно, z ∈ C. Будем говорить, что
z — сопряжённое число к числу z.

Утверждение.

1. Пусть z ∈ C. Тогда Re(z) = 0 ⇐⇒ z = −z.
2. Пусть z ∈ C. Тогда Im(z) = 0 ⇐⇒ z = z.
3. Пусть z ∈ C. Тогда z = z.
4. Пусть z1, z2 ∈ C. Тогда z1 + z2 = z1 + z2.
5. Пусть z1, z2 ∈ C. Тогда z1z2 = (z1)(z2).
6. Пусть: z ∈ C, z 6= 0C. Тогда: z 6= 0C, z−1 = (z)−1.

Замечание. Далее мы будем отождествлять: числа x, ψ(x), множества R, R(ψ).

1.2. Модуль и аргумент комплексного числа

Скалярное произведение комплексных чисел

Пусть z1, z2 ∈ C. Обозначим, (z1, z2) = Re(z1) Re(z2)+Im(z1) Im(z2). Очевидно, (z1, z2) ∈ R.
Будем говорить, что (z1, z2) — скалярное произведение чисел z1, z2.

Утверждение.

1. Пусть z1, z2 ∈ C. Тогда (z1, z2) = (z2, z1).
2. Пусть z1, z2, z3 ∈ C. Тогда (z1, z2 + z3) = (z1, z2) + (z1, z3).
3. Пусть: z1, z2 ∈ C, λ ∈ R. Тогда (z1, λz2) = λ(z1, z2).
4. Пусть: z ∈ C, z 6= 0. Тогда (z, z) > 0.

Замечание. Очевидно: (0, 0) = (0, 0 · 0) = 0 · (0, 0) = 0.
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Утверждение (неравенство Коши—Буняковского). Пусть z1, z2 ∈ C. Тогда
∣

∣(z1, z2)
∣

∣ 6
√

(z1, z1)
√

(z2, z2).

Доказательство. Пусть z2 = 0. Тогда:
∣

∣(z1, z2)
∣

∣ = 0 =
√

(z1, z1)
√

(z2, z2).
Пусть z2 6= 0. Тогда (z2, z2) > 0. Пусть λ ∈ R. Тогда:

(z1 + λz2, z1 + λz2) > 0,

(z1, z1) + (z1, λz2) + (λz2, z1) + (λz2, λz2) > 0,

(z1, z1) + (z1, z2)λ+ (z2, z1)λ+ (z2, z2)λλ > 0,

(z1, z1) + 2(z1, z2)λ+ (z2, z2)λ
2
> 0.

В силу произвольности выбора λ ∈ R получаем, что 4(z1, z2)
2 − 4(z1, z1)(z2, z2) 6 0. Тогда

∣

∣(z1, z2)
∣

∣ 6
√

(z1, z1)
√

(z2, z2).

Модуль комплексного числа

Пусть z ∈ C. Обозначим, |z|C =
√

(Re z)2 + (Im z)2. Очевидно, |z|C ∈ R. Будем говорить,
что |z|C — модуль числа z.

Утверждение.

1. Пусть z ∈ C. Тогда |z|C =
√

(z, z).
2. Пусть x ∈ R. Тогда |x|C = |x|.
3. Справедливо утверждение |0|C = 0.
4. Пусть: z ∈ C, z 6= 0. Тогда |z|C > 0.
5. Пусть z1, z2 ∈ C. Тогда |z1 + z2|C 6 |z1|C + |z2|C.

Доказательство.
5. Очевидно:

|z1 + z2|C =
√

(z1 + z2, z1 + z2) =
√

(z1, z1) + (z1, z2) + (z2, z1) + (z2, z2) =

=
√

(z1, z1) + 2(z1, z2) + (z2, z2) 6
√

(z1, z1) + 2
∣

∣(z1, z2)
∣

∣+ (z2, z2) 6

6

√

(z1, z1) + 2
√

(z1, z1)
√

(z2, z2) + (z2, z2) =

√

|z1|2C + 2 |z1|C |z2|C + |z2|2C =

=

√

(

|z1|C + |z2|C
)2

= |z1|C + |z2|C .

«Большой аргумент»

Пусть z ∈ C. Будем говорить, что ϕ — аргумент числа z, если: ϕ ∈ R, z = |z|
(

cos(ϕ) +
i sin(ϕ)

)

.
Пусть z ∈ C. Обозначим через Arg(z) множество всех аргументов числа z.

Замечание (выражение для Arg(z)). Пусть z = 0. Очевидно, Arg(z) = R.
Пусть: z ∈ C, z 6= 0. Очевидно:

Arg(z) =
{

ϕ : ϕ ∈ R ∧ |z| cos(ϕ) = Re(z) ∧ |z| sin(ϕ) = Im(z)
}

=

=

{

ϕ : ϕ ∈ R ∧ cos(ϕ) =
Re(z)

|z| ∧ sin(ϕ) =
Im(z)

|z|

}

.
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Так как
(

Re(z)
|z|

)2

+
(

Im(z)
|z|

)2

= 1, то существует число ϕ0, удовлетворяющее условию

ϕ0 ∈ Arg(z).

Пусть ϕ0 ∈ Arg(z). Пусть k ∈ Z. Очевидно, ϕ0 + 2πk ∈ Arg(z). Пусть ϕ ∈ Arg(z).
Нетрудно доказать, что существует число k, удовлетворяющее условиям: k ∈ Z, ϕ =
ϕ0 + 2πk. Очевидно:

Arg(z) = {ϕ0 + 2πk : k ∈ Z} =
{

ϕ : ∃k(k ∈ Z ∧ ϕ = ϕ0 + 2πk)
}

.

Замечание (тригонометрическая форма записи комплексного числа). Пусть: z ∈ C, ϕ ∈
Arg(z). Тогда z = |z|

(

cos(ϕ) + i sin(ϕ)
)

.

Пусть: ρ ∈ [0,+∞), ϕ ∈ R, z = ρ
(

cos(ϕ) + i sin(ϕ)
)

. Тогда:

|z| =
√

(Re z)2 + (Im z)2 =

√

(

ρ cos(ϕ)
)2

+
(

ρ sin(ϕ)
)2

=
√

ρ2 = ρ.

Следовательно, z = |z|
(

cos(ϕ) + i sin(ϕ)
)

. Тогда ϕ ∈ Arg(z).

Замечание. Пусть ϕ1, ϕ2 ∈ R. Тогда:

(

cos(ϕ1) + i sin(ϕ1)
)(

cos(ϕ2) + i sin(ϕ2)
)

=

= cos(ϕ1) cos(ϕ2) + i cos(ϕ1) sin(ϕ2) + i sin(ϕ1) cos(ϕ2)− sin(ϕ1) sin(ϕ2) =

=
(

cos(ϕ1) cos(ϕ2)− sin(ϕ1) sin(ϕ2)
)

+ i
(

sin(ϕ1) cos(ϕ2) + cos(ϕ1) sin(ϕ2)
)

=

= cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2).

Пусть ϕ ∈ R. Очевидно, cos(ϕ) + i sin(ϕ) 6= 0. Очевидно:

(

cos(ϕ) + i sin(ϕ)
)(

cos(ϕ) + i sin(ϕ)
)−1

= 1.

С другой стороны:

(

cos(ϕ) + i sin(ϕ)
)(

cos(−ϕ) + i sin(−ϕ)
)

= cos(0) + i sin(0) = 1.

Так как cos(ϕ) + i sin(ϕ) 6= 0, то
(

cos(ϕ) + i sin(ϕ)
)−1

= cos(−ϕ) + i sin(−ϕ).

Замечание. Пусть: z1, z2 ∈ C, ϕ1 ∈ Arg(z1), ϕ2 ∈ Arg(z2). Тогда:

z1z2 =
(

|z1|
(

cos(ϕ1) + i sin(ϕ1)
)

)(

|z2|
(

cos(ϕ2) + i sin(ϕ2)
)

)

=

=
(

|z1| · |z2|
)(

cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)
)

.

Следовательно: |z1z2| = |z1| · |z2|, ϕ1 + ϕ2 ∈ Arg(z1z2).

Пусть: z ∈ C, z 6= 0, ϕ ∈ Arg(z). Тогда:

z−1 =
(

|z|
(

cos(ϕ) + i sin(ϕ)
)

)−1

= |z|−1 (cos(−ϕ) + i sin(−ϕ)
)

.

Следовательно: |z−1| = |z|−1, −ϕ ∈ Arg(z−1).
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«Малый аргумент»

Пусть: α ∈ R, z ∈ C, z 6= 0. Существует единственное число ϕ, удовлетворяющее условиям:
ϕ ∈ Arg(z), α 6 ϕ < α + 2π. Обозначим, argα(z) = ϕ.

Пусть: α ∈ R, z = 0. Обозначим, argα(z) = α.

Пусть: α ∈ R, z ∈ C, z 6= 0. Существует единственное число ϕ, удовлетворяющее
условиям: ϕ ∈ Arg(z), α < ϕ 6 α + 2π. Обозначим, arg∗α(z) = ϕ.

Пусть: α ∈ R, z = 0. Обозначим, arg∗α(z) = α + 2π.

Замечание (выражение для arg∗−π(z)). Пусть: z ∈ C, z 6= 0, x = Re(z), y = Im(z). Тогда

|z| =
√

x2 + y2. Пусть ϕ = arg∗−π(z). Тогда:























ϕ ∈ (−π, π],
cos(ϕ) =

x
√

x2 + y2
,

sin(ϕ) =
y

√

x2 + y2
.

Пусть x 6= 0. Тогда: ϕ ∈ R, cos(ϕ) 6= 0, tg(ϕ) = y

x
. Следовательно, существует число k,

удовлетворяющее условиям: k ∈ Z, ϕ = arctg
(

y

x

)

+ πk.

1. Пусть x > 0. Тогда: ϕ ∈ (−π, π], cos(ϕ) > 0. Следовательно, ϕ ∈
(

−π
2
, π
2

)

. Тогда
ϕ = arctg

(

y

x

)

.
2. Пусть: x = 0, y > 0. Тогда: ϕ ∈ (−π, π], cos(ϕ) = 0, sin(ϕ) > 0. Следовательно, ϕ = π

2
.

3. Пусть: x = 0, y < 0. Тогда: ϕ ∈ (−π, π], cos(ϕ) = 0, sin(ϕ) < 0. Следовательно,
ϕ = −π

2
.

4. Пусть: x < 0, y > 0. Тогда: ϕ ∈ (−π, π], cos(ϕ) < 0, sin(ϕ) > 0. Следовательно,
ϕ ∈

(

π
2
, π
]

. Тогда ϕ = arctg
(

y

x

)

+ π.
5. Пусть: x < 0, y < 0. Тогда: ϕ ∈ (−π, π], cos(ϕ) < 0, sin(ϕ) < 0. Следовательно,

ϕ ∈
(

−π,−π
2

)

. Тогда ϕ = arctg
(

y

x

)

− π.

Пусть z = 0. Тогда: |z| = 0, arg∗−π(z) = π.

1.3. Основные функции комплексной переменной

Комплексная экспонента

Пусть z ∈ C. Обозначим, expC(z) = exp(Re z)
(

cos(Im z) + i sin(Im z)
)

. Справедливы утвер-
ждения:

1. expC(z1) expC(z2) = expC(z1 + z2) при z1, z2 ∈ C;
2. expC(x) = exp(x) при x ∈ R;
3. expC(ix) = cos(x) + i sin(x) при x ∈ R (формула Эйлера).

Замечание (показательная форма записи комплексного числа). Пусть: z ∈ C, ϕ ∈ Arg(z).
Тогда: z = |z|

(

cos(ϕ) + i sin(ϕ)
)

= |z| expC(iϕ).

Пусть: ρ ∈ [0,+∞), ϕ ∈ R, z = ρ · expC(iϕ). Тогда: ρ ∈ [0,+∞), ϕ ∈ R, z = ρ
(

cos(ϕ) +
i sin(ϕ)

)

. Следовательно: ρ = |z|, ϕ ∈ Arg(z).

Комплексный логарифм

Пусть: z ∈ C, z 6= 0. Обозначим, Ln(z) =
{

w : w ∈ C ∧ expC(w) = z
}

.
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Замечание. Пусть: z ∈ C, z 6= 0. Очевидно:

w ∈ Ln(z);

w ∈ C, expC(w) = z;
[

замена: w ∈ C, u = Re(w), v = Im(w); u, v ∈ R, w = u+ iv
]

u, v ∈ R, expC(u+ iv) = z;

u, v ∈ R, exp(u) expC(iv) = z;










u, v ∈ R,

exp(u) = |z| ,
v ∈ Arg(z);

{

u = ln
(

|z|
)

,

v ∈ Arg(z).

Комплексные тригонометрические и гиперболические тригонометрические

функции

Пусть x ∈ R. Тогда:

expC(ix) = cos(x) + i sin(x),

expC(−ix) = cos(x)− i sin(x).

Следовательно:

cos(x) =
1

2

(

expC(ix) + expC(−ix)
)

,

sin(x) =
1

2i

(

expC(ix)− expC(−ix)
)

.

Пусть z ∈ C. Обозначим: cosC(z) = 1
2

(

expC(iz) + expC(−iz)
)

, sinC(z) = 1
2i

(

expC(iz) −
expC(−iz)

)

.

Пусть: z ∈ C, cosC(z) 6= 0. Обозначим, tgC(z) =
sinC(z)
cosC(z)

.

Пусть: z ∈ C, sinC(z) 6= 0. Обозначим, ctgC(z) =
cosC(z)
sinC(z)

.

Пусть z ∈ C. Обозначим: chC(z) = 1
2

(

expC(z) + expC(−z)
)

, shC(z) = 1
2

(

expC(z) −
expC(−z)

)

.

Пусть: z ∈ C, chC(z) 6= 0. Обозначим, thC(z) =
shC(z)
chC(z)

.

Пусть: z ∈ C, shC(z) 6= 0. Обозначим, cthC(z) =
chC(z)
shC(z)

.

Возведение комплексного числа в целую степень

Пусть z ∈ C. Обозначим: z0 = 1, z1 = z. Пусть: z ∈ C, n ∈ Z, n > 2. Обозначим:
z1, . . . , zn = z, zn = z1 · · · zn. Справедливы утверждения:

1. zn+1 = znz при: z ∈ C, n ∈ Z+;
2. zn1+n2 = zn1zn2 при: z ∈ C, n1, n2 ∈ Z+;
3. (z1z2)

n = zn1 z
n
2 при: z1, z2 ∈ C, n ∈ Z+.

Пусть: z ∈ C, z 6= 0, n ∈ Z, n 6 −2. Обозначим, zn = (z−1)−n. Справедливы утвержде-
ния:
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1. zn+1 = znz при: z ∈ C, z 6= 0, n ∈ Z;
2. zn−1 = znz−1 при: z ∈ C, z 6= 0, n ∈ Z;
3. zn1+n2 = zn1zn2 при: z ∈ C, z 6= 0, n1, n2 ∈ Z;
4. (z1z2)

n = zn1 z
n
2 при: z1, z2 ∈ C, z1, z2 6= 0, n ∈ Z.

Замечание. Пусть: ϕ ∈ R, n ∈ Z. Тогда: cos(ϕ) + i sin(ϕ) 6= 0,
(

cos(ϕ) + i sin(ϕ)
)n

=
cos(nϕ) + i sin(nϕ) (формула Муавра).

Пусть: z ∈ C, n ∈ Z. Тогда: expC(z) 6= 0,
(

expC(z)
)n

= expC(nz).

Возведение комплексного числа в рациональную степень

Пусть: z ∈ C, n ∈ N. Обозначим, n
√
z = {w : w ∈ C ∧ wn = z}.

Замечание. Пусть: z ∈ C, z 6= 0, n ∈ N, ϕ1 ∈ Arg(z). Тогда:

w ∈ n
√
z;

w ∈ C, wn = z;
[

замена: w ∈ C, ρ2 = |w|, ϕ2 ∈ Arg(w); ρ2 ∈ [0,+∞), ϕ2 ∈ R, w = ρ2 expC(iϕ2)
]

ρ2 ∈ [0,+∞), ϕ2 ∈ R,
(

ρ2 expC(iϕ2)
)n

= z;

ρ2 ∈ [0,+∞), ϕ2 ∈ R, (ρ2)
n expC(inϕ2) = z;











ρ2 ∈ [0,+∞), ϕ2 ∈ R,

(ρ2)
n = |z| ,

nϕ2 ∈ Arg(z);










ρ2 ∈ [0,+∞), ϕ2 ∈ R,

(ρ2)
n = |z| ,

∃k ∈ Z
(

nϕ2 = ϕ1 + 2πk
)

;






ρ2 =
n
√

|z|,

∃k ∈ Z

(

ϕ2 =
ϕ1

n
+

2πk

n

)

.

Пусть: z = 0, n ∈ N. Тогда:

w ∈ n
√
z;

w ∈ C, wn = z;

w = 0.

Пусть: z ∈ C, α ∈ Q, z 6= 0 ∨ α > 0. Выберем числа m, n, удовлетворяющие условиям:
m ∈ Z, n ∈ N, m, n — взаимно простые числа, α = m

n
. Обозначим, zα =

(

n
√
z
)m

.

Возведение комплексного числа в комплексную степень

Пусть: z, α ∈ C, z 6= 0. Обозначим, zα = expC

(

αLn(z)
)

.
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Лекция 2. Линейное пространство (2-й семестр)

2.1. Определение линейного пространства

Определение (линейное пространство). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; M — множество,
F1 : M ×M =⇒ M , F2 : K×M =⇒ M . Далее обычно будем писать: «x + y» вместо
«F1(x, y)»; «λx» вместо «F2(λ, x)».

Пусть существует объект u ∈M , удовлетворяющий условиям:
1. ∀x ∈M∀y ∈M(x+ y = y + x);
2. ∀x ∈M∀y ∈M∀z ∈M

(

(x+ y) + z = x+ (y + z)
)

;
3. ∀x ∈M(x+ u = x);
4. ∀x ∈M∃y ∈M(x+ y = u);
5. ∀α ∈ K∀β ∈ K∀x ∈M

(

(αβ)x = α(βx)
)

;
6. ∀x ∈M(1x = x);
7. ∀α ∈ K∀β ∈ K∀x ∈M

(

(α + β)x = αx+ βx
)

;
8. ∀λ ∈ K∀x ∈M∀y ∈M

(

λ(x+ y) = λx+ λy
)

.
Будем говорить, что: (M,F1, F2) — линейное пространство над полем K; M — носитель

пространства (M,F1, F2); F1 — операция сложения пространства (M,F1, F2); F2 — внешняя
операция умножения пространства (M,F1, F2); F1, F2 — линейные операции пространства
(M,F1, F2). Будем говорить, что x — вектор пространства (M,F1, F2), если x ∈ M . Далее
обычно будем отождествлять пространство (M,F1, F2) и множество M .

Замечание (Внимание! Только для особо интересующихся). Приведённая выше
формулировка определения линейного пространства имеет серьёзный недостаток. В этой
формулировке слова «существует объект u ∈ M , удовлетворяющий условиям:» не допус-
кают перевода на формальный язык. Дадим более аккуратную формулировку того-же
определения (обратите внимание на то, что количество аксиом изменилось).

Пусть: K ∈ {C,R,Q}; M — множество, F1 : M ×M =⇒ M , F2 : K×M =⇒ M . Далее
обычно будем писать: «x+ y» вместо «F1(x, y)»; «λx» вместо «F2(λ, x)».

Пусть:
1. ∀x ∈M∀y ∈M(x+ y = y + x);
2. ∀x ∈M∀y ∈M∀z ∈M

(

(x+ y) + z = x+ (y + z)
)

;
3. ∃u ∈M

(

∀x ∈M(x+ u = x) ∧ ∀x ∈M∃y ∈M(x+ y = u)
)

;
4. ∀α ∈ K∀β ∈ K∀x ∈M

(

(αβ)x = α(βx)
)

;
5. ∀x ∈M(1x = x);
6. ∀α ∈ K∀β ∈ K∀x ∈M

(

(α + β)x = αx+ βx
)

;
7. ∀λ ∈ K∀x ∈M∀y ∈M

(

λ(x+ y) = λx+ λy
)

.
Будем говорить, что: (M,F1, F2) — линейное пространство над полем K; M — носитель

пространства (M,F1, F2); F1 — операция сложения пространства (M,F1, F2); F2 — внешняя
операция умножения пространства (M,F1, F2); F1, F2 — линейные операции пространства
(M,F1, F2). Будем говорить, что x — вектор пространства (M,F1, F2), если x ∈ M . Далее
обычно будем отождествлять пространство (M,F1, F2) и множество M .

Замечание (Внимание! Только для особо интересующихся). Можно доказать
(смотри конец настоящей лекции), что первая из приведённых в предыдущем замечании
аксиом выводится из остальных. Соответственно, определение линейного пространства
можно дать следующим образом.

Пусть: K ∈ {C,R,Q}; M — множество, F1 : M ×M =⇒ M , F2 : K×M =⇒ M . Далее
обычно будем писать: «x+ y» вместо «F1(x, y)»; «λx» вместо «F2(λ, x)».
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Пусть:
1. ∀x ∈M∀y ∈M∀z ∈M

(

(x+ y) + z = x+ (y + z)
)

;
2. ∃u ∈M

(

∀x ∈M(x+ u = x) ∧ ∀x ∈M∃y ∈M(x+ y = u)
)

;
3. ∀α ∈ K∀β ∈ K∀x ∈M

(

(αβ)x = α(βx)
)

;
4. ∀x ∈M(1x = x);
5. ∀α ∈ K∀β ∈ K∀x ∈M

(

(α + β)x = αx+ βx
)

;
6. ∀λ ∈ K∀x ∈M∀y ∈M

(

λ(x+ y) = λx+ λy
)

.
Будем говорить, что: (M,F1, F2) — линейное пространство над полем K; M — носитель

пространства (M,F1, F2); F1 — операция сложения пространства (M,F1, F2); F2 — внешняя
операция умножения пространства (M,F1, F2); F1, F2 — линейные операции пространства
(M,F1, F2). Будем говорить, что x — вектор пространства (M,F1, F2), если x ∈ M . Далее
обычно будем отождествлять пространство (M,F1, F2) и множество M .

Определение (нулевой вектор). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над
полем K. Будем говорить, что u — нулевой вектор пространства L, если: u ∈ L, ∀x ∈
L(x+ u = x).

Утверждение (существование и единственность нулевого вектора). Пусть: K ∈
{C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K. Существует единственный объ-
ект u, удовлетворяющий условию: u — нулевой вектор пространства L.

Доказательство. Так как L — линейное пространство над полем K, то существует век-
тор u, удовлетворяющий условиям: u ∈ L, ∀x ∈ L(x + u = x), ∀x ∈ L∃y ∈ L(x + y = u).
Так как: u ∈ L, ∀x ∈ L(x+ u = x), то u — нулевой вектор пространства L.

Пусть: u1 — нулевой вектор пространства L, u2 — нулевой вектор пространства L.
Тогда: u1 ∈ L, ∀x ∈ L(x+ u1 = x); u2 ∈ L, ∀x ∈ L(x+ u2 = x). Так как: ∀x ∈ L(x+ u2 = x),
u1 ∈ L, то u1 + u2 = u1. Так как: ∀x ∈ L(x + u1 = x), u2 ∈ L, то u2 + u1 = u2. Тогда:
u1 + u2 = u2 + u1 = u2. Следовательно, u1 = u2.

Определение (обозначение для нулевого вектора). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное
пространство над полем K. Обозначим через θ нулевой вектор пространства L.

Утверждение (вспомогательный результат). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное про-
странство над полем K. Тогда ∀x ∈ L∃y ∈ L(x+ y = θ).

Доказательство. Так как L — линейное пространство над полем K, то существует век-
тор u, удовлетворяющий условиям: u ∈ L, ∀x ∈ L(x + u = x), ∀x ∈ L∃y ∈ L(x + y = u).
Так как: u ∈ L, ∀x ∈ L(x + u = x), то u — нулевой вектор пространства L. Так как
θ — нулевой вектор пространства L, то u = θ. Так как ∀x ∈ L∃y ∈ L(x + y = u), то
∀x ∈ L∃y ∈ L(x+ y = θ).

Утверждение («основное уравнение»). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное простран-
ство над полем K; a, b ∈ L. Существует единственный объект x, удовлетворяющий
условиям: x ∈ L, a+ x = b.

Доказательство. Так как a ∈ L, то существует вектор ã, удовлетворяющий условиям:
ã ∈ L, a+ ã = θ.

Пусть: x ∈ L, a+ x = b. Тогда:

ã+ (a+ x) = ã+ b,

(ã+ a) + x = ã+ b,
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(a+ ã) + x = ã+ b,

θ + x = ã+ b,

x+ θ = ã+ b,

x = ã+ b.

Пусть: x1 ∈ L, a+x1 = b; x2 ∈ L, a+x2 = b. Тогда: x1 = ã+b, x2 = ã+b. Следовательно,
x1 = x2.

Обозначим, x = ã+ b. Тогда: x ∈ L,

a+ x = a+ (ã+ b) = (a+ ã) + b = θ + b = b+ θ = b.

Утверждение (основные свойства линейных операций). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — ли-
нейное пространство над полем K.

1. Пусть x ∈ L. Тогда 0x = θ.
2. Пусть x ∈ L. Тогда x+ (−1)x = θ.
3. Пусть λ ∈ K. Тогда λθ = θ.

Доказательство.

1. Очевидно: 0x+ 0x = (0 + 0)x = 0x. С другой стороны, 0x+ θ = 0x. Тогда 0x = θ.
2. Очевидно: x+ (−1)x = 1x+ (−1)x =

(

1 + (−1)
)

x = 0x = θ.
3. Очевидно: λθ = λ(0θ) = (λ0)θ = (0λ)θ = 0(λθ) = θ.

Замечание (противоположный вектор). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство
над полем K.

Пусть x ∈ L. Будем говорить, что y — противоположный вектор к вектору x, если:
y ∈ L, x+ y = θ.

Пусть x ∈ L. Так как θ ∈ L, то существует единственный объект y, удовлетворяющий
условиям: y ∈ L, x + y = θ. Тогда существует единственный объект y, удовлетворяющий
условию: y — противоположный вектор к вектору x.

Пусть x ∈ L. Обозначим через −x противоположный вектор к вектору x.

Пусть x ∈ L. Очевидно, −x = (−1)x.

Замечание (разность векторов). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над
полем K.

Пусть x, y ∈ L. Будем говорить, что u — разность векторов x, y, если: u ∈ L, y+u = x.

Пусть x, y ∈ L. Очевидно, существует единственный объект u, удовлетворяющий усло-
виям: u ∈ L, y + u = x. Тогда существует единственный объект u, удовлетворяющий
условию: u — разность векторов x, y.

Пусть x, y ∈ L. Обозначим через x− y разность векторов x, y.

Пусть x, y ∈ L. Очевидно, x− y = −y + x.

2.2. Примеры линейных пространств

Утверждение (линейное пространство над полем K0 ⊆ K). Пусть: K ∈ {C,R,Q};
(M,F1, F2) — линейное пространство над полем K.

Пусть: K0 ∈ {C,R,Q}, K0 ⊆ K. Тогда: (M,F1, F2|K0×M) — линейное пространство над
полем K0, θ — нулевой вектор пространства (M,F1, F2|K0×M).
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Доказательство. Очевидно: K0 ∈ {C,R,Q}; M — множество, F1 : M ×M =⇒ M , θ ∈M .
Очевидно:

F2|K0×M — функция,

D(F2|K0×M) = (K0 ×M) ∩D(F2) = (K0 ×M) ∩ (K×M) = K0 ×M,

R(F2|K0×M) = F2[K0 ×M ] ⊆ R(F2) ⊆M.

Тогда F2|K0×M : K0 ×M =⇒ M .
Далее обычно будем писать «λ⊗ x» вместо «F2|K0×M (λ, x)».
1. Пусть x, y ∈M . Тогда x+ y = y + x.
2. Пусть x, y, z ∈M . Тогда (x+ y) + z = x+ (y + z).
3. Пусть x ∈M . Тогда x+ θ = x.
4. Пусть x ∈M . Тогда x+ (−x) = θ.
5. Пусть: α, β ∈ K0, x ∈M . Тогда:

(αβ)⊗ x = (αβ)x = α(βx) = α⊗ (β ⊗ x).

6. Пусть x ∈M . Тогда:

1⊗ x = 1x = x.

7. Пусть: α, β ∈ K0, x ∈M . Тогда:

(α + β)⊗ x = (α + β)x = αx+ βx = α⊗ x+ β ⊗ x.

8. Пусть: λ ∈ K0, x, y ∈M . Тогда:

λ⊗ (x+ y) = λ(x+ y) = λx+ λy = λ⊗ x+ λ⊗ y.

Очевидно: (M,F1, F2|K0×M) — линейное пространство над полем K0, θ — нулевой вектор
пространства (M,F1, F2|K0×M).

Определение (векторная функция). Пусть: K ∈ {C,R,Q}, L — линейное пространство над
полем K. Пусть: ϕ — функция, R(ϕ) ⊆ L. Будем говорить, что ϕ — векторная функция.

Определение (ядро векторной функции). Пусть: K ∈ {C,R,Q}, L— линейное пространство
над полем K. Пусть: ϕ — функция, R(ϕ) ⊆ L. Обозначим:

ker(ϕ) =
{

x : x ∈ D(ϕ) ∧ ϕ(x) = θ
}

.

Будем говорить, что ker(ϕ) — ядро функции ϕ (множество корней функции ϕ; множество
нулей функции ϕ). Очевидно:

ker(ϕ) =
{

x : x ∈ D(ϕ) ∧ ϕ(x) = θ
}

=
{

x : x ∈ D(ϕ) ∧ ϕ(x) ∈ {θ}
}

= D
(

ϕ, {θ}
)

.

Определение. Пусть: Q — множество, K ∈ {C,R,Q}, L — линейное пространство над
полем K. Рассмотрим множество Fun(Q,L) (напоминание: Fun(Q,L) — множество всех
функций ϕ, удовлетворяющих условию ϕ : Q =⇒ L).

Пусть ϕ1, ϕ2 ∈ Fun(Q,L). Обозначим:

(ϕ1 + ϕ2)(x) = ϕ1(x) + ϕ2(x), x ∈ Q.
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Тогда ϕ1 + ϕ2 ∈ Fun(Q,L). Обозначим: F1(ϕ1, ϕ2) = ϕ1 + ϕ2 при ϕ1, ϕ2 ∈ Fun(Q,L).
Тогда F1 : Fun(Q,L)× Fun(Q,L) =⇒ Fun(Q,L). Будем говорить, что F1 — стандартная
операция сложения на множестве Fun(Q,L).

Пусть: λ ∈ K, ϕ ∈ Fun(Q,L). Обозначим:

(λϕ)(x) = λϕ(x), x ∈ Q.

Тогда λϕ ∈ Fun(Q,L). Обозначим: F2(λ, ϕ) = λϕ при: λ ∈ K, ϕ ∈ Fun(Q,L). Тогда
F2 : K× Fun(Q,L) =⇒ Fun(Q,L). Будем говорить, что F2 — стандартная внешняя опера-
ция умножения на множестве Fun(Q,L).

Обозначим:

Θ(x) = θ, x ∈ Q.

Тогда Θ ∈ Fun(Q,L). Будем говорить, что Θ — стандартный нулевой элемент на множестве
Fun(Q,L).

Утверждение (линейное пространство векторных функций). Пусть: Q — множество,
K ∈ {C,R,Q}, L — линейное пространство над полем K; F1 — стандартная операция
сложения на множестве Fun(Q,L), F2 — стандартная внешняя операция умножения
на множестве Fun(Q,L), Θ — стандартный нулевой элемент на множестве Fun(Q,L).
Тогда:

(

Fun(Q,L), F1, F2

)

— линейное пространство над полем K, Θ — нулевой вектор
пространства

(

Fun(Q,L), F1, F2

)

.

Доказательство. Очевидно: K ∈ {C,R,Q}; Fun(Q,L) — множество, Θ ∈ Fun(Q,L),

F1 : Fun(Q,L)× Fun(Q,L) =⇒ Fun(Q,L),

F2 : K× Fun(Q,L) =⇒ Fun(Q,L).

1. Пусть ϕ1, ϕ2 ∈ Fun(Q,L). Пусть x ∈ Q. Тогда:

(ϕ1 + ϕ2)(x) = ϕ1(x) + ϕ2(x) = ϕ2(x) + ϕ1(x) = (ϕ2 + ϕ1)(x).

Следовательно, ϕ1 + ϕ2 = ϕ2 + ϕ1.
2. Пусть ϕ1, ϕ2, ϕ3 ∈ Fun(Q,L). Пусть x ∈ Q. Тогда:

(

(ϕ1 + ϕ2) + ϕ3

)

(x) =
(

ϕ1(x) + ϕ2(x)
)

+ ϕ3(x) = ϕ1(x) +
(

ϕ2(x) + ϕ3(x)
)

=

=
(

ϕ1 + (ϕ2 + ϕ3)
)

(x).

Следовательно, (ϕ1 + ϕ2) + ϕ3 = ϕ1 + (ϕ2 + ϕ3).
3. Пусть ϕ ∈ Fun(Q,L). Пусть x ∈ Q. Тогда:

(ϕ+Θ)(x) = ϕ(x) + Θ(x) = ϕ(x) + θ = ϕ(x).

Следовательно, ϕ+Θ = ϕ.
4. Пусть ϕ ∈ Fun(Q,L). Пусть x ∈ Q. Тогда:

(

ϕ+ (−1)ϕ
)

(x) = ϕ(x) + (−1)ϕ(x) = θ = Θ(x).

Следовательно, ϕ+ (−1)ϕ = Θ.
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5. Пусть: α, β ∈ K, ϕ ∈ Fun(Q,L). Пусть x ∈ Q. Тогда:

(

(αβ)ϕ
)

(x) = (αβ)ϕ(x) = α
(

βϕ(x)
)

=
(

α(βϕ)
)

(x).

Следовательно, (αβ)ϕ = α(βϕ).
6. Пусть ϕ ∈ Fun(Q,L). Пусть x ∈ Q. Тогда:

(

1ϕ
)

(x) = 1ϕ(x) = ϕ(x).

Следовательно, 1ϕ = ϕ.
7. Пусть: α, β ∈ K, ϕ ∈ Fun(Q,L). Пусть x ∈ Q. Тогда:

(

(α + β)ϕ
)

(x) = (α + β)ϕ(x) = αϕ(x) + βϕ(x) =
(

αϕ+ βϕ
)

(x).

Следовательно, (α + β)ϕ = αϕ+ βϕ.
8. Пусть: λ ∈ K, ϕ1, ϕ2 ∈ Fun(Q,L). Пусть x ∈ Q. Тогда:

(

λ(ϕ1 + ϕ2)
)

(x) = λ
(

ϕ1(x) + ϕ2(x)
)

= λϕ1(x) + λϕ2(x) =
(

λϕ1 + λϕ2

)

(x).

Следовательно, λ(ϕ1 + ϕ2) = λϕ1 + λϕ2.
Очевидно:

(

Fun(Q,L), F1, F2

)

— линейное пространство над полем K, Θ — нулевой
вектор пространства

(

Fun(Q,L), F1, F2

)

.

Определение. Пусть K ∈ {C,R,Q}. Рассмотрим множество K.
Обозначим: F1(x, y) = x + y при x, y ∈ K. Тогда F1 : K×K =⇒ K. Будем говорить,

что F1 — стандартная операция сложения на множестве K.
Обозначим: F2(λ, x) = λx при: λ ∈ K, x ∈ K. Тогда F2 : K×K =⇒ K. Будем говорить,

что F2 — стандартная операция умножения на множестве K.

Замечание. Пусть K ∈ {C,R,Q}.
Очевидно, K1 = K.
Пусть x, y ∈ K1. Тогда x+ y = (x1 + y1).
Пусть: λ ∈ K, x ∈ K1. Тогда λx = (λx1).
Обозначим, θ̃ = 0. Тогда θ̃ = (0).

Утверждение (линейное пространство K). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; F1 — стандартная
операция сложения на множестве K, F2 — стандартная операция умножения на мно-
жестве K. Тогда: (K, F1, F2) — линейное пространство над полем K, 0 — нулевой вектор
пространства (K, F1, F2).

Доказательство. Очевидно: K ∈ {C,R,Q}; K — множество, F1 : K×K =⇒ K,
F2 : K×K =⇒ K, 0 ∈ K.

1. Пусть x, y ∈ K. Тогда x+ y = y + x.
2. Пусть x, y, z ∈ K. Тогда (x+ y) + z = x+ (y + z).
3. Пусть x ∈ K. Тогда x+ 0 = x.
4. Пусть x ∈ K. Тогда x+ (−x) = 0.
5. Пусть α, β, x ∈ K. Тогда (αβ)x = α(βx).
6. Пусть x ∈ K. Тогда 1x = x.
7. Пусть α, β, x ∈ K. Тогда (α + β)x = αx+ βx.
8. Пусть λ, x, y ∈ K. Тогда λ(x+ y) = λx+ λy.
Очевидно: (K, F1, F2) — линейное пространство над полем K, 0 — нулевой вектор про-

странства (K, F1, F2).
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Замечание (линейное пространство K(K0)). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; F1 — стандартная опе-
рация сложения на множестве K, F2 — стандартная операция умножения на множестве K.

Пусть: K0 ∈ {C,R,Q}, K0 ⊆ K. Тогда: (K, F1, F2|K0×K) — линейное пространство
над полем K0, 0 — нулевой вектор пространства (K, F1, F2|K0×K). Обозначим, K(K0) =
(K, F1, F2|K0×K).

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N ∈ Z, N > 2. Рассмотрим множество KN .
Пусть x, y ∈ KN . Обозначим:

x+ y =







x1 + y1

...
xN + yN






.

Тогда x+y ∈ KN . Обозначим: F1(x, y) = x+y при x, y ∈ KN . Тогда F1 : K
N ×KN =⇒ KN .

Будем говорить, что F1 — стандартная операция сложения на множестве KN .
Пусть: λ ∈ K, x ∈ KN . Обозначим:

λx =







λx1

...
λxN






.

Тогда λx ∈ KN . Обозначим: F2(λ, x) = λx при: λ ∈ K, x ∈ KN . Тогда F2 : K×KN =⇒ KN .
Будем говорить, что F2 — стандартная внешняя операция умножения на множестве KN .

Обозначим:

θ̃ =







0
...
0






.

Тогда θ̃ ∈ KN . Будем говорить, что θ̃ — стандартный нулевой элемент на множестве KN .

Утверждение (линейное пространство KN). Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N ∈ Z, N > 2;
F1 — стандартная операция сложения на множестве KN , F2 — стандартная внешняя
операция умножения на множестве KN , θ̃ — стандартный нулевой элемент на множе-
стве KN . Тогда: (KN , F1, F2) — линейное пространство над полем K, θ̃ — нулевой вектор
пространства (KN , F1, F2).

Доказательство. Очевидно: K ∈ {C,R,Q}; KN — множество, F1 : K
N ×KN =⇒ KN ,

F2 : K×KN =⇒ KN , θ̃ ∈ KN .
1. Пусть x, y ∈ KN . Пусть j = 1, N . Тогда:

(x+ y)j = xj + yj = yj + xj = (y + x)j.

Следовательно, x+ y = y + x.
2. Пусть x, y, z ∈ KN . Пусть j = 1, N . Тогда:

(

(x+ y) + z
)j

= (xj + yj) + zj = xj + (yj + zj) =
(

x+ (y + z)
)j
.

Следовательно, (x+ y) + z = x+ (y + z).
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3. Пусть x ∈ KN . Пусть j = 1, N . Тогда:

(x+ θ̃)j = xj + θ̃j = xj + 0 = xj.

Следовательно, x+ θ̃ = x.
4. Пусть x ∈ KN . Пусть j = 1, N . Тогда:

(

x+ (−1)x
)j

= xj + (−1)xj = 0 = θ̃j.

Следовательно, x+ (−1)x = θ̃.
5. Пусть: α, β ∈ K, x ∈ KN . Пусть j = 1, N . Тогда:

(

(αβ)x
)j

= (αβ)xj = α(βxj) =
(

α(βx)
)j
.

Следовательно, (αβ)x = α(βx).
6. Пусть x ∈ KN . Пусть j = 1, N . Тогда:

(1x)j = 1xj = xj.

Следовательно, 1x = x.
7. Пусть: α, β ∈ K, x ∈ KN . Пусть j = 1, N . Тогда:

(

(α + β)x
)j

= (α + β)xj = αxj + βxj = (αx+ βx)j.

Следовательно, (α + β)x = αx+ βx.
8. Пусть: λ ∈ K, x, y ∈ KN . Пусть j = 1, N . Тогда:

(

λ(x+ y)
)j

= λ(xj + yj) = λxj + λyj = (λx+ λy)j.

Следовательно, λ(x+ y) = λx+ λy.
Очевидно: (KN , F1, F2) — линейное пространство над полем K, θ̃ — нулевой вектор

пространства (KN , F1, F2).

Замечание (линейное пространство KN(K0)). Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N ∈ Z, N > 2; F1 —
стандартная операция сложения на множестве KN , F2 — стандартная внешняя операция
умножения на множестве KN , θ̃ — стандартный нулевой элемент на множестве KN .

Пусть: K0 ∈ {C,R,Q}, K0 ⊆ K. Тогда: (KN , F1, F2|K0×KN ) — линейное пространство

над полем K0, θ̃ — нулевой вектор пространства (KN , F1, F2|K0×KN ). Обозначим, KN(K0) =
(KN , F1, F2|K0×KN ).

Определение (что такое матрица). Пусть N1, N2 ∈ N.
1. Будем говорить, что A — матрица, имеющая N2 строки и N1 столбец, если:

A — функция,

D(A) = {1, . . . , N2} × {1, . . . , N1}.

2. Пусть A — матрица, имеющая N2 строки и N1 столбец. Далее часто будем пи-
сать «Aj

i» вместо «A(j, i)».
3. Пусть A — матрица, имеющая N2 строки и N1 столбец. Далее часто будем пи-

сать «Aj,i» вместо «A(j, i)».
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4. Пусть A — матрица, имеющая N2 строки и N1 столбец. Далее часто будем пи-
сать «Aj,i» вместо «A(j, i)».

5. Пусть α1
1, . . . , α

1
N1
, . . . , αN2

1 , . . . , αN2
N1

— некоторые объекты. Выберем функцию A, удо-
влетворяющую условиям:

D(A) = {1, . . . , N2} × {1, . . . , N1},
∀j = 1, N2∀i = 1, N1

(

A(j, i) = αj
i

)

.

Обозначим:






α1
1 · · · α1

N1
...

...
...

αN2
1 · · · αN2

N1






= A.

6. Пусть Q — множество. Будем говорить, что A — матрица с элементами из множе-
ства Q, имеющая N2 строки и N1 столбец, если:

A : {1, . . . , N2} × {1, . . . , N1} =⇒ Q.

7. ПустьQ— множество. Обозначим черезQN2×N1 множество всех матриц с элементами
из множества Q, имеющих N2 строки и N1 столбец.

Определение. Пусть: N1, N2 ∈ N; A — матрица, имеющая N2 строки и N1 столбец.
Пусть i = 1, N1. Обозначим:

Ai =







A1
i
...

AN2
i






.

Пусть j = 1, N2. Обозначим:

Aj =
(

Aj
1 · · · Aj

N1

)

.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N1, N2 ∈ N. Рассмотрим множество KN2×N1 .
Пусть A, B ∈ KN2×N1 . Обозначим:

(A+B)ji = Aj
i + Bj

i , i = 1, N1, j = 1, N2.

Тогда A + B ∈ KN2×N1 . Обозначим: F1(A,B) = A + B при A, B ∈ KN2×N1 . Тогда
F1 : K

N2×N1 ×KN2×N1 =⇒ KN2×N1 . Будем говорить, что F1 — стандартная операция сло-
жения на множестве KN2×N1 .

Пусть: λ ∈ K, A ∈ KN2×N1 . Обозначим:

(λA)ji = λAj
i , i = 1, N1, j = 1, N2.

Тогда λA ∈ KN2×N1 . Обозначим: F2(λ,A) = λA при: λ ∈ K, A ∈ KN2×N1 . Тогда
F2 : K×KN2×N1 =⇒ KN2×N1 . Будем говорить, что F2 — стандартная внешняя операция
умножения на множестве KN2×N1 .

Обозначим:

Θ̃j
i = 0, i = 1, N1, j = 1, N2.

Тогда Θ̃ ∈ KN2×N1 . Будем говорить, что Θ̃ — стандартный нулевой элемент на множе-
стве KN2×N1 .
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Утверждение (линейное пространство KN2×N1). Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N1, N2 ∈ N; F1 —
стандартная операция сложения на множестве KN2×N1, F2 — стандартная внешняя
операция умножения на множестве KN2×N1, Θ̃ — стандартный нулевой элемент на
множестве KN2×N1. Тогда: (KN2×N1 , F1, F2) — линейное пространство над полем K, Θ̃ —
нулевой вектор пространства (KN2×N1 , F1, F2).

Доказательство. Очевидно: K ∈ {C,R,Q}; KN2×N1 — множество, Θ̃ ∈ KN2×N1 ,

F1 : K
N2×N1 ×KN2×N1 =⇒ KN2×N1 ,

F2 : K×KN2×N1 =⇒ KN2×N1 .

1. Пусть A, B ∈ KN2×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(A+ B)ji = Aj
i +Bj

i = Bj
i + Aj

i = (B + A)ji .

Следовательно, A+ B = B + A.
2. Пусть A, B, C ∈ KN2×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

(A+ B) + C
)j

i
= (Aj

i + Bj
i ) + Cj

i = Aj
i + (Bj

i + Cj
i ) =

(

A+ (B + C)
)j

i
.

Следовательно, (A+ B) + C = A+ (B + C).
3. Пусть A ∈ KN2×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(A+Θ)ji = Aj
i +Θj

i = Aj
i + 0 = Aj

i .

Следовательно, A+Θ = A.
4. Пусть A ∈ KN2×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

A+ (−1)A
)j

i
= Aj

i + (−1)Aj
i = 0 = Θj

i .

Следовательно, A+ (−1)A = Θ.
5. Пусть: α, β ∈ K, A ∈ KN2×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

(αβ)A
)j

i
= (αβ)Aj

i = α(βAj
i ) =

(

α(βA)
)j

i
.

Следовательно, (αβ)A = α(βA).
6. Пусть A ∈ KN2×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(1A)ji = 1Aj
i = Aj

i .

Следовательно, 1A = A.
7. Пусть: α, β ∈ K, A ∈ KN2×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

(α + β)A
)j

i
= (α + β)Aj

i = αAj
i + βAj

i = (αA+ βA)ji .

Следовательно, (α + β)A = αA+ βA.
8. Пусть: λ ∈ K, A, B ∈ KN2×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

λ(A+ B)
)j

i
= λ(Aj

i +Bj
i ) = λAj

i + λBj
i = (λA+ λB)ji .

Следовательно, λ(A+ B) = λA+ λB.
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Очевидно: (KN2×N1 , F1, F2) — линейное пространство над полем K, Θ̃ — нулевой вектор
пространства (KN2×N1 , F1, F2).

Замечание (линейное пространство KN2×N1(K0)). Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N1, N2 ∈ N; F1 —
стандартная операция сложения на множестве KN2×N1 , F2 — стандартная внешняя опе-
рация умножения на множестве KN2×N1 , Θ̃ — стандартный нулевой элемент на множе-
стве KN2×N1 .

Пусть: K0 ∈ {C,R,Q}, K0 ⊆ K. Тогда: (KN2×N1 , F1, F2|K0×KN2×N1 ) — линейное простран-

ство над полем K0, Θ̃ — нулевой вектор пространства (KN2×N1 , F1, F2|K0×KN2×N1 ). Обозна-
чим, KN2×N1(K0) = (KN2×N1 , F1, F2|K0×KN2×N1 ).

2.3. Подпространство линейного пространства

Определение (подпространство линейного пространства). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — ли-
нейное пространство над полем K. Будем говорить, что Q — подпространство простран-
ства L, если:

1. Q ⊆ L;
2. Q 6= ∅;
3. ∀x ∈ Q∀y ∈ Q(x+ y ∈ Q);
4. ∀λ ∈ K∀x ∈ Q(λx ∈ Q).

Замечание (простейшие примеры). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство
над полем K. Очевидно: {θ} — подпространство пространства L; L — подпространство
пространства L.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q —
подпространство пространства L. Тогда θ ∈ Q.

Доказательство. Так как Q — подпространство пространства L, то существует вектор x,
удовлетворяющий условию x ∈ Q. Так как Q — подпространство пространства L, то:
θ = 0x ∈ Q.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; (M,F1, F2) — линейное пространство над по-
лем K.

Пусть Q — подпространство пространства (M,F1, F2). Тогда: Q ⊆ M ,
(Q, F1|Q×Q , F2|K×Q) — линейное пространство над полем K, θ — нулевой вектор про-
странства (Q, F1|Q×Q , F2|K×Q).

Доказательство. Так как Q — подпространство пространства (M,F1, F2), то Q ⊆ M .
Очевидно: K ∈ {C,R,Q}; Q — множество, θ ∈ Q.

Очевидно:

F1|Q×Q — функция,

D(F1|Q×Q) = (Q×Q) ∩D(F1) = (Q×Q) ∩ (M ×M) = Q×Q.

Пусть x, y ∈ Q. Так как Q — подпространство пространства (M,F1, F2), то: F1|Q×Q (x, y) =
F1(x, y) ∈ Q. Тогда R(F1|Q×Q) ⊆ Q. Итак, F1|Q×Q : Q×Q =⇒ Q.

Очевидно:

F2|K×Q — функция,
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D(F2|K×Q) = (K×Q) ∩D(F2) = (K×Q) ∩ (K×M) = K×Q.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ Q. Так как Q — подпространство пространства (M,F1, F2), то:
F2|K×Q (λ, x) = F2(λ, x) ∈ Q. Тогда R(F2|K×Q) ⊆ Q. Итак, F2|K×Q : K×Q =⇒ Q.

Далее обычно будем писать: «x ⊕ y» вместо «F1|Q×Q (x, y)»; «λ ⊗ x» вместо
«F2|K×Q (λ, x)».

1. Пусть x, y ∈ Q. Тогда:

x⊕ y = x+ y = y + x = y ⊕ x.

2. Пусть x, y, z ∈ Q. Тогда:

(x⊕ y)⊕ z = (x+ y) + z = x+ (y + z) = x⊕ (y ⊕ z).

3. Пусть x ∈ Q. Тогда:

x⊕ θ = x+ θ = x.

4. Пусть x ∈ Q. Тогда:

x⊕ (−1)⊗ x = x+ (−1)x = θ.

5. Пусть: α, β ∈ K, x ∈ Q. Тогда:

(αβ)⊗ x = (αβ)x = α(βx) = α⊗ (β ⊗ x).

6. Пусть x ∈ Q. Тогда:

1⊗ x = 1x = x.

7. Пусть: α, β ∈ K, x ∈ Q. Тогда:

(α + β)⊗ x = (α + β)x = αx+ βx = α⊗ x⊕ β ⊗ x.

8. Пусть: λ ∈ K, x, y ∈ Q. Тогда:

λ⊗ (x⊕ y) = λ(x+ y) = λx+ λy = λ⊗ x⊕ λ⊗ y.

Очевидно: (Q, F1|Q×Q , F2|K×Q) — линейное пространство над полем K, θ — нулевой
вектор пространства (Q, F1|Q×Q , F2|K×Q).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; (M,F1, F2) — линейное пространство над по-
лем K.

Пусть: Q ⊆ M , (Q, F1|Q×Q , F2|K×Q) — линейное пространство над полем K. Тогда
Q — подпространство пространства (M,F1, F2).

Доказательство. По условию, Q ⊆M . Так как (Q, F1|Q×Q , F2|K×Q) — линейное простран-
ство над полем K, то Q 6= ∅. Далее обычно будем писать: «x⊕ y» вместо «F1|Q×Q (x, y)»;
«λ⊗ x» вместо «F2|K×Q (λ, x)».

Пусть x, y ∈ Q. Так как (Q, F1|Q×Q , F2|K×Q) — линейное пространство над полем K,
то: x+ y = x⊕ y ∈ Q.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ Q. Так как (Q, F1|Q×Q , F2|K×Q) — линейное пространство над по-
лем K, то: λx = λ⊗ x ∈ Q.

Итак, Q — подпространство пространства (M,F1, F2).
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Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; (M,F1, F2) — линейное пространство над по-
лем K; Q1 — подпространство пространства (M,F1, F2).

Пусть Q2 — подпространство пространства (Q1, F1|Q1×Q1
, F2|K×Q1

). Тогда: Q2 ⊆ Q1,
Q2 — подпространство пространства (M,F1, F2).

Доказательство. Так как Q1 — подпространство пространства (M,F1, F2), то Q1 ⊆ M .
Так как Q2 — подпространство пространства (Q1, F1|Q1×Q1

, F2|K×Q1
), то: Q2 ⊆ Q1, Q2 6= ∅.

Так как: Q1 ⊆ M , Q2 ⊆ Q1, то Q2 ⊆ M . Далее обычно будем писать: «x ⊕ y» вместо
«F1|Q1×Q1

(x, y)»; «λ⊗ x» вместо «F2|K×Q1
(λ, x)».

Пусть x, y ∈ Q2. Так как Q2 — подпространство пространства (Q1, F1|Q1×Q1
, F2|K×Q1

),
то: x+ y = x⊕ y ∈ Q2.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ Q2. Так как Q2 — подпространство пространства
(Q1, F1|Q1×Q1

, F2|K×Q1
), то: λx = λ⊗ x ∈ Q2.

Итак: Q2 ⊆ Q1, Q2 — подпространство пространства (M,F1, F2).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; (M,F1, F2) — линейное пространство над по-
лем K; Q1 — подпространство пространства (M,F1, F2).

Пусть: Q2 ⊆ Q1, Q2 — подпространство пространства (M,F1, F2). Тогда Q2 — под-
пространство пространства (Q1, F1|Q1×Q1

, F2|K×Q1
).

Доказательство. По условию, Q2 ⊆ Q1. Так как Q2 — подпространство пространства
(M,F1, F2), то Q2 6= ∅. Далее обычно будем писать: «x ⊕ y» вместо «F1|Q1×Q1

(x, y)»;
«λ⊗ x вместо F2|K×Q1

(λ, x)».
Пусть x, y ∈ Q2. Так как Q2 — подпространство пространства (M,F1, F2), то: x ⊕ y =

x+ y ∈ Q2.
Пусть: λ ∈ K, x ∈ Q2. Так как Q2 — подпространство пространства (M,F1, F2), то:

λ⊗ x = λx ∈ Q2.
Итак, Q2 — подпространство пространства (Q1, F1|Q1×Q1

, F2|K×Q1
).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q1,
Q2 — подпространства пространства L. Тогда Q1 ∩ Q2 — подпространство простран-
ства L.

Доказательство. Так как Q1 ⊆ L, то: Q1 ∩ Q2 ⊆ Q1 ⊆ L. Так как: θ ∈ Q1, θ ∈ Q2, то
θ ∈ Q1 ∩Q2.

Пусть: x1 ∈ Q1 ∩ Q2, x2 ∈ Q1 ∩ Q2. Тогда: x1 ∈ Q1, x1 ∈ Q2; x2 ∈ Q1, x2 ∈ Q2.
Следовательно: x1 + x2 ∈ Q1, x1 + x2 ∈ Q2. Тогда x1 + x2 ∈ Q1 ∩Q2.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ Q1 ∩ Q2. Тогда: λ ∈ K; x ∈ Q1, x ∈ Q2. Следовательно: λx ∈ Q1,
λx ∈ Q2. Тогда λx ∈ Q1 ∩Q2.

Итак, Q1 ∩Q2 — подпространство пространства L.

Утверждение (Внимание! Только для особо интересующихся). Пусть: K ∈
{C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; I — множество, I 6= ∅, Qα — под-
пространство пространства L при α ∈ I. Тогда

⋂

α∈I

Qα — подпространство простран-

ства L.

Доказательство. Так как I 6= ∅, то существует объект α0, удовлетворяющий условию
α0 ∈ I. Так как Qα0 ⊆ L, то:

⋂

α∈I

Qα ⊆ Qα0 ⊆ L. Так как: θ ∈ Qα при α ∈ I, то θ ∈ ⋂

α∈I

Qα.
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Пусть x1 ∈ ⋂

α∈I

Qα, x2 ∈ ⋂

α∈I

Qα. Тогда: x1 ∈ Qα при α ∈ I; x2 ∈ Qα при α ∈ I.

Следовательно: x1 + x2 ∈ Qα при α ∈ I. Тогда x1 + x2 ∈
⋂

α∈I

Qα.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ ⋂

α∈I

Qα. Тогда: λ ∈ K; x ∈ Qα при α ∈ I. Следовательно: λx ∈ Qα при

α ∈ I. Тогда λx ∈ ⋂

α∈I

Qα.

Итак,
⋂

α∈I

Qα — подпространство пространства L.

2.4. Линейная зависимость векторов

Определение (линейная комбинация векторов). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное про-
странство над полем K; r ∈ N, λ1, . . . , λr ∈ K, x1, . . . , xr ∈ L.

Будем говорить, что u — линейная комбинация векторов x1, . . . , xr с коэффициентами

λ1, . . . , λr, если u =
r
∑

k=1

λkxk.

Далее часто будем писать «λkxk» вместо «
r
∑

k=1

λkxk» (частный случай правила сум-

мирования Эйнштейна).

Определение (линейная оболочка векторов, линейная зависимость векторов, линейная
независимость векторов). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K;
r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ L.

Обозначим:

L(x1, . . . , xr) = {λkxk : λ1 ∈ K ∧ · · · ∧ λr ∈ K} =

=
{

u : ∃λ1 · · · ∃λr(λ1 ∈ K ∧ · · · ∧ λr ∈ K ∧ u = λkxk)
}

.

Очевидно, L(x1, . . . , xr) ⊆ L. Будем говорить, что L(x1, . . . , xr) — линейная оболочка век-
торов x1, . . . , xr.

Будем говорить, что x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы, если существуют числа
λ1, . . . , λr, удовлетворяющие условиям: λ1, . . . , λr ∈ K, λkxk = θ, ∃k = 1, r(λk 6= 0).

Будем говорить, что x1, . . . , xr — линейно независимые векторы, если для любых чисел
λ1, . . . , λr, удовлетворяющих условиям: λ1, . . . , λr ∈ K, λkxk = θ, справедливо утверждение
∀k = 1, r(λk = 0).

Будем говорить, что по любой линейной комбинации векторов x1, . . . , xr однозначно
восстанавливаются её коэффициенты, если для любых чисел α1, . . . , αr, β1, . . . , βr, удовле-
творяющих условиям: α1, . . . , αr, β1, . . . , βr ∈ K, αkxk = βkxk, справедливо утверждение
∀k = 1, r(αk = βk).

Определение (символ Кронекера). Пусть r ∈ N. Обозначим: δmk = 0 при: k, m = 1, r, k 6= m;
δmk = 1 при: k, m = 1, r, k = m.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.
Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ L. Пусть k = 1, r. Тогда: xk = δmk xm ∈ L(x1, . . . , xr).
Пусть: Q — подпространство пространства L, r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ Q. Очевидно,

L(x1, . . . , xr) ⊆ Q.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,
x1, . . . , xr ∈ L. Тогда L(x1, . . . , xr) — подпространство пространства L.
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Доказательство. Очевидно: L(x1, . . . , xr) ⊆ L, 0x1 + · · ·+ 0xr ∈ L(x1, . . . , xr).
Пусть u, v ∈ L(x1, . . . , xr). Тогда существуют числа α1, . . . , αr, β1, . . . , βr ∈ K, удовле-

творяющие условиям: u = αkxk, v = βkxk. Следовательно:

u+ v = (αkxk) + (βkxk) = (αk + βk)xk ∈ L(x1, . . . , xr).

Пусть: λ ∈ K, u ∈ L(x1, . . . , xr). Тогда существуют числа α1, . . . , αr ∈ K, удовлетворя-
ющие условию u = αkxk. Следовательно:

λu = λ(αkxk) = (λαk)xk ∈ L(x1, . . . , xr).

Итак, L(x1, . . . , xr) — подпространство пространства L.

Утверждение (критерий линейной зависимости векторов). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L —
линейное пространство над полем K.

1. Пусть: x ∈ L, x — линейно зависимый вектор. Тогда x = θ.
2. Пусть x = θ. Тогда: x ∈ L, x — линейно зависимый вектор.
3. Пусть: r ∈ Z, r > 2, x1, . . . , xr ∈ L. Векторы x1, . . . , xr являются линейно зави-

симыми тогда и только тогда, когда существует номер k0 = 1, r, удовлетворяющий
условию xk0 ∈ L(x1, . . . , xk0−1, xk0+1, . . . , xr).

Доказательство.
1. Так как: x ∈ L, x — линейно зависимый вектор, то существует число λ ∈ K, удовле-

творяющее условиям: λx = θ, λ 6= 0. Тогда x = θ.
2. Так как x = θ, то: x ∈ L, 1x = θ. Так как 1 6= 0, то: x ∈ L, x — линейно зависимый

вектор.
3. Пусть x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы. Тогда существуют числа λ1, . . . , λN ∈

K, удовлетворяющие условиям: λkxk = θ, ∃k = 1, r(λk 6= 0). Выберем номер k0 = 1, r,
удовлетворяющий условию λk0 6= 0. Тогда:

λ1x1 + · · ·+ λk0−1xk0−1 + λk0xk0 + λk0+1xk0+1 + · · ·+ λrxr = θ,

xk0 =
−λ1
λk0

x1 + · · ·+ −λk0−1

λk0
xk0−1 +

−λk0+1

λk0
xk0+1 + · · ·+ −λr

λk0
xr,

xk0 ∈ L(x1, . . . , xk0−1, xk0+1, . . . , xr).

Пусть существует номер k0 = 1, r, удовлетворяющий условию xk0 ∈
L(x1, . . . , xk0−1, xk0+1, . . . , xr). Тогда существуют числа λ1, . . . , λk0−1, λk0+1, . . . , λr ∈ K, удо-
влетворяющие условию:

xk0 = λ1x1 + · · ·+ λk0−1xk0−1 + λk0+1xk0+1 + · · ·+ λrxr.

Следовательно:

(−λ1)x1 + · · ·+ (−λk0−1)xk0−1 + 1xk0 + (−λk0+1)xk0+1 + · · ·+ (−λr)xr = θ.

Так как 1 6= 0, то x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы.

Утверждение (критерий линейной независимости векторов). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L —
линейное пространство над полем K; r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ L. Векторы x1, . . . , xr являют-
ся линейно независимыми тогда и только тогда, когда по любой линейной комбинации
векторов x1, . . . , xr однозначно восстанавливаются её коэффициенты.
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Доказательство. Пусть x1, . . . , xr — линейно независимые векторы. Пусть: α1, . . . , αr,
β1, . . . , βr ∈ K, αkxk = βkxk. Тогда (αk − βk)xk = θ. Так как x1, . . . , xr — линейно незави-
симые векторы, то ∀k = 1, r(αk − βk = 0). Тогда ∀k = 1, r(αk = βk). Следовательно, по
любой линейной комбинации векторов x1, . . . , xr однозначно восстанавливаются её коэф-
фициенты.

Пусть по любой линейной комбинации векторов x1, . . . , xr однозначно восстанавлива-
ются её коэффициенты. Пусть: λ1, . . . , λr ∈ K, λkxk = θ. Тогда:

λ1x1 + · · ·+ λrxr = 0x1 + · · ·+ 0xr.

Так как по любой линейной комбинации векторов x1, . . . , xr однозначно восстанавливаются
её коэффициенты, то ∀k = 1, r(λk = 0). Тогда x1, . . . , xr — линейно независимые векторы.

Замечание (перестановки произвольного множества). Пусть M — множество. Будем го-
ворить, что σ — перестановка множества M , если: σ — обратимая функция, D(σ) = M ,
R(σ) =M . Обозначим через S(M) множество всех перестановок множества M .

Пусть σ1, σ2 ∈ S(M). Обозначим, σ2σ1 = σ2 ◦ σ1. Очевидно, σ2σ1 ∈ S(M).
Пусть σ ∈ S(M). Очевидно, σ−1 ∈ S(M).
Обозначим: e(x) = x при x ∈M . Очевидно, e ∈ S(M).
1. Пусть σ1, σ2, σ3 ∈ S(M). Очевидно, (σ3σ2)σ1 = σ3(σ2σ1).
2. Пусть σ ∈ S(M). Очевидно: σe = σ, eσ = σ.
3. Пусть σ ∈ S(M). Очевидно: σσ−1 = e, σ−1σ = e.

Замечание (перестановки конечного множества). Пусть M — конечное множество.
Пусть: σ — обратимая функция, D(σ) = M , R(σ) ⊆ M . Так как: D(σ) — конеч-

ное множество, σ — обратимая функция, то: R(σ) — конечное множество, card
(

R(σ)
)

=
card

(

D(σ)
)

. Тогда: card
(

R(σ)
)

= card
(

D(σ)
)

= card(M). Так как: M — конечное множе-
ство, R(σ) ⊆M , то R(σ) =M . Тогда σ ∈ S(M).

Пусть: σ — функция, D(σ) = M , R(σ) = M . Предположим, что σ — необрати-
мая функция. Так как D(σ) — конечное множество, то: R(σ) — конечное множество,
card

(

R(σ)
)

< card
(

D(σ)
)

. Тогда: card
(

R(σ)
)

< card
(

D(σ)
)

= card(M) (что противоречит
утверждению R(σ) =M). Итак, σ — обратимая функция. Тогда σ ∈ S(M).

Замечание (перестановки множеств: ∅, {1, . . . , r}). Обозначим, S0 = S(∅).
Пусть r ∈ N. Обозначим, Sr = S

(

{1, . . . , r}
)

.
Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr — некоторые объекты. Обозначим через σ функцию, удовле-

творяющую условиям: D(σ) = {1, . . . , r}, σ(1) = x1, . . . , σ(r) = xr. Тогда: σ — функция,
D(σ) = {1, . . . , r}, R(σ) = {x1, . . . , xr}. Далее часто будем отождествлять упорядоченную
r-ку (x1, . . . , xr) и функцию σ.

Пусть: r ∈ N, α1, . . . , αr ∈ {1, . . . , r}, α1, . . . , αr — различные числа. Обозначим через σ
функцию, удовлетворяющую условиям: D(σ) = {1, . . . , r}, σ(1) = α1, . . . , σ(r) = αr. Тогда:
σ — обратимая функция, D(σ) = {1, . . . , r}, R(σ) ⊆ {1, . . . , r}. Следовательно, σ ∈ Sr.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈
N, x1, . . . , xr ∈ L. Пусть: σ ∈ Sr, xσ(1), . . . , xσ(r) — линейно зависимые векторы. Тогда
x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы.

Доказательство. Так как xσ(1), . . . , xσ(r) — линейно зависимые векторы, то существуют
числа λ1, . . . , λr ∈ K, удовлетворяющие условиям: λ1xσ(1)+ · · ·+λrxσ(r) = θ, ∃m = 1, r(λm 6=
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0). Тогда:

λσ
−1(1)x1 + · · ·+ λσ

−1(r)xr = θ, ∃k = 1, r(λσ
−1(k) 6= 0).

Следовательно, x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,
x1, . . . , xr ∈ L. Пусть: r0 ∈ N, k1, . . . , kr0 = 1, r, k1 < · · · < kr0, xk1 , . . . , xkr0 — линейно
зависимые векторы. Тогда x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы.

Доказательство. Так как xk1 , . . . , xkr0 — линейно зависимые векторы, то существуют чис-

ла α1, . . . , αr0 ∈ K, удовлетворяющие условиям: α1xk1+· · ·+αr0xkr0 = θ, ∃m = 1, r0(α
m 6= 0).

Обозначим: βk1 = α1, . . . , βkr0 = αr0 , βk = 0 при: k = 1, r, k /∈ {k1, . . . , kr0}. Тогда:

βk1xk1 + · · ·+ βkr0xkr0 = θ, ∃m = 1, r0(β
km 6= 0);

β1x1 + · · ·+ βrxr = θ, ∃k = 1, r(βk 6= 0).

Следовательно, x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,
x1, . . . , xr, x ∈ L, x1, . . . , xr — линейно независимые векторы, x1, . . . , xr, x — линейно
зависимые векторы. Тогда x ∈ L(x1, . . . , xr).

Доказательство. Так как x1, . . . , xr, x — линейно зависимые векторы, то существуют
числа λ1, . . . , λr+1 ∈ K, удовлетворяющие условиям: λ1x1 + · · · + λrxr + λr+1x = θ,
∃k = 1, r + 1(λk 6= 0). Предположим, что λr+1 = 0. Тогда: λ1x1 + · · · + λrxr = θ,
∃k = 1, r(λk 6= 0) (что противоречит утверждению: x1, . . . , xr — линейно независимые
векторы). Итак, λr+1 6= 0. Тогда:

x =
−λ1
λr+1

x1 + · · ·+ −λr
λr+1

xr,

x ∈ L(x1, . . . , xr).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,
x1, . . . , xr ∈ L. Пусть: r0 ∈ N, k1, . . . , kr0 = 1, r, k1 < · · · < kr0, r0 6= r, {x1, . . . , xr} ⊆
L(xk1 , . . . , xkr0 ). Тогда x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы.

Доказательство. Очевидно: {1, . . . , r} — конечное множество, card
(

{1, . . . , r}
)

= r;
{k1, . . . , kr0} — конечное множество, card

(

{k1, . . . , kr0}
)

= r0.

Так как {k1, . . . , kr0} ⊆ {1, . . . , r}, то r0 6 r. Так как r0 6= r, то r0 < r.

Так как r0 6= r, то {k1, . . . , kr0} 6= {1, . . . , r}. Так как {k1, . . . , kr0} ⊆ {1, . . . , r}, то су-
ществует число k, удовлетворяющее условиям: k ∈ {1, . . . , r}, k /∈ {k1, . . . , kr0}. Тогда:
k = 1, r, k 6= k1, . . . , k 6= kr0 . Следовательно: k = 1, r, k1 6= k, . . . , kr0 6= k. Так как
k1, . . . , kr0 = 1, r, то: k = 1, r, k1, . . . , kr0 ∈ {1, . . . , k − 1, k + 1, . . . , r}. Тогда: k = 1, r,
xk ∈ L(xk1 , . . . , xkr0 ) ⊆ L(x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . xr). Следовательно, x1, . . . , xr — линейно за-
висимые векторы.
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2.5. Внимание! Только для особо интересующихся. Эконом-
ное определение линейного пространства

Определение (линейное пространство). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; M — множество,
F1 : M ×M =⇒ M , F2 : K×M =⇒ M . Далее обычно будем писать: «x + y» вместо
«F1(x, y)»; «λx» вместо «F2(λ, x)».

Пусть:
1. ∀x ∈M∀y ∈M∀z ∈M

(

(x+ y) + z = x+ (y + z)
)

;
2. ∃u ∈M

(

∀x ∈M(x+ u = x) ∧ ∀x ∈M∃y ∈M(x+ y = u)
)

;
3. ∀α ∈ K∀β ∈ K∀x ∈M

(

(αβ)x = α(βx)
)

;
4. ∀x ∈M(1x = x);
5. ∀α ∈ K∀β ∈ K∀x ∈M

(

(α + β)x = αx+ βx
)

;
6. ∀λ ∈ K∀x ∈M∀y ∈M

(

λ(x+ y) = λx+ λy
)

.
Будем говорить, что: (M,F1, F2) — линейное пространство над полем K; M — носитель

пространства (M,F1, F2); F1 — операция сложения пространства (M,F1, F2); F2 — внешняя
операция умножения пространства (M,F1, F2); F1, F2 — линейные операции пространства
(M,F1, F2). Будем говорить, что x — вектор пространства (M,F1, F2), если x ∈ M . Далее
обычно будем отождествлять пространство (M,F1, F2) и множество M .

Утверждение (вспомогательный результат №1). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное
пространство над полем K; u ∈ L, ∀x ∈ L(x + u = x), ∀x ∈ L∃y ∈ L(x + y = u). Тогда
∀x ∈ L∀y ∈ L(x+ y = u =⇒ y + x = u).

Доказательство. Пусть: x ∈ L, y ∈ L, x+ y = u. Так как: ∀x ∈ L∃y ∈ L(x+ y = u), y ∈ L,
то существует вектор z, удовлетворяющий условиям: z ∈ L, y + z = u. Тогда:

y + x = (y + x) + u = (y + x) + (y + z) =
(

(y + x) + y
)

+ z =
(

y + (x+ y)
)

+ z =

= (y + u) + z = y + z = u.

Утверждение (вспомогательный результат №2). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное
пространство над полем K; u ∈ L, ∀x ∈ L(x + u = x), ∀x ∈ L∃y ∈ L(x + y = u). Тогда
∀x ∈ L(u+ x = x).

Доказательство. Пусть x ∈ L. Так как ∀x ∈ L∃y ∈ L(x+ y = u), то существует вектор y,
удовлетворяющий условиям: y ∈ L, x+ y = u. Тогда:

u+ x = (x+ y) + x = x+ (y + x) = x+ u = x.

Утверждение («основное уравнение»). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное простран-
ство над полем K; a, b ∈ L. Существует единственный объект x, удовлетворяющий
условиям: x ∈ L, a+ x = b.

Доказательство. Так как L — линейное пространство над полем K, то существует век-
тор u, удовлетворяющий условиям: u ∈ L, ∀x ∈ L(x+u = x), ∀x ∈ L∃y ∈ L(x+y = u). Так
как: ∀x ∈ L∃y ∈ L(x+ y = u), a ∈ L, то существует вектор ã, удовлетворяющий условиям:
ã ∈ L, a+ ã = u.

Пусть: x ∈ L, a+ x = b. Тогда:

ã+ (a+ x) = ã+ b,

(ã+ a) + x = ã+ b,
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u+ x = ã+ b,

x = ã+ b.

Пусть: x1 ∈ L, a+x1 = b; x2 ∈ L, a+x2 = b. Тогда: x1 = ã+b, x2 = ã+b. Следовательно,
x1 = x2.

Обозначим, x = ã+ b. Тогда: x ∈ L,

a+ x = a+ (ã+ b) = (a+ ã) + b = u+ b = b.

Определение (нулевой вектор). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над
полем K. Будем говорить, что u — нулевой вектор пространства L, если: u ∈ L, ∀x ∈
L(x+ u = x).

Утверждение (существование и единственность нулевого вектора). Пусть: K ∈
{C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K. Существует единственный объ-
ект u, удовлетворяющий условию: u — нулевой вектор пространства L.

Доказательство. Так как L — линейное пространство над полем K, то существует век-
тор u, удовлетворяющий условиям: u ∈ L, ∀x ∈ L(x + u = x), ∀x ∈ L∃y ∈ L(x + y = u).
Так как: u ∈ L, ∀x ∈ L(x+ u = x), то u — нулевой вектор пространства L.

Пусть: u1 — нулевой вектор пространства L, u2 — нулевой вектор пространства L.
Тогда: u1 ∈ L, ∀x ∈ L(x+ u1 = x); u2 ∈ L, ∀x ∈ L(x+ u2 = x). Так как: ∀x ∈ L(x+ u1 = x),
u1 ∈ L, то u1 + u1 = u1. Так как: ∀x ∈ L(x + u2 = x), u1 ∈ L, то u1 + u2 = u1. Тогда
u1 = u2.

Определение (обозначение для нулевого вектора). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное
пространство над полем K. Обозначим через θ нулевой вектор пространства L.

Утверждение (основные свойства линейных операций). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — ли-
нейное пространство над полем K.

1. Пусть x ∈ L. Тогда 0x = θ.
2. Пусть x ∈ L. Тогда (−1)x+ x = θ.
3. Пусть λ ∈ K. Тогда λθ = θ.

Доказательство.
1. Очевидно: 0x+ 0x = (0 + 0)x = 0x. С другой стороны, 0x+ θ = 0x. Тогда 0x = θ.
2. Очевидно: (−1)x+ x = (−1)x+ 1x = (−1 + 1)x = 0x = θ.
3. Очевидно: λθ = λ(0θ) = (λ0)θ = (0λ)θ = 0(λθ) = θ.

Утверждение (коммутативность сложения). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное про-
странство над полем K. Тогда ∀x ∈ L∀y ∈ L(x+ y = y + x).

Доказательство. Пусть x, y ∈ L. Тогда (−1)(x+ y) + (x+ y) = θ. С другой стороны:

(−1)(x+ y) + (y + x) =
(

(−1)x+ (−1)y
)

+ (y + x) =
(

(

(−1)x+ (−1)y
)

+ y
)

+ x =

=
(

(−1)x+
(

(−1)y + y
)

)

+ x =
(

(−1)x+ θ
)

+ x = (−1)x+ x = θ.

Тогда x+ y = y + x.
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Замечание (противоположный вектор). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство
над полем K.

Пусть x ∈ L. Будем говорить, что y — противоположный вектор к вектору x, если:
y ∈ L, x+ y = θ.

Пусть x ∈ L. Так как θ ∈ L, то существует единственный объект y, удовлетворяющий
условиям: y ∈ L, x + y = θ. Тогда существует единственный объект y, удовлетворяющий
условию: y — противоположный вектор к вектору x.

Пусть x ∈ L. Обозначим через −x противоположный вектор к вектору x.
Пусть x ∈ L. Очевидно, −x = (−1)x.

Замечание (разность векторов). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над
полем K.

Пусть x, y ∈ L. Будем говорить, что u — разность векторов x, y, если: u ∈ L, y+u = x.
Пусть x, y ∈ L. Очевидно, существует единственный объект u, удовлетворяющий усло-

виям: u ∈ L, y + u = x. Тогда существует единственный объект u, удовлетворяющий
условию: u — разность векторов x, y.

Пусть x, y ∈ L. Обозначим через x− y разность векторов x, y.
Пусть x, y ∈ L. Очевидно, x− y = −y + x.
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Лекция 3. Базис и размерность (начало; 2-й семестр)

3.1. Базис множества векторов

Определение (базис множества векторов). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное простран-
ство над полем K; Q ⊆ L. Пусть: r ∈ N, e1, . . . , er ∈ Q, e1, . . . , er — линейно независимые
векторы, Q ⊆ L(e1, . . . , er). Будем говорить, что (e1, . . . , er) — базис множества Q длины r.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.
Пусть: N ∈ N, x1, . . . , xN ∈ L, x1, . . . , xN — линейно независимые векторы. Очевидно,

(x1, . . . , xN) — базис множества {x1, . . . , xN} длины N .
Пусть: N ∈ N, x1, . . . , xN ∈ L, x1, . . . , xN — линейно независимые векторы. Очевидно,

(x1, . . . , xN) — базис подпространства L(x1, . . . , xN) длины N .
Пусть: Q — подпространство пространства L, e — базис подпространства Q дли-

ны r. Очевидно: r ∈ N, e1, . . . , er ∈ Q, e1, . . . , er — линейно независимые векторы,
Q = L(e1, . . . , er).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; N ∈ N,
x1, . . . , xN ∈ L.

1. Пусть e — базис множества {x1, . . . , xN} длины r. Тогда: e — базис подпростран-
ства L(x1, . . . , xN) длины r; e1, . . . , er ∈ {x1, . . . , xN}.

2. Пусть: e — базис подпространства L(x1, . . . , xN) длины r; e1, . . . , er ∈ {x1, . . . , xN}.
Тогда e — базис множества {x1, . . . , xN} длины r.

Доказательство.
1. Так как e— базис множества {x1, . . . , xN} длины r, то: r ∈ N, e1, . . . , er ∈ {x1, . . . , xN},

e1, . . . , er — линейно независимые векторы, {x1, . . . , xN} ⊆ L(e1, . . . , er).
Очевидно: e1, . . . , er ∈ {x1, . . . , xN} ⊆ L(x1, . . . , xN). Пусть u ∈ L(x1, . . . , xN ). Тогда

существуют числа α1, . . . , αN ∈ K, удовлетворяющие условию u = αkxk. Пусть k = 1, N .
Так как: xk ∈ {x1, . . . , xN} ⊆ L(e1, . . . , er), то существуют числа β1

k , . . . , β
r
k ∈ K, удовлетво-

ряющие условию xk = βm
k em. Тогда:

u = αkxk = αk(βm
k em) = (βm

k α
k)em ∈ L(e1, . . . , er).

Итак: e — базис подпространства L(x1, . . . , xN ) длины r; e1, . . . , er ∈ {x1, . . . , xN}.
2. Так как e — базис подпространства L(x1, . . . , xN ) длины r, то: r ∈ N, e — упо-

рядоченная r-ка, e1, . . . , er ∈ L(x1, . . . , xN), e1, . . . , er — линейно независимые векторы,
L(x1, . . . , xN) ⊆ L(e1, . . . , er).

По условию, e1, . . . , er ∈ {x1, . . . , xN}. Очевидно: {x1, . . . , xN} ⊆ L(x1, . . . , xN) ⊆
L(e1, . . . , er). Итак, e — базис множества {x1, . . . , xN} длины r.

Замечание (координаты вектора). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над
полем K; Q — подпространство пространства L, e — базис подпространства Q длины N .

Пусть x ∈ Q. Будем говорить, что x̃ — столбец координат вектора x в базисе e, если:
x̃ ∈ KN , x = x̃kek.

Пусть x ∈ Q. Очевидно, существует единственный столбец x̃, удовлетворяющий усло-
вию: x̃ — столбец координат вектора x в базисе e.

Пусть x ∈ Q. Обозначим через [x](e) столбец координат вектора x в базисе e.
Обозначим: he(x) = [x](e) при x ∈ Q. Очевидно: he — обратимая функция, D(he) = Q,

R(he) = KN ; h−1
e (x̃) = x̃kek при x̃ ∈ KN . Будем говорить, что he — линейная координатная
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карта (линейная система координат) в подпространстве Q, соответствующая базису e.
Пусть x ∈ Q. Будем говорить, что he(x) — столбец координат вектора x в координатной
карте he.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q —
подпространство пространства L, e — базис подпространства Q длины N .

1. Пусть x, y ∈ Q. Тогда [x+ y](e) = [x](e) + [y](e).
2. Пусть: λ ∈ K, x ∈ Q. Тогда [λx](e) = λ[x](e).
3. Справедливо утверждение: [θ](e) = θ̃ (здесь θ̃ — нулевой вектор пространства KN).
4. Справедливо утверждение: [ek]

m(e) = δmk при k, m = 1, r.
5. Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ Q; x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы. Тогда

[x1](e), . . . , [xr](e) — линейно зависимые столбцы.
6. Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ Q; [x1](e), . . . , [xr](e) — линейно зависимые столбцы. Тогда

x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы.

Доказательство.

1. Очевидно: [x](e) + [y](e) ∈ KN ,

x+ y = [x]k(e)ek + [y]k(e)ek =
(

[x]k(e) + [y]k(e)
)

ek =
(

[x](e) + [y](e)
)k
ek.

Тогда [x+ y](e) = [x](e) + [y](e).
2. Очевидно: λ[x](e) ∈ KN ,

λx = λ
(

[x]k(e)ek
)

=
(

λ[x]k(e)
)

ek =
(

λ[x](e)
)k
ek.

Тогда [λx](e) = λ[x](e).
3. Очевидно: θ̃ ∈ KN , θ = θ̃kek. Тогда [θ](e) = θ̃.
4. Пусть k = 1, N . Очевидно, ek = [ek]

m(e)em. С другой стороны, ek = δmk em. Тогда:
[ek]

m(e) = δmk при m = 1, N .
5. Так как x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы, то существуют числа λ1, . . . , λr ∈ K,

удовлетворяющие условиям: λkxk = θ, ∃k = 1, r(λk 6= 0). Так как λkxk = θ, то:

λk[xk](e) = [λkxk](e) = [θ](e) = θ̃.

Так как ∃k = 1, r(λk 6= 0), то [x1](e), . . . , [xr](e) — линейно зависимые столбцы.
6. Так как [x1](e), . . . , [xr](e) — линейно зависимые столбцы, то существуют числа

λ1, . . . , λr ∈ K, удовлетворяющие условиям: λk[xk](e) = θ̃, ∃k = 1, r(λk 6= 0). Так как
λk[xk](e) = θ̃, то:

λkxk =
(

[λkxk](e)
)m
em =

(

λk[xk](e)
)m
em = θ̃mem = θ.

Так как ∃k = 1, r(λk 6= 0), то x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N, x1, . . . , xN — некоторые объекты,
x1, . . . , xN — различные объекты, Q = {x1, . . . , xN}. Фиксируем номер k = 1, N . Обо-
значим: ek(x) = 0 при: x ∈ Q, x 6= xk; ek(x) = 1 при x = xk.

1. Справедливо утверждение: e — базис пространства Fun(Q,K) длины N .
2. Пусть ϕ ∈ Fun(Q,K). Тогда: [ϕ]k(e) = ϕ(xk) при k = 1, N .
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Доказательство.
1. Очевидно: N ∈ N, e1, . . . , eN ∈ Fun(Q,K).

Вспомогательное утверждение. Пусть k, m = 1, N . Так как x1, . . . , xN — различ-
ные объекты, то ek(xm) = δmk .

Вспомогательное утверждение. Пусть λ1, . . . , λN ∈ K. Пусть m = 1, N . Тогда:

(λkek)(xm) = λkek(xm) = λkδmk = λm.

Вспомогательное утверждение. Пусть ϕ ∈ Fun(Q,K). Пусть x ∈ Q. Тогда суще-
ствует номер m = 1, N , удовлетворяющий условию x = xm. Следовательно:

(

N
∑

k=1

ϕ(xk)ek

)

(x) =
(

N
∑

k=1

ϕ(xk)ek

)

(xm) = ϕ(xm) = ϕ(x).

Тогда
N
∑

k=1

ϕ(xk)ek = ϕ.

Пусть: λ1, . . . , λN ∈ K, λkek = Θ (здесь Θ — нулевой вектор пространства Fun(Q,K)).
Пусть m = 1, N . Тогда:

(λkek)(xm) = Θ(xm),

λm = 0.

Следовательно, e1, . . . , eN — линейно независимые векторы.

Пусть ϕ ∈ Fun(Q,K). Тогда: ϕ =
N
∑

k=1

ϕ(xk)ek ∈ L(e1, . . . , eN). Итак, e — базис про-

странства Fun(Q,K) длины N .

2. Очевидно, ϕ = [ϕ]k(e)ek. С другой стороны, ϕ =
N
∑

k=1

ϕ(xk)ek. Тогда: [ϕ]k(e) = ϕ(xk)

при k = 1, N .

Замечание (простейший базис пространства Fun(Q,K)). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N,
x1, . . . , xN — некоторые объекты, x1, . . . , xN — различные объекты, Q = {x1, . . . , xN}. Фик-
сируем номер k = 1, N . Обозначим: ek(x) = 0 при: x ∈ Q, x 6= xk; ek(x) = 1 при x = xk.
Тогда e — базис пространства Fun(Q,K) длины N . Будем говорить, что e — простейший
базис пространства Fun(Q,K).

Пусть ϕ ∈ Fun(Q,K). Тогда: [ϕ]k(e) = ϕ(xk) при k = 1, N .

Замечание (простейший базис пространства KN). Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N ∈ N. Обозна-
чим: e1 = (1, 0, . . . , 0)T , . . . , eN = (0, . . . , 0, 1)T . Тогда e — базис пространства KN длины N .
Будем говорить, что e — простейший базис пространства KN .

Пусть x ∈ KN . Тогда: [x]k(e) = xk при k = 1, N . Следовательно, [x](e) = x.

Замечание (простейший базис пространства KN2×N1). Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N1, N2 ∈ N.
Обозначим:

e1 =















1 0 · · · 0 0
0 0 · · · 0 0
...

... · · · ...
...

0 0 · · · 0 0
0 0 · · · 0 0















, . . . , eN1 =















0 0 · · · 0 1
0 0 · · · 0 0
...

... · · · ...
...

0 0 · · · 0 0
0 0 · · · 0 0















, . . . ,
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eN2N1−N1+1 =















0 0 · · · 0 0
0 0 · · · 0 0
...

... · · · ...
...

0 0 · · · 0 0
1 0 · · · 0 0















, . . . , eN2N1 =















0 0 · · · 0 0
0 0 · · · 0 0
...

... · · · ...
...

0 0 · · · 0 0
0 0 · · · 0 1















.

Тогда e — базис пространства KN2×N1 длины N2N1. Будем говорить, что e — простейший
базис пространства KN2×N1 .

Пусть A ∈ KN2×N1 . Тогда:

[A]1(e) = A1
1, . . . , [A]

N1(e) = A1
N1
, . . . , [A]N2N1−N1+1(e) = AN2

1 , . . . , [A]N2N1(e) = AN2
N1
.

3.2. Размерность линейного пространства

Определение (ранг множества векторов). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное простран-
ство над полем K; Q ⊆ L.

1. Обозначим через µ∗(Q) множество всех чисел k, удовлетворяющих условиям: k ∈
N, существуют векторы x1, . . . , xk ∈ Q, удовлетворяющие условию: x1, . . . , xk — линейно
независимые векторы.

2. Пусть µ∗(Q) = ∅. Обозначим, rank(Q) = 0.
Пусть: µ∗(Q) 6= ∅, ∃k ∈ N∀m ∈ µ∗(Q)(m 6 k). Обозначим, rank(Q) = max

(

µ∗(Q)
)

.
Пусть: µ∗(Q) 6= ∅, ¬∃k ∈ N∀m ∈ µ∗(Q)(m 6 k) (иными словами, ∀k ∈ N∃m ∈

µ∗(Q)(m > k)). Обозначим, rank(Q) = +∞.
3. Будем говорить, что rank(Q) — ранг множества Q.

Определение (размерность подпространства). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное про-
странство над полем K; Q — подпространство пространства L. Обозначим, dim(Q) =
rank(Q). Будем говорить, что dim(Q) — размерность подпространства Q.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q ⊆ L.
1. Пусть: k ∈ N, k /∈ µ∗(Q) (иными словами, k ∈

(

N \ µ∗(Q)
)

). Тогда: k ∈ N, для
любых векторов x1, . . . , xk ∈ Q справедливо утверждение: x1, . . . , xk — линейно зависимые
векторы.

Пусть: k ∈ N, для любых векторов x1, . . . , xk ∈ Q справедливо утверждение:
x1, . . . , xk — линейно зависимые векторы. Тогда: k ∈ N, k /∈ µ∗(Q).

2. Пусть k ∈ µ∗(Q). Тогда: k ∈ N, ∀m(m ∈ N ∧m 6 k)
(

m ∈ µ∗(Q)
)

.
3. Пусть: k ∈ N, k /∈ µ∗(Q). Тогда: k ∈ N, ∀m(m ∈ N ∧m > k)

(

m /∈ µ∗(Q)
)

.
4. Пусть: r = 0, rank(Q) = r. Тогда µ∗(Q) = ∅.

Пусть: r ∈ N, rank(Q) = r. Тогда µ∗(Q) = {1, . . . , r}.
Пусть: r = +∞, rank(Q) = r. Тогда µ∗(Q) = N.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.
1. Пусть: Q ⊆ L, rank(Q) = 0. Тогда: Q — множество, ∀x ∈ Q(x = θ). Следовательно,

Q = ∅ ∨Q = {θ}.
Пусть Q = ∅ ∨ Q = {θ}. Тогда: Q — множество, ∀x ∈ Q(x = θ). Следовательно:

Q ⊆ L, rank(Q) = 0.
2. Пусть: Q ⊆ L, Q — конечное множество. Тогда rank(Q) 6 card(Q).
3. Пусть: N ∈ N, x1, . . . , xN ∈ L, x1, . . . , xN — линейно независимые векторы. Тогда

rank
(

{x1, . . . , xN}
)

= N .
Пусть: N ∈ N, x1, . . . , xN ∈ L, x1, . . . , xN — линейно зависимые векторы. Тогда

rank
(

{x1, . . . , xN}
)

< N .
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Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q ⊆ L.
Пусть: r ∈ N, rank(Q) = r, e1, . . . , er ∈ Q, e1, . . . , er — линейно независимые векторы.

Тогда e — базис множества Q длины r.

Доказательство. Очевидно: r ∈ N, e1, . . . , er ∈ Q, e1, . . . , er — линейно независимые век-
торы.

Пусть x ∈ Q. Так как: r ∈ N, rank(Q) = r, e1, . . . , er, x ∈ Q, r + 1 > r, то e1, . . . , er, x —
линейно зависимые векторы. Так как e1, . . . , er — линейно независимые векторы, то x ∈
L(e1, . . . , er). Итак, e — базис множества Q длины r.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q ⊆ L.
Пусть: r ∈ N, rank(Q) = r. Тогда существуют векторы e1, . . . , er, удовлетворяющие

условию: e — базис множества Q длины r.

Доказательство. Так как: r ∈ N, rank(Q) = r, то существуют векторы e1, . . . , er, удовле-
творяющие условиям: e1, . . . , er ∈ Q, e1, . . . , er — линейно независимые векторы. Так как:
r ∈ N, rank(Q) = r, e1, . . . , er ∈ Q, e1, . . . , er — линейно независимые векторы, то e — базис
множества Q длины r.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q2 ⊆ L,
Q1 ⊆ Q2. Тогда rank(Q1) 6 rank(Q2).

Доказательство. Обозначим: r1 = rank(Q1), r2 = rank(Q2). Тогда: r1 ∈ Z+, r2 ∈ Z+.
Предположим, что r2 < r1. Тогда: r1 ∈ N, r2 ∈ Z+.

Так как: r1 ∈ N, r2 ∈ Z+, rank(Q1) = r1, r2+1 6 r1, то существуют векторы x1, . . . , xr2+1,
удовлетворяющие условиям: x1, . . . , xr2+1 ∈ Q1, x1, . . . , xr2+1 — линейно независимые век-
торы. Так как: x1, . . . , xr2+1 ∈ Q1, Q1 ⊆ Q2, то x1, . . . , xr2+1 ∈ Q2. Так как: r2 ∈ Z+,
rank(Q2) = r2, x1, . . . , xr2+1 ∈ Q2, r2 + 1 > r2, то x1, . . . , xr2+1 — линейно зависимые векто-
ры (что противоречит утверждению: x1, . . . , xr2+1 — линейно независимые векторы). Итак,
r1 6 r2.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q1,
Q2 — подпространства пространства L, Q1 ⊆ Q2, dim(Q1) = dim(Q2), dim(Q2) 6= +∞.
Тогда Q1 = Q2.

Доказательство. Обозначим, N = dim(Q2). Тогда: N ∈ Z+, dim(Q1) = N , dim(Q2) = N .
Пусть N = 0. Так как: N = 0, dim(Q1) = N , dim(Q2) = N , то: Q1 = {θ}, Q2 = {θ}.

Тогда Q1 = Q2.
Пусть N 6= 0. Тогда N ∈ N. Так как: N ∈ N, dim(Q1) = N , то существуют векторы

e1, . . . , eN , удовлетворяющие условиям: e1, . . . , eN ∈ Q1, e1, . . . , eN — линейно независимые
векторы. Так как: N ∈ N, dim(Q1) = N , e1, . . . , eN ∈ Q1, e1, . . . , eN — линейно независимые
векторы, то e — базис подпространства Q1 длины N . Тогда Q1 = L(e1, . . . , eN). Так как:
e1, . . . , eN ∈ Q1, Q1 ⊆ Q2, то e1, . . . , eN ∈ Q2. Так как: N ∈ N, dim(Q2) = N , e1, . . . , eN ∈ Q2,
e1, . . . , eN — линейно независимые векторы, то e — базис подпространства Q2 длины N .
Тогда Q2 = L(e1, . . . , eN). Следовательно, Q1 = Q2.
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Лекция 4. Матричная алгебра (1-й семестр)

4.1. Пространство KN2×N1

Определение (что такое матрица). Пусть N1, N2 ∈ N.
1. Будем говорить, что A — матрица, имеющая N2 строки и N1 столбец, если:

A — функция,

D(A) = {1, . . . , N2} × {1, . . . , N1}.

2. Пусть A — матрица, имеющая N2 строки и N1 столбец. Далее часто будем пи-
сать «Aj

i» вместо «A(j, i)».
3. Пусть A — матрица, имеющая N2 строки и N1 столбец. Далее часто будем пи-

сать «Aj,i» вместо «A(j, i)».
4. Пусть A — матрица, имеющая N2 строки и N1 столбец. Далее часто будем пи-

сать «Aj,i» вместо «A(j, i)».
5. Пусть α1

1, . . . , α
1
N1
, . . . , αN2

1 , . . . , αN2
N1

— некоторые объекты. Выберем функцию A, удо-
влетворяющую условиям:

D(A) = {1, . . . , N2} × {1, . . . , N1},
∀j = 1, N2∀i = 1, N1

(

A(j, i) = αj
i

)

.

Обозначим:






α1
1 · · · α1

N1
...

...
...

αN2
1 · · · αN2

N1






= A.

6. Пусть Q — множество. Будем говорить, что A — матрица с элементами из множе-
ства Q, имеющая N2 строки и N1 столбец, если:

A : {1, . . . , N2} × {1, . . . , N1} =⇒ Q.

7. ПустьQ— множество. Обозначим черезQN2×N1 множество всех матриц с элементами
из множества Q, имеющих N2 строки и N1 столбец.

Определение. Пусть: N1, N2 ∈ N; A — матрица, имеющая N2 строки и N1 столбец.
Пусть i = 1, N1. Обозначим:

Ai =







A1
i
...

AN2
i






.

Пусть j = 1, N2. Обозначим:

Aj =
(

Aj
1 · · · Aj

N1

)

.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N1, N2 ∈ N. Рассмотрим множество KN2×N1 .
Пусть A, B ∈ KN2×N1 . Обозначим:

(A+B)ji = Aj
i + Bj

i , i = 1, N1, j = 1, N2.
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Тогда A + B ∈ KN2×N1 . Обозначим: F1(A,B) = A + B при A, B ∈ KN2×N1 . Тогда
F1 : K

N2×N1 ×KN2×N1 =⇒ KN2×N1 . Будем говорить, что F1 — стандартная операция сло-
жения на множестве KN2×N1 .

Пусть: λ ∈ K, A ∈ KN2×N1 . Обозначим:

(λA)ji = λAj
i , i = 1, N1, j = 1, N2.

Тогда λA ∈ KN2×N1 . Обозначим: F2(λ,A) = λA при: λ ∈ K, A ∈ KN2×N1 . Тогда
F2 : K×KN2×N1 =⇒ KN2×N1 . Будем говорить, что F2 — стандартная внешняя операция
умножения на множестве KN2×N1 .

Обозначим:

Θ̃j
i = 0, i = 1, N1, j = 1, N2.

Тогда Θ̃ ∈ KN2×N1 . Будем говорить, что Θ̃ — стандартный нулевой элемент на множе-
стве KN2×N1 .

Утверждение (линейное пространство KN2×N1). Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N1, N2 ∈ N; F1 —
стандартная операция сложения на множестве KN2×N1, F2 — стандартная внешняя
операция умножения на множестве KN2×N1, Θ̃ — стандартный нулевой элемент на
множестве KN2×N1. Тогда: (KN2×N1 , F1, F2) — линейное пространство над полем K, Θ̃ —
нулевой вектор пространства (KN2×N1 , F1, F2).

Доказательство. Очевидно: K ∈ {C,R,Q}; KN2×N1 — множество, Θ̃ ∈ KN2×N1 ,

F1 : K
N2×N1 ×KN2×N1 =⇒ KN2×N1 ,

F2 : K×KN2×N1 =⇒ KN2×N1 .

1. Пусть A, B ∈ KN2×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(A+ B)ji = Aj
i +Bj

i = Bj
i + Aj

i = (B + A)ji .

Следовательно, A+ B = B + A.
2. Пусть A, B, C ∈ KN2×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

(A+ B) + C
)j

i
= (Aj

i + Bj
i ) + Cj

i = Aj
i + (Bj

i + Cj
i ) =

(

A+ (B + C)
)j

i
.

Следовательно, (A+ B) + C = A+ (B + C).
3. Пусть A ∈ KN2×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(A+Θ)ji = Aj
i +Θj

i = Aj
i + 0 = Aj

i .

Следовательно, A+Θ = A.
4. Пусть A ∈ KN2×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

A+ (−1)A
)j

i
= Aj

i + (−1)Aj
i = 0 = Θj

i .

Следовательно, A+ (−1)A = Θ.
5. Пусть: α, β ∈ K, A ∈ KN2×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

(αβ)A
)j

i
= (αβ)Aj

i = α(βAj
i ) =

(

α(βA)
)j

i
.

Следовательно, (αβ)A = α(βA).
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6. Пусть A ∈ KN2×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(1A)ji = 1Aj
i = Aj

i .

Следовательно, 1A = A.
7. Пусть: α, β ∈ K, A ∈ KN2×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

(α + β)A
)j

i
= (α + β)Aj

i = αAj
i + βAj

i = (αA+ βA)ji .

Следовательно, (α + β)A = αA+ βA.
8. Пусть: λ ∈ K, A, B ∈ KN2×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

λ(A+ B)
)j

i
= λ(Aj

i +Bj
i ) = λAj

i + λBj
i = (λA+ λB)ji .

Следовательно, λ(A+ B) = λA+ λB.
Очевидно: (KN2×N1 , F1, F2) — линейное пространство над полем K, Θ̃ — нулевой вектор

пространства (KN2×N1 , F1, F2).

Замечание (линейное пространство KN2×N1(K0)). Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N1, N2 ∈ N; F1 —
стандартная операция сложения на множестве KN2×N1 , F2 — стандартная внешняя опе-
рация умножения на множестве KN2×N1 , Θ̃ — стандартный нулевой элемент на множе-
стве KN2×N1 .

Пусть: K0 ∈ {C,R,Q}, K0 ⊆ K. Тогда: (KN2×N1 , F1, F2|K0×KN2×N1 ) — линейное простран-

ство над полем K0, Θ̃ — нулевой вектор пространства (KN2×N1 , F1, F2|K0×KN2×N1 ). Обозна-
чим, KN2×N1(K0) = (KN2×N1 , F1, F2|K0×KN2×N1 ).

4.2. Перемножение матриц

Определение.
1. Пусть: N1, N2, N3 ∈ N; A ∈ RN2×N1 , B ∈ RN3×N2 . Обозначим:

(BA)ji = Bj
kA

k
i , i = 1, N1, j = 1, N3.

Очевидно, BA ∈ RN3×N1 . Будем говорить, что BA — произведение матриц B, A.
2. Пусть N ∈ N. Обозначим:

Iji = δji , i = 1, N, j = 1, N.

Очевидно, I ∈ RN×N . Будем говорить, что I — единичная матрица из множества RN×N .

Утверждение.

1. Пусть: N1, N2, N3, N4 ∈ N; A ∈ RN2×N1, B ∈ RN3×N2, C ∈ RN4×N3. Тогда (CB)A =
C(BA).

2. Пусть: N1, N2 ∈ N; A ∈ RN2×N1. Тогда: AI1 = A, I2A = A.
3. Пусть: N1, N2, N3 ∈ N; A ∈ RN2×N1, B1, B2 ∈ RN3×N2. Тогда (B1+B2)A = B1A+B2A.
4. Пусть: N1, N2, N3 ∈ N; λ ∈ R, A ∈ RN2×N1, B ∈ RN3×N2. Тогда (λB)A = λ(BA).
5. Пусть: N1, N2, N3 ∈ N; A1, A2 ∈ RN2×N1, B ∈ RN3×N2. Тогда B(A1+A2) = BA1+BA2.
6. Пусть: N1, N2, N3 ∈ N; λ ∈ R, A ∈ RN2×N1, B ∈ RN3×N2. Тогда B(λA) = λ(BA).
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Доказательство.
1. Очевидно, (CB)A, C(BA) ∈ RN4×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N4. Тогда:

(

(CB)A
)j

i
=

N2
∑

k=1

(CB)jkA
k
i =

N2
∑

k=1

( N3
∑

m=1

Cj
mB

m
k

)

Ak
i =

N2
∑

k=1

N3
∑

m=1

(Cj
mB

m
k )Ak

i =

=

N3
∑

m=1

N2
∑

k=1

Cj
m(B

m
k A

k
i ) =

N3
∑

m=1

Cj
m

N2
∑

k=1

Bm
k A

k
i =

N3
∑

m=1

Cj
m(BA)

m
i =

(

C(BA)
)j

i
.

Следовательно, (CB)A = C(BA).
Проделаем аналогичные выкладки, используя правило суммирования Эйнштейна.

Очевидно, (CB)A, C(BA) ∈ RN4×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N4. Тогда:

(

(CB)A
)j

i
= (CB)jkA

k
i = (Cj

mB
m
k )Ak

i = Cj
m(B

m
k A

k
i ) = Cj

m(BA)
m
i =

(

C(BA)
)j

i
.

Следовательно, (CB)A = C(BA).
2. Очевидно, AI1, A ∈ RN2×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(AI1)
j
i = Aj

k(I1)
k
i = Aj

kδ
k
i = Aj

i .

Следовательно, AI1 = A.
Очевидно, I2A, A ∈ RN2×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(I2A)
j
i = (I2)

j
kA

k
i = δjkA

k
i = Aj

i .

Следовательно, I2A = A.
3. Очевидно, (B1 + B2)A, B1A+ B2A ∈ RN3×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N3. Тогда:

(

(B1 + B2)A
)j

i
= (B1 +B2)

j
kA

k
i =

(

(B1)
j
k + (B2)

j
k

)

Ak
i = (B1)

j
kA

k
i + (B2)

j
kA

k
i =

= (B1A)
j
i + (B2A)

j
i = (B1A+B2A)

j
i .

Следовательно, (B1 +B2)A = B1A+ B2A.
4. Очевидно, (λB)A, λ(BA) ∈ RN3×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N3. Тогда:

(

(λB)A
)j

i
= (λB)jkA

k
i = (λBj

k)A
k
i = λ(Bj

kA
k
i ) = λ(BA)ji =

(

λ(BA)
)j

i
.

Следовательно, (λB)A = λ(BA).
5. Очевидно, B(A1 + A2), BA1 + BA2 ∈ RN3×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N3. Тогда:

(

B(A1 + A2)
)j

i
= Bj

k(A1 + A2)
k
i = Bj

k

(

(A1)
k
i + (A2)

k
i

)

= Bj
k(A1)

k
i + Bj

k(A2)
k
i =

= (BA1)
j
i + (BA2)

j
i = (BA1 +BA2)

j
i .

Следовательно, B(A1 + A2) = BA1 + BA2.
6. Очевидно, B(λA), λ(BA) ∈ RN3×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N3. Тогда:

(

B(λA)
)j

i
= Bj

k(λA)
k
i = Bj

k(λA
k
i ) = λ(Bj

kA
k
i ) = λ(BA)ji =

(

λ(BA)
)j

i
.

Следовательно, B(λA) = λ(BA).
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Замечание.
1. Пусть N1, N2 ∈ N. Пусть: A ∈ RN2×N1 , B ∈ RN1×N2 . Будем говорить, что матрицы B,

A коммутируют, если BA = AB.
Пусть: A ∈ RN2×N1 , B ∈ RN1×N2 , матрицы B, A коммутируют. Тогда N2 = N1.

2. Пусть N ∈ N. Пусть A, B ∈ RN×N . Обозначим, [B,A] = BA − AB. Будем говорить,
что [B,A] — коммутатор матриц B, A.

Пусть A, B ∈ RN×N . Матрицы B, A коммутируют тогда и только тогда, когда
[B,A] = Θ.

3. Пусть: N ∈ N; A, B1, B2 ∈ RN×N . Тогда [B1 + B2, A] = [B1, A] + [B2, A].
4. Пусть: N ∈ N; λ ∈ R, A, B ∈ RN×N . Тогда [λB,A] = λ[B,A].
5. Пусть: N ∈ N; A1, A2, B ∈ RN×N . Тогда [B,A1 + A2] = [B,A1] + [B,A2].
6. Пусть: N ∈ N; λ ∈ R, A, B ∈ RN×N . Тогда [B, λA] = λ[B,A].
7. Пусть: N ∈ N; A, B ∈ RN×N . Тогда [A,B] = −[B,A].
8. Пусть: N ∈ N; A, B, C ∈ RN×N . Тогда

[

C, [B,A]
]

+
[

A, [C,B]
]

+
[

B, [A,C]
]

= Θ.

4.3. Транспонирование матрицы

Определение. Пусть: N1, N2 ∈ N; A ∈ RN2×N1 . Обозначим:

(AT )ji = Ai
j, i = 1, N2, j = 1, N1.

Очевидно, AT ∈ RN1×N2 . Будем говорить, что AT — результат транспонирования матрицы
A.

Утверждение.

1. Пусть: N1, N2 ∈ N; A, B ∈ RN2×N1. Тогда (A+ B)T = AT + BT .
2. Пусть: N1, N2 ∈ N; λ ∈ R, A ∈ RN2×N1. Тогда (λA)T = λAT .
3. Пусть: N1, N2, N3 ∈ N; A ∈ RN2×N1, B ∈ RN3×N2. Тогда (BA)T = ATBT .
4. Пусть: N1, N2 ∈ N; A ∈ RN2×N1. Тогда (AT )T = A.

Доказательство.
1. Очевидно, (A+ B)T , AT + BT ∈ RN1×N2 . Пусть: i = 1, N2, j = 1, N1. Тогда:

(

(A+ B)T
)j

i
= (A+ B)ij = Ai

j +Bi
j = (AT )ji + (BT )ji = (AT + BT )ji .

Следовательно, (A+ B)T = AT + BT .
2. Очевидно, (λA)T , λAT ∈ RN1×N2 . Пусть: i = 1, N2, j = 1, N1. Тогда:

(

(λA)T
)j

i
= (λA)ij = λAi

j = λ(AT )ji = (λAT )ji .

Следовательно, (λA)T = λAT .
3. Очевидно, (BA)T , ATBT ∈ RN1×N3 . Пусть: i = 1, N3, j = 1, N1. Тогда:

(

(BA)T
)j

i
= (BA)ij = Bi

kA
k
j = (BT )ki (A

T )jk = (AT )jk(B
T )ki = (ATBT )ji .

Следовательно, (BA)T = ATBT .
4. Очевидно, (AT )T , A ∈ RN2×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

(AT )T
)j

i
= (AT )ij = Aj

i .

Следовательно, (AT )T = A.
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4.4. След матрицы

Определение. Пусть: N ∈ N; A ∈ RN×N . Обозначим, tr(A) = Ak
k. Очевидно, tr(A) ∈ R.

Будем говорить, что tr(A) — след матрицы A.

Утверждение. Пусть N ∈ N.
1. Пусть A, B ∈ RN×N . Тогда tr(A+ B) = tr(A) + tr(B).
2. Пусть: λ ∈ R, A ∈ RN×N . Тогда tr(λA) = λ tr(A).
3. Пусть A, B ∈ RN×N . Тогда tr(AB) = tr(BA).
4. Пусть A ∈ RN×N . Тогда tr(AT ) = tr(A).

Доказательство.
1. Очевидно:

tr(A+ B) =
N
∑

k=1

(A+ B)kk =
N
∑

k=1

(Ak
k + Bk

k) =
N
∑

k=1

Ak
k +

N
∑

k=1

Bk
k = tr(A) + tr(B).

2. Очевидно:

tr(λA) =
N
∑

k=1

(λA)kk =
N
∑

k=1

λAk
k = λ

N
∑

k=1

Ak
k = λ tr(A).

3. Очевидно:

tr(AB) =
N
∑

k=1

(AB)kk =
N
∑

k=1

N
∑

m=1

Ak
mB

m
k =

N
∑

k=1

N
∑

m=1

Bm
k A

k
m =

N
∑

m=1

N
∑

k=1

Bm
k A

k
m =

N
∑

m=1

(BA)mm =

= tr(BA).

4. Очевидно:

tr(AT ) =
N
∑

k=1

(AT )kk =
N
∑

k=1

Ak
k = tr(A).
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Лекция 5. Определитель матрицы (1-й семестр)

5.1. Определение определителя. Теория перестановок

Определение (определитель в пространстве KN×N). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N;
F : KN×N =⇒ K.

Пусть справедливы утверждения.
1. Пусть: k = 1, N , X, Y , A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN ∈ KN . Тогда:

F (A1, . . . , Ak−1, X + Y,Ak+1, . . . , AN) =

= F (A1, . . . , Ak−1, X,Ak+1, . . . , AN) + F (A1, . . . , Ak−1, Y, Ak+1, . . . , AN).

2. Пусть: k = 1, N , λ ∈ K, A1, . . . , AN ∈ KN . Тогда:

F (A1, . . . , Ak−1, λAk, Ak+1, . . . , AN) = λF (A1, . . . , AN ).

3. Пусть: k, m = 1, N , k < m, A1, . . . , AN ∈ KN , Ak = Am. Тогда F (A1, . . . , AN) = 0.
4. F (I) = 1.
Будем говорить, что F — определитель в пространстве KN×N .

Замечание. Пусть K ∈ {C,R,Q}.
Пусть A ∈ K1×1. Обозначим, F (A) = A1

1. Очевидно, F — определитель в пространстве
K1×1.

Пусть A ∈ K2×2. Обозначим, F (A) = A1
1A

2
2 − A2

1A
1
2. Очевидно, F — определитель в

пространстве K2×2.
Пусть A ∈ K3×3. Обозначим, F (A) = A1

1A
2
2A

3
3+A

3
1A

1
2A

2
3+A

2
1A

3
2A

1
3−A3

1A
2
2A

1
3−A1

1A
3
2A

2
3−

A2
1A

1
2A

3
3. Очевидно, F — определитель в пространстве K3×3.

Замечание (перестановки произвольного множества). Пусть M — множество. Будем го-
ворить, что σ — перестановка множества M , если: σ — обратимая функция, D(σ) = M ,
R(σ) =M . Обозначим через S(M) множество всех перестановок множества M .

Пусть σ1, σ2 ∈ S(M). Обозначим, σ2σ1 = σ2 ◦ σ1. Очевидно, σ2σ1 ∈ S(M).
Пусть σ ∈ S(M). Очевидно, σ−1 ∈ S(M).
Обозначим: e(x) = x при x ∈M . Очевидно, e ∈ S(M).
1. Пусть σ1, σ2, σ3 ∈ S(M). Очевидно, (σ3σ2)σ1 = σ3(σ2σ1).
2. Пусть σ ∈ S(M). Очевидно: σe = σ, eσ = σ.
3. Пусть σ ∈ S(M). Очевидно: σσ−1 = e, σ−1σ = e.

Замечание (перестановки конечного множества). Пусть M — конечное множество.
Пусть: σ — обратимая функция, D(σ) = M , R(σ) ⊆ M . Так как: D(σ) — конеч-

ное множество, σ — обратимая функция, то: R(σ) — конечное множество, card
(

R(σ)
)

=
card

(

D(σ)
)

. Тогда: card
(

R(σ)
)

= card
(

D(σ)
)

= card(M). Так как: M — конечное множе-
ство, R(σ) ⊆M , то R(σ) =M . Тогда σ ∈ S(M).

Пусть: σ — функция, D(σ) = M , R(σ) = M . Предположим, что σ — необрати-
мая функция. Так как D(σ) — конечное множество, то: R(σ) — конечное множество,
card

(

R(σ)
)

< card
(

D(σ)
)

. Тогда: card
(

R(σ)
)

< card
(

D(σ)
)

= card(M) (что противоречит
утверждению R(σ) =M). Итак, σ — обратимая функция. Тогда σ ∈ S(M).

Замечание (перестановки множеств: ∅, {1, . . . , r}). Обозначим, S0 = S(∅).
Пусть r ∈ N. Обозначим, Sr = S

(

{1, . . . , r}
)

.
Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr — некоторые объекты. Обозначим через σ функцию, удовле-

творяющую условиям: D(σ) = {1, . . . , r}, σ(1) = x1, . . . , σ(r) = xr. Тогда: σ — функция,
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D(σ) = {1, . . . , r}, R(σ) = {x1, . . . , xr}. Далее часто будем отождествлять упорядоченную
r-ку (x1, . . . , xr) и функцию σ.

Пусть: r ∈ N, α1, . . . , αr ∈ {1, . . . , r}, α1, . . . , αr — различные числа. Обозначим через σ
функцию, удовлетворяющую условиям: D(σ) = {1, . . . , r}, σ(1) = α1, . . . , σ(r) = αr. Тогда:
σ — обратимая функция, D(σ) = {1, . . . , r}, R(σ) ⊆ {1, . . . , r}. Следовательно, σ ∈ Sr.

Замечание (простые и элементарные перестановки). Пусть: N ∈ Z, N > 2.

Пусть σ ∈ SN . Будем говорить, что σ — простая перестановка, если существуют числа
k, m = 1, N , удовлетворяющие условиям: k < m, σ(k) = m, σ(m) = k, σ(i) = i при:
i = 1, N , i 6= k, i 6= m.

Пусть σ ∈ SN . Будем говорить, что σ раскладывается в произведение простых пере-
становок, если существует число r ∈ N, существуют перестановки σ1, . . . , σr ∈ SN , удовле-
творяющие условиям: σ1, . . . , σr — простые перестановки, σ = σr · · · σ1.

Пусть σ ∈ SN . Будем говорить, что σ — элементарная перестановка, если существует
число k = 1, N − 1, удовлетворяющее условиям: σ(k) = k + 1, σ(k + 1) = k, σ(i) = i при:
i = 1, N , i 6= k, i 6= k + 1.

Пусть σ ∈ SN . Будем говорить, что σ раскладывается в произведение элементарных
перестановок, если существует число r ∈ N, существуют перестановки σ1, . . . , σr ∈ SN ,
удовлетворяющие условиям: σ1, . . . , σr — элементарные перестановки, σ = σr · · · σ1.

Очевидно, e раскладывается в произведение элементарных перестановок.

Утверждение. Пусть: N ∈ Z, N > 2; σ ∈ SN . Тогда σ раскладывается в произведение
элементарных перестановок.

Доказательство. Достаточно доказать, что для любого числа Ñ = 1, N существует пере-
становка σ̃ ∈ SN , удовлетворяющая условиям: σ̃ раскладывается в произведение элемен-

тарных перестановок, σ̃(i) = σ(i) при i = 1, Ñ .

Так как σ(1) = 1, N , то существует число k = 1, N , удовлетворяющее условию
e(k) = σ(1). Пусть k = 1. Тогда: e ∈ SN , e раскладывается в произведение элементар-
ных перестановок, e(1) = σ(1). Пусть k > 2. Тогда существует число r ∈ N, существуют
перестановки σ1, . . . , σr ∈ SN , удовлетворяющие условиям: σ1, . . . , σr — элементарные пе-
рестановки, (eσr · · · σ1)(1) = σ(1). Следовательно: eσr · · · σ1 ∈ SN , eσr · · · σ1 раскладывается
в произведение элементарных перестановок, (eσr · · · σ1)(1) = σ(1).

Пусть: Ñ = 1, N − 1, σ̃ ∈ SN , σ̃ раскладывается в произведение элементарных пе-

рестановок, σ̃(i) = σ(i) при i = 1, Ñ . Так как σ(Ñ + 1) = 1, N , то существует число
k = 1, N , удовлетворяющее условию σ̃(k) = σ(Ñ + 1). Предположим, что k 6 Ñ . Тогда:
σ(Ñ + 1) = σ̃(k) = σ(k). Так как σ — обратимая функция, то Ñ + 1 = k (что проти-
воречит утверждению: k 6 Ñ). Итак, k > Ñ + 1. Пусть k = Ñ + 1. Тогда: σ̃ ∈ SN , σ̃

раскладывается в произведение элементарных перестановок, σ̃(i) = σ(i) при i = 1, Ñ + 1.
Пусть k > Ñ+2. Тогда существует число r ∈ N, существуют перестановки σ1, . . . , σr ∈ SN ,
удовлетворяющие условиям: σ1, . . . , σr — элементарные перестановки, (σ̃σr · · · σ1)(i) = σ(i)

при i = 1, Ñ + 1. Следовательно: σ̃σr · · · σ1 ∈ SN , σ̃σr · · · σ1 раскладывается в произведение

элементарных перестановок, (σ̃σr · · · σ1)(i) = σ(i) при i = 1, Ñ + 1.

Определение. Обозначим: h(x) = 0 при x ∈ (−∞, 0); h(x) = 1 при x ∈ [0,+∞). Очевидно,
h : R =⇒ R. Будем говорить, что h — функция Хевисайда.

Определение. Пусть: N ∈ Z, N > 2.
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Пусть σ ∈ SN . Обозначим:

P (σ) =
∑

16i<j6N

h
(

σ(i)− σ(j)
)

.

Очевидно, P (σ) ∈ Z+. Будем говорить, что P (σ) — число беспорядков в перестановке σ.
Пусть σ ∈ SN . Обозначим, sgn(σ) = (−1)P (σ). Очевидно, sgn(σ) ∈ {−1, 1}. Будем гово-

рить, что sgn(σ) — знак перестановки σ.
Очевидно: P (e) = 0, sgn(e) = 1.

Определение. Пусть N = 0, 1.
Пусть σ ∈ SN . Обозначим, P (σ) = 0. Будем говорить, что P (σ) — число беспорядков в

перестановке σ.
Пусть σ ∈ SN . Обозначим, sgn(σ) = 1. Будем говорить, что sgn(σ) — знак перестановки

σ.
Пусть σ ∈ SN . Очевидно, sgn(σ) = (−1)P (σ).

Замечание. Пусть: N ∈ Z, N > 2; σ ∈ SN , i0 = 1, N − 1. Тогда:

P (σ) =
∑

16i<j6N

h
(

σ(i)− σ(j)
)

=

=
∑

16i<j6N,
i, j 6=i0, i0+1

h
(

σ(i)− σ(j)
)

+ h
(

σ(i0)− σ(i0 + 1)
)

+

+
N
∑

j=i0+2

h
(

σ(i0)− σ(j)
)

+
N
∑

j=i0+2

h
(

σ(i0 + 1)− σ(j)
)

+

+

i0−1
∑

i=1

h
(

σ(i)− σ(i0)
)

+

i0−1
∑

i=1

h
(

σ(i)− σ(i0 + 1)
)

.

Утверждение. Пусть: N ∈ Z, N > 2; σ1, σ2 ∈ SN , σ1 — элементарная перестановка.
Тогда:

∣

∣P (σ2σ1)− P (σ2)
∣

∣ = 1, sgn(σ2σ1) = − sgn(σ2).

Доказательство. Так как σ1 — элементарная перестановка, то существует число i0 =
1, N − 1, удовлетворяющее условиям: σ1(i0) = i0 +1, σ1(i0 +1) = i0, σ1(i) = i при: i = 1, N ,
i 6= i0, i 6= i0 + 1. Тогда:

P (σ2) =
∑

16i<j6N,
i, j 6=i0, i0+1

h
(

σ2(i)− σ2(j)
)

+ h
(

σ2(i0)− σ2(i0 + 1)
)

+

+
N
∑

j=i0+2

h
(

σ2(i0)− σ2(j)
)

+
N
∑

j=i0+2

h
(

σ2(i0 + 1)− σ2(j)
)

+

+

i0−1
∑

i=1

h
(

σ2(i)− σ2(i0)
)

+

i0−1
∑

i=1

h
(

σ2(i)− σ2(i0 + 1)
)

;

P (σ2σ1) =
∑

16i<j6N,
i, j 6=i0, i0+1

h
(

(σ2σ1)(i)− (σ2σ1)(j)
)

+ h
(

(σ2σ1)(i0)− (σ2σ1)(i0 + 1)
)

+

+
N
∑

j=i0+2

h
(

(σ2σ1)(i0)− (σ2σ1)(j)
)

+
N
∑

j=i0+2

h
(

(σ2σ1)(i0 + 1)− (σ2σ1)(j)
)

+
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+

i0−1
∑

i=1

h
(

(σ2σ1)(i)− (σ2σ1)(i0)
)

+

i0−1
∑

i=1

h
(

(σ2σ1)(i)− (σ2σ1)(i0 + 1)
)

=

=
∑

16i<j6N,
i, j 6=i0, i0+1

h
(

σ2(i)− σ2(j)
)

+ h
(

σ2(i0 + 1)− σ2(i0)
)

+

+
N
∑

j=i0+2

h
(

σ2(i0 + 1)− σ2(j)
)

+
N
∑

j=i0+2

h
(

σ2(i0)− σ2(j)
)

+

+

i0−1
∑

i=1

h
(

σ2(i)− σ2(i0 + 1)
)

+

i0−1
∑

i=1

h
(

σ2(i)− σ2(i0)
)

.

Следовательно:

P (σ2σ1)− P (σ2) = h
(

σ2(i0 + 1)− σ2(i0)
)

− h
(

σ2(i0)− σ2(i0 + 1)
)

.

Так как σ2 — обратимая функция, то σ2(i0) 6= σ2(i0 + 1). Пусть σ2(i0) < σ2(i0 + 1). Тогда
P (σ2σ1) − P (σ2) = 1. Следовательно:

∣

∣P (σ2σ1) − P (σ2)
∣

∣ = 1, sgn(σ2σ1) = − sgn(σ2). Пусть
σ2(i0) > σ2(i0 + 1). Тогда P (σ2σ1) − P (σ2) = −1. Следовательно:

∣

∣P (σ2σ1) − P (σ2)
∣

∣ = 1,
sgn(σ2σ1) = − sgn(σ2).

Утверждение.

1. Пусть: N ∈ Z, N > 2; r ∈ N, σ1, . . . , σr ∈ SN , σ1, . . . , σr — элементарные переста-
новки. Тогда sgn(σr · · · σ1) = (−1)r.

2. Пусть: N ∈ N, N > 2; σ ∈ SN , σ — элементарная перестановка. Тогда sgn(σ) = −1.
3. Пусть: N ∈ Z+; σ1, σ2 ∈ SN . Тогда sgn(σ2σ1) = sgn(σ2) sgn(σ1).
4. Пусть: N ∈ Z+; σ ∈ SN . Тогда sgn(σ−1) = sgn(σ).
5. Пусть: N ∈ Z, N > 2; σ ∈ SN , σ — простая перестановка. Тогда sgn(σ) = −1.
6. Пусть: N ∈ Z, N > 2; r ∈ N, σ1, . . . , σr ∈ SN , σ1, . . . , σr — простые перестановки.

Тогда sgn(σr · · · σ1) = (−1)r.

Доказательство.
1. Очевидно:

sgn(σr · · · σ1) = sgn(eσr · · · σ1) = (−1)r sgn(e) = (−1)r.

2. Очевидно: sgn(σ) = (−1)1 = −1.
3. Пусть N > 2. Тогда существует число r ∈ N, существуют перестановки

σ1,1, . . . , σ1,r ∈ SN , удовлетворяющие условиям: σ1,1, . . . , σ1,r — элементарные перестановки,
σ1 = σ1,r · · · σ1,1. Следовательно:

sgn(σ2σ1) = sgn(σ2σ1,r · · · σ1,1) = sgn(σ2)(−1)r = sgn(σ2) sgn(σ1).

Пусть N = 0, 1. Тогда σ1, σ2 = e. Следовательно:

sgn(σ2σ1) = sgn(ee) = sgn(e) = sgn(e) sgn(e) = sgn(σ2) sgn(σ1).

4. Очевидно: σσ−1 = e, sgn(σσ−1) = sgn(e), sgn(σ) sgn(σ−1) = 1, sgn(σ−1) = sgn(σ).
5. Так как σ — простая перестановка, то существуют числа k, m = 1, N , удовле-

творяющие условиям: k < m, σ(k) = m, σ(m) = k, σ(i) = i при: i = 1, N , i 6= k,
i 6= m. Тогда существуют перестановки σ1, . . . , σ2(m−k)−1 ∈ SN , удовлетворяющие услови-
ям: σ1, . . . , σ2(m−k)−1 — элементарные перестановки, σ = eσ2(m−k)−1 · · · σ1. Следовательно:
sgn(σ) = sgn(eσ2(m−k)−1 · · · σ1) = (−1)2(m−k)−1 sgn(e) = −1.

6. Очевидно: sgn(σr · · · σ1) = sgn(σr) · · · sgn(σ1) = (−1)r.
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5.2. Существование и единственность определителя

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N; F — определитель в пространстве KN×N .
1. Пусть: k, m = 1, N , k < m, A1, . . . , AN ∈ KN . Тогда:

F (A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , Am−1, Ak, Am+1, . . . , AN) = −F (A1, . . . , AN).

2. Пусть: σ ∈ SN , A1, . . . , AN ∈ KN . Тогда:

F (Aσ(1), . . . , Aσ(N)) = sgn(σ)F (A1, . . . , AN).

3. Пусть σ ∈ SN . Тогда:

F (Iσ(1), . . . , Iσ(N)) = sgn(σ).

4. Пусть A ∈ KN×N . Тогда:

F (A) = F (Ik1 , . . . , IkN )A
k1
1 · · ·AkN

N .

5. Пусть A ∈ KN×N . Тогда:

F (A) =
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(N)

N .

Доказательство.
1. Очевидно:

F (A1, . . . , Ak−1, Ak + Am, Ak+1, . . . , Am−1, Ak + Am, Am+1, . . . , AN) = 0,

F (A1, . . . , Ak−1, Ak, Ak+1, . . . , Am−1, Ak, Am+1, . . . , AN ) +

+ F (A1, . . . , Ak−1, Ak, Ak+1, . . . , Am−1, Am, Am+1, . . . , AN) +

+ F (A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , Am−1, Ak, Am+1, . . . , AN) +

+ F (A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , Am−1, Am, Am+1, . . . , AN) = 0,

F (A1, . . . , AN) + F (A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , Am−1, Ak, Am+1, . . . , AN) = 0,

F (A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , Am−1, Ak, Am+1, . . . , AN) = −F (A1, . . . , AN).

2. Пусть N > 2. Тогда существует число r ∈ N, существуют перестановки σ1, . . . , σr ∈
SN , удовлетворяющие условиям: σ1, . . . , σr — элементарные перестановки, σ = σr · · · σ1.
Следовательно:

F (Aσ(1), . . . , Aσ(N)) = F (A(σr···σ1)(1), . . . , A(σr ···σ1)(N)) = (−1)rF (A1, . . . , AN) =

= sgn(σ)F (A1, . . . , AN).

Пусть N = 1. Тогда σ = e. Следовательно:

F (Aσ(1)) = F (Ae(1)) = F (A1) = sgn(e)F (A1) = sgn(σ)F (A1).

3. Очевидно:

F (Iσ(1), . . . , Iσ(N)) = sgn(σ)F (I1, . . . , IN) = sgn(σ)F (I) = sgn(σ).
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4. Очевидно:

F (A) = F (A1, . . . , AN ) = F (Ik1A
k1
1 , . . . , IkNA

kN
N ) = F (Ik1 , . . . , IkN )A

k1
1 · · ·AkN

N .

5. Очевидно:

F (A) = F (Ik1 , . . . , IkN )A
k1
1 · · ·AkN

N =
∑

k1,...,kN=1,N,
k1, . . . , kN — различные числа

F (Ik1 , . . . , IkN )A
k1
1 · · ·AkN

N =

=
∑

σ∈SN

F (Iσ(1), . . . , Iσ(N))A
σ(1)
1 · · ·Aσ(N)

N =
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(N)

N .

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N; F1, F2 — определители в пространстве
KN×N . Тогда F1 = F2.

Доказательство. Очевидно, F1, F2 : K
N×N =⇒ K. Пусть A ∈ KN×N . Тогда:

F1(A) =
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(N)

N = F2(A).

Следовательно, F1 = F2.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N; F (A) =
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(N)

N при A ∈

KN×N . Тогда F — определитель в пространстве KN×N .

Доказательство. Очевидно, F : KN×N =⇒ K.
1. Пусть: k = 1, N , X, Y , A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN ∈ KN . Тогда:

F (A1, . . . , Ak−1, X + Y,Ak+1, . . . , AN) =

=
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(k−1)

k−1 (X + Y )σ(k)A
σ(k+1)
k+1 · · ·Aσ(N)

N =

=
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(k−1)

k−1 Xσ(k)A
σ(k+1)
k+1 · · ·Aσ(N)

N +

+
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(k−1)

k−1 Y σ(k)A
σ(k+1)
k+1 · · ·Aσ(N)

N =

= F (A1, . . . , Ak−1, X,Ak+1, . . . , AN) + F (A1, . . . , Ak−1, Y, Ak+1, . . . , AN).

2. Пусть: k = 1, N , λ ∈ K, A1, . . . , AN ∈ KN . Тогда:

F (A1, . . . , Ak−1, λAk, Ak+1, . . . , AN ) =

=
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(k−1)

k−1 (λAk)
σ(k)A

σ(k+1)
k+1 · · ·Aσ(N)

N =

= λ
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(N)

N = λF (A1, . . . , AN).

3. Пусть: k, m = 1, N , k < m, X, A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , Am−1, Am+1, . . . , AN ∈ KN .
Обозначим: σ0(k) = m, σ0(m) = k, σ0(i) = i при: i = 1, N , i 6= k, i 6= m. Тогда: σ0 ∈ SN ,
σ0 — простая перестановка. Обозначим:

SN,1 =
{

σ : σ ∈ SN ∧ σ(k) < σ(m)
}

,
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SN,2 =
{

σ : σ ∈ SN ∧ σ(k) > σ(m)
}

.

Тогда: SN,1 ∪ SN,2 = SN , SN,1 ∩ SN,2 = ∅, SN,1, SN,2 6= ∅. Следовательно:

F (A1, . . . , Ak−1, X,Ak+1, . . . , Am−1, X,Am+1, . . . , AN) =

=
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(k−1)

k−1 Xσ(k)A
σ(k+1)
k+1 · · ·Aσ(m−1)

m−1 Xσ(m)A
σ(m+1)
m+1 · · ·Aσ(N)

N =

=
∑

σ∈SN,1

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(k−1)

k−1 Xσ(k)A
σ(k+1)
k+1 · · ·Aσ(m−1)

m−1 Xσ(m)A
σ(m+1)
m+1 · · ·Aσ(N)

N +

+
∑

σ∈SN,2

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(k−1)

k−1 Xσ(k)A
σ(k+1)
k+1 · · ·Aσ(m−1)

m−1 Xσ(m)A
σ(m+1)
m+1 · · ·Aσ(N)

N =

= [замена: σ̃ = σσ0, σ ∈ SN,2; σ = σ̃σ0, σ̃ ∈ SN,1] =

=
∑

σ∈SN,1

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(k−1)

k−1 Xσ(k)A
σ(k+1)
k+1 · · ·Aσ(m−1)

m−1 Xσ(m)A
σ(m+1)
m+1 · · ·Aσ(N)

N +

+
∑

σ̃∈SN,1

sgn(σ̃σ0)A
(σ̃σ0)(1)
1 · · ·A(σ̃σ0)(k−1)

k−1 X(σ̃σ0)(k) ×

× A
(σ̃σ0)(k+1)
k+1 · · ·A(σ̃σ0)(m−1)

m−1 X(σ̃σ0)(m)A
(σ̃σ0)(m+1)
m+1 · · ·A(σ̃σ0)(N)

N =

=
∑

σ∈SN,1

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(k−1)

k−1 Xσ(k)A
σ(k+1)
k+1 · · ·Aσ(m−1)

m−1 Xσ(m)A
σ(m+1)
m+1 · · ·Aσ(N)

N −

−
∑

σ̃∈SN,1

sgn(σ̃)A
σ̃(1)
1 · · ·Aσ̃(k−1)

k−1 X σ̃(m)A
σ̃(k+1)
k+1 · · ·Aσ̃(m−1)

m−1 X σ̃(k)A
σ̃(m+1)
m+1 · · ·Aσ̃(N)

N = 0.

4. Очевидно:

F (I) =
∑

σ∈SN

sgn(σ)I
σ(1)
1 · · · Iσ(N)

N =
∑

σ∈SN

sgn(σ)δ
σ(1)
1 · · · δσ(N)

N = sgn(e)δ
e(1)
1 · · · δe(N)

N = 1.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N. Обозначим через detN определитель в про-
странстве KN×N . Далее обычно будем писать «det» вместо «detN».

5.3. Основные свойства определителя

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N.
1. Пусть: k = 1, N , A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN ∈ KN . Тогда:

det(A1, . . . , Ak−1, θ, Ak+1, . . . , AN) = 0.

2. Пусть: N > 2, k = 1, N , A1, . . . , AN ∈ KN , Ak ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN). Тогда:

det(A1, . . . , AN) = 0.

3. Пусть: A1, . . . , AN ∈ KN , A1, . . . , AN ∈ KN — линейно зависимые столбцы. Тогда:

det(A1, . . . , AN) = 0.

4. Пусть: N > 2, k = 1, N , A1, . . . , AN ∈ KN , X ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN). Тогда:

det(A1, . . . , Ak−1, Ak +X,Ak+1, . . . , AN) = det(A1, . . . , AN).
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5. Пусть: A ∈ KN×N , k1, . . . , kN = 1, N . Тогда:

det(Ak1 , . . . , AkN ) = det(A) det(Ik1 , . . . , IkN ).

6. Пусть A, B ∈ KN×N . Тогда:

det(BA) = det(B) det(A).

7. Пусть A ∈ KN×N . Тогда:

det(AT ) = det(A).

Доказательство.
1. Очевидно:

det(A1, . . . , Ak−1, θ, Ak+1, . . . , AN) = det(A1, . . . , Ak−1, 0θ, Ak+1, . . . , AN) =

= 0det(A1, . . . , Ak−1, θ, Ak+1, . . . , AN) = 0.

2. Так как Ak ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN), то существуют числа α1, . . . , αk−1,
αk+1, . . . , αN , удовлетворяющие условиям: α1, . . . , αk−1, αk+1, . . . , αN ∈ K, Ak =

∑

m=1,N,m 6=k

αmAm. Тогда:

det(A1, . . . , AN ) = det
(

A1, . . . , Ak−1,
∑

m=1,N,m 6=k

αmAm, Ak+1, . . . , AN

)

=

=
∑

m=1,N,m 6=k

αm det(A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , AN) = 0.

3. Пусть N > 2. Так как A1, . . . , AN — линейно зависимые столбцы, то существует
номер k = 1, N , удовлетворяющий условию Ak ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN). Тогда
det(A1, . . . , AN) = 0.

Пусть N = 1. Так как A1 — линейно зависимый столбец, то A1 = θ. Тогда: det(A1) =
det(θ) = 0.

4. Очевидно:

det(A1, . . . , Ak−1, Ak +X,Ak+1, . . . , AN) =

= det(A1, . . . , AN ) + det(A1, . . . , Ak−1, X,Ak+1, . . . , AN) = det(A1, . . . , AN).

5. Пусть числа k1, . . . , kN не являются различными. Тогда: det(Ak1 , . . . , AkN ) = 0,
det(A) det(Ik1 , . . . , IkN ) = 0. Следовательно, det(Ak1 , . . . , AkN ) = det(A) det(Ik1 , . . . , IkN ).

Пусть k1, . . . , kN — различные числа. Обозначим: σ(1) = k1, . . . , σ(N) = kN . Тогда
σ ∈ SN . Следовательно:

det(Ak1 , . . . , AkN ) = det(Aσ(1), . . . , Aσ(N)) = sgn(σ) det(A1, . . . , AN) = sgn(σ) det(A);

det(A) det(Ik1 , . . . , IkN ) = det(A) det(Iσ(1), . . . , Iσ(N)) = sgn(σ) det(A) det(I1, . . . , IN) =

= sgn(σ) det(A) det(I) = sgn(σ) det(A).

Тогда det(Ak1 , . . . , AkN ) = det(A) det(Ik1 , . . . , IkN ).
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6. Очевидно:

det(BA) = det
(

(BA)1, . . . , (BA)N
)

= det(Bk1A
k1
1 , . . . , BkNA

kN
N ) =

= det(Bk1 , . . . , BkN )A
k1
1 · · ·AkN

N = det(Ik1 , . . . , IkN ) det(B)Ak1
1 · · ·AkN

N = det(B) det(A).

7. Очевидно:

det(AT ) =
∑

σ∈SN

sgn(σ)(AT )
σ(1)
1 · · · (AT )

σ(N)
N =

∑

σ∈SN

sgn(σ)A1
σ(1) · · ·AN

σ(N) =

=
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ−1(1)
1 · · ·Aσ−1(N)

N = [замена: σ̃ = σ−1, σ ∈ SN ; σ = σ̃−1, σ̃ ∈ SN ] =

=
∑

σ̃∈SN

sgn(σ̃−1)A
σ̃(1)
1 · · ·Aσ̃(N)

N =
∑

σ̃∈SN

sgn(σ̃)A
σ̃(1)
1 · · ·Aσ̃(N)

N = det(A).

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N ∈ Z, N > 2; A ∈ KN×N , i, j = 1, N . Обозначим

через ∆
j

i (A) определитель матрицы, которая получается из матрицы A вычёркиванием

столбца Ai и строки Aj. Будем говорить, что ∆
j

i (A) — минор матрицы A, дополнительный

к элементу Aj
i . Будем говорить, что (−1)j+i∆

j

i (A) — алгебраическое дополнение элемента
Aj

i в матрице A.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ Z, N > 2; A ∈ KN×N . Тогда:

det(A1, . . . , AN−1, IN) = ∆
N

N(A).

Доказательство. Пусть σ̃ ∈ SN−1. Обозначим: ϕ(σ̃)(k) = σ̃(k) при k = 1, N − 1; ϕ(σ̃)(N) =
N . Тогда: ϕ(σ̃) ∈ SN , sgn

(

ϕ(σ̃)
)

= sgn(σ̃). Очевидно: ϕ — обратимая функция, D(ϕ) =
SN−1, R(ϕ) =

{

σ : σ ∈ SN ∧ σ(N) = N
}

. Тогда:

det(A1, . . . , AN−1, IN) =
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(N−1)

N−1 I
σ(N)
N =

=
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(N−1)

N−1 δ
σ(N)
N =

∑

σ∈SN , σ(N)=N

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(N−1)

N−1 δ
σ(N)
N =

=
∑

σ∈SN , σ(N)=N

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(N−1)

N−1 =
[

замена: σ = ϕ(σ̃), σ̃ ∈ SN−1

]

=

=
∑

σ̃∈SN−1

sgn
(

ϕ(σ̃)
)

A
ϕ(σ̃)(1)
1 · · ·Aϕ(σ̃)(N−1)

N−1 =
∑

σ̃∈SN−1

sgn(σ̃)A
σ̃(1)
1 · · ·Aσ̃(N−1)

N−1 = ∆
N

N(A).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ Z, N > 2; A ∈ KN×N , i0, j0 = 1, N . Тогда:

det(A1, . . . , Ai0−1, Ij0 , Ai0+1, . . . , AN) = (−1)j0+i0∆
j0
i0
(A).

Доказательство. Обозначим:

B = (A1, . . . , Ai0−1, Ai0+1, . . . , AN , Ij0),

C =























B1

...
Bj0−1

Bj0+1

...
BN

Bj0























.
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Тогда:

det(A1, . . . , Ai0−1, Ij0 , Ai0+1, . . . , AN) = (−1)N−i0 det(A1, . . . , Ai0−1, Ai0+1, . . . , AN , Ij0) =

= (−1)N−i0 det(B) = (−1)N−i0 det























B1

...
Bj0−1

Bj0

Bj0+1

...
BN























= (−1)N−i0(−1)N−j0 det























B1

...
Bj0−1

Bj0+1

...
BN

Bj0























=

= (−1)N−i0(−1)N−j0 det(C) = (−1)N−i0(−1)N−j0 det(C1, . . . , CN−1, CN) =

= (−1)j0+i0 det(C1, . . . , CN−1, IN) = (−1)j0+i0∆
N

N(C) = (−1)j0+i0∆
j0
i0
(A).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ Z, N > 2; A ∈ KN×N , i0 = 1, N . Тогда:

det(A) =
N
∑

j=1

(−1)j+i0∆
j

i0
(A)Aj

i0
.

Доказательство. Очевидно:

det(A) = det(A1, . . . , Ai0−1, Ai0 , Ai0+1, . . . , AN) = det(A1, . . . , Ai0−1, IjA
j
i0
, Ai0+1, . . . , AN) =

= det(A1, . . . , Ai0−1, Ij, Ai0+1, . . . , AN)A
j
i0
=

N
∑

j=1

(−1)j+i0∆
j

i0
(A)Aj

i0
.

5.4. Метод Гаусса—Жордана для вычисления определителя

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ Z, N > 2; A ∈ KN×N .
Пусть: ∃i = 1, N(Ai = θ̃) либо ∃j = 1, N(Aj = θ̃). Тогда det(A) = 0. Остановим процесс.
Пусть: ∀i = 1, N(Ai 6= θ̃), ∀j = 1, N(Aj 6= θ̃), N = 2. Тогда det(A) = A1

1A
2
2 − A2

1A
1
2.

Остановим процесс.
Пусть: ∀i = 1, N(Ai 6= θ̃), ∀j = 1, N(Aj 6= θ̃), N > 3. Обозначим, N1 = N − 1. Тогда:

N1 ∈ Z, N1 > 2. Выберем числа i0, j0 = 1, N , удовлетворяющие условию Aj0
i0
6= 0. Первый

вариант. Обнулим элементы, стоящие над элементом Aj0
i0

, обнулим элементы, стоящие под

элементом Aj0
i0

. Разложим полученный определитель по столбцу с номером i0, получим чис-
ло λ1 ∈ R, получим матрицу B1 ∈ RN1×N1 , удовлетворяющую условию det(A) = λ1 det(B1).
Второй вариант. Обнулим элементы, стоящие левее элемента Aj0

i0
, обнулим элементы, сто-

ящие правее элемента Aj0
i0

. Разложим полученный определитель по строке с номером
j0, получим число λ1 ∈ R, получим матрицу B1 ∈ RN1×N1 , удовлетворяющую условию
det(A) = λ1 det(B1). Перейдём к следующему шагу.

Пусть: ∃i = 1, N1

(

(B1)i = θ̃
)

либо ∃j = 1, N1

(

(B1)
j = θ̃

)

. Тогда: det(A) = λ1 det(B1) = 0.
Остановим процесс.

Пусть: ∀i = 1, N1

(

(B1)i 6= θ̃
)

, ∀j = 1, N1

(

(B1)
j 6= θ̃

)

, N1 = 2. Тогда: det(A) =
λ1 det(B1) = λ1

(

(B1)
1
1(B1)

2
2 − (B1)

2
1(B1)

1
2

)

. Остановим процесс.

Пусть: ∀i = 1, N1

(

(B1)i 6= θ̃
)

, ∀j = 1, N1

(

(B1)
j 6= θ̃

)

, N1 > 3. Обозначим, N2 = N1 − 1.

Тогда: N2 ∈ Z, N2 > 2. Выберем числа i0, j0 = 1, N1, удовлетворяющие условию (B1)
j0
i0
6= 0.
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Первый вариант. Обнулим элементы, стоящие над элементом (B1)
j0
i0

, обнулим элементы,

стоящие под элементом (B1)
j0
i0

. Разложим полученный определитель по столбцу с номером
i0, получим число λ2 ∈ R, получим матрицу B2 ∈ RN2×N2 , удовлетворяющую условию
det(A) = λ2 det(B2). Второй вариант. Обнулим элементы, стоящие левее элемента (B1)

j0
i0

,

обнулим элементы, стоящие правее элемента (B1)
j0
i0

. Разложим полученный определитель
по строке с номером j0, получим число λ2 ∈ R, получим матрицу B2 ∈ RN2×N2 , удовлетво-
ряющую условию det(A) = λ2 det(B2). Перейдём к следующему шагу.

Продолжая рассуждения, получим det(A).
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Лекция 6. Базис и размерность (окончание; 2-й семестр)

6.1. Теорема о базисном миноре

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N1, N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1 .
Пусть: r ∈ N, i1, . . . , ir = 1, N1, i1 < · · · < ir, j1, . . . , jr = 1, N2, j1 < · · · < jr. Обозначим:

∆j1,...,jr
i1,...,ir

(A) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Aj1
i1

· Aj1
ir

...
...

...

Ajr
i1

· Ajr
ir

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Будем говорить, что ∆j1,...,jr
i1,...,ir

(A) — минор матрицы A порядка r.

Пусть: r1 ∈ N, i1, . . . , ir1 = 1, N1, i1 < · · · < ir1 , j1, . . . , jr1 = 1, N2, j1 < · · · < jr1 ; r2 ∈ N,
k1, . . . , kr2 = 1, N1, k1 < · · · < kr2 , m1, . . . ,mr2 = 1, N2, m1 < · · · < mr2 . Будем говорить, что

минор ∆
m1,...,mr2
k1,...,kr2

(A) окаймляет минор ∆
j1,...,jr1
i1,...,ir1

(A), если: r1 < r2, {i1, . . . , ir1} ⊆ {k1, . . . , kr2},
{j1, . . . , jr1} ⊆ {m1, . . . ,mr2}.

Пусть: r ∈ N, i1, . . . , ir = 1, N1, Ai1 , . . . , Air — базис множества {A1, . . . , AN1} длины r.
Будем говорить, что Ai1 , . . . , Air — базисные столбцы матрицы A.

Пусть: r ∈ N, j1, . . . , jr = 1, N2, A
j1 , . . . , Ajr — базис множества {A1, . . . , AN2} длины r.

Будем говорить, что Aj1 , . . . , Ajr — базисные строки матрицы A.
Пусть: r ∈ N, i1, . . . , ir = 1, N1, i1 < · · · < ir, j1, . . . , jr = 1, N2, j1 < · · · < jr,

Ai1 , . . . , Air — базис множества {A1, . . . , AN1} длины r; Aj1 , . . . , Ajr — базис множества
{A1, . . . , AN2} длины r. Будем говорить, что ∆j1,...,jr

i1,...,ir
(A) — базисный минор матрицы A.

Теорема (о базисном миноре). Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N1, N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1.
Пусть: r ∈ N, i1, . . . , ir = 1, N1, i1 < · · · < ir, j1, . . . , jr = 1, N2, j1 < · · · < jr,

∆j1,...,jr
i1,...,ir

(A) 6= 0.

Пусть все миноры матрицы A порядка r + 1, окаймляющие минор ∆j1,...,jr
i1,...,ir

(A), равны
нулю (если они существуют).

Тогда: (Ai1 , . . . , Air) — базис множества {A1, . . . , AN1} длины r; (Aj1 , . . . , Ajr) — базис
множества {A1, . . . , AN2} длины r.

Доказательство. Очевидно: r ∈ N, Ai1 , . . . , Air ∈ {A1, . . . , AN1}.
Обозначим:

δ = ∆j1,...,jr
i1,...,ir

(A),

Ã =







Aj1
i1

· Aj1
ir

...
...

...

Ajr
i1

· Ajr
ir






.

Предположим, что Ai1 , . . . , Air — линейно зависимые столбцы. Тогда Ã1, . . . , Ãr — ли-
нейно зависимые столбцы. Следовательно: δ = det(Ã) = 0 (что противоречит утвержде-
нию: δ 6= 0). Итак, Ai1 , . . . , Air — линейно независимые столбцы.

Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Обозначим:

B(i, j) =











Aj1
i1

· Aj1
ir

Aj1
i

...
...

...
...

Ajr
i1

· Ajr
ir

Ajr
i

Aj
i1

· Aj
ir

Aj
i











.
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Пусть: i /∈ {i1, . . . , ir}, j /∈ {j1, . . . , jr}. Тогда det
(

B(i, j)
)

равен (с точностью до знака)
одному из миноров матрицы A порядка r + 1, окаймляющих минор δ. Следовательно,
det
(

B(i, j)
)

= 0. Пусть i ∈ {i1, . . . , ir}. Тогда последний столбец матрицы B(i, j) равен
одному из предыдущих столбцов матрицы B(i, j). Следовательно, det

(

B(i, j)
)

= 0. Пусть
j ∈ {j1, . . . , jr}. Тогда последняя строка матрицы B(i, j) равна одной из предыдущих строк
матрицы B(i, j). Следовательно, det

(

B(i, j)
)

= 0. Итак, det
(

B(i, j)
)

= 0.

Очевидно:

det
(

B(i, j)
)

=

= (−1)(r+1)+1∆
r+1

1

(

B(i, j)
)

Br+1
1 (i, j) + · · ·+ (−1)(r+1)+r∆

r+1

r

(

B(i, j)
)

Br+1
r (i, j) +

+ (−1)(r+1)+(r+1)∆
r+1

r+1

(

B(i, j)
)

Br+1
r+1(i, j) =

= (−1)(r+1)+1∆
r+1

1

(

B(i, j)
)

Aj
i1
+ · · ·+ (−1)(r+1)+r∆

r+1

r

(

B(i, j)
)

Aj
ir
+ δAj

i .

Так как det
(

B(i, j)
)

= 0, то:

(−1)(r+1)+1∆
r+1

1

(

B(i, j)
)

Aj
i1
+ · · ·+ (−1)(r+1)+r∆

r+1

r

(

B(i, j)
)

Aj
ir
+ δAj

i = 0.

Так как δ 6= 0, то:

Aj
i =

−(−1)(r+1)+1∆
r+1

1

(

B(i, j)
)

δ
Aj

i1
+ · · ·+ −(−1)(r+1)+r∆

r+1

r

(

B(i, j)
)

δ
Aj

ir
.

Пусть k = 1, r. Очевидно, число −(−1)(r+1)+k∆
r+1
k (B(i,j))

δ
не зависит от выбора номера j = 1, N2.

Обозначим, Ck(i) = −(−1)(r+1)+k∆
r+1
k (B(i,j))

δ
. Тогда Aj

i =
r
∑

k=1

Ck(i)Aj
ik

. Следовательно:

(Ai)
j = Aj

i =
r
∑

k=1

Ck(i)Aj
ik
=

r
∑

k=1

Ck(i)(Aik)
j =

(

r
∑

k=1

Ck(i)Aik

)j

.

В силу произвольности выбора номера j = 1, N2 получаем, что Ai =
r
∑

k=1

Ck(i)Aik . Тогда

Ai ∈ L(Ai1 , . . . , Air). Итак, (Ai1 , . . . , Air) — базис множества {A1, . . . , AN1} длины r.

Аналогично проводятся рассуждения для строк.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N1, N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1 , A 6= Θ̃ (здесь Θ̃ — нулевой

элемент пространства KN2×N1). Тогда существует число r = 1,min
(

{N1, N2}
)

, существуют

числа i1, . . . , ir = 1, N1, существуют числа j1, . . . , jr = 1, N2, удовлетворяющие условиям:
i1 < · · · < ir, j1 < · · · < jr, ∆j1,...,jr

i1,...,ir
(A) 6= 0, все миноры матрицы A порядка r + 1,

окаймляющие минор ∆j1,...,jr
i1,...,ir

(A), равны нулю (если они существуют).

6.2. Базис и размерность

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q ⊆ L.

Пусть e — базис множества Q длины r. Тогда: r ∈ N, rank(Q) = r, e1, . . . , er ∈ Q,
e1, . . . , er — линейно независимые векторы.



58 6. Базис и размерность (окончание; 2-й семестр)

Доказательство. Так как e — базис множества Q длины r, то: r ∈ N, e1, . . . , er ∈ Q,
e1, . . . , er — линейно независимые векторы.

Рассмотрим подпространство L(e1, . . . , er). Так как e — базис множества Q длины r,
то: Q ⊆ L(e1, . . . , er), e — базис подпространства L(e1, . . . , er) длины r.

Пусть x1, . . . , xr+1 ∈ Q. Обозначим: x̃ji = [xi]
j(e) при: i = 1, r + 1, j = 1, r. Очевидно:

x̃ ∈ Kr×(r+1), x̃i = [xi](e) при i = 1, N .

Пусть x̃ = Θ̃ (здесь Θ̃ — нулевой элемент пространства Kr×(r+1)). Тогда x̃1, . . . , x̃r+1 =
θ̃ (здесь θ̃ — нулевой элемент пространства Kr). Следовательно, x̃1, . . . , x̃r+1 — линейно
зависимые столбцы.

Пусть x̃ 6= Θ̃. Тогда существует число r0 = 1, r, существуют числа i1, . . . , ir0 = 1, r + 1,
существуют числа j1, . . . , jr0 = 1, r, удовлетворяющие условиям: i1 < · · · < ir0 , j1 < · · · <
jr0 , ∆

j1,...,jr0
i1,...,ir0

(x̃) 6= 0, все миноры матрицы x̃ порядка r0+1, окаймляющие минор ∆
j1,...,jr0
i1,...,ir0

(x̃),

равны нулю (если они существуют). Согласно теореме о базисном миноре, {x̃1, . . . , x̃r+1} ⊆
L(x̃i1 , . . . , x̃ir0 ). Так как: r0 6 r < r + 1, то x̃1, . . . , x̃r+1 — линейно зависимые столбцы.
Итак, x̃1, . . . , x̃r+1 — линейно зависимые столбцы. Тогда x1, . . . , xr+1 — линейно зависимые
векторы. Итак, rank(Q) = r.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; N ∈ N,
x1, . . . , xN ∈ L. Тогда dim

(

L(x1, . . . , xN )
)

= rank
(

{x1, . . . , xN}
)

.

Доказательство. Обозначим, r = rank
(

{x1, . . . , xN}
)

. Тогда r ∈ Z+. Так как r 6 N , то
r ∈ Z+.

Пусть r = 0. Так как: r = 0, rank
(

{x1, . . . , xN}
)

= r, то x1, . . . , xN = θ. Тогда:
dim

(

L(x1, . . . , xN )
)

= dim
(

{θ}
)

= 0 = r.

Пусть r 6= 0. Тогда r ∈ N. Так как: r ∈ N, rank
(

{x1, . . . , xN}
)

= r, то существуют векто-
ры e1, . . . , er, удовлетворяющие условию: e — базис множества {x1, . . . , xN} длины r. Тогда
e — базис подпространства L(x1, . . . , xN) длины r. Следовательно, dim

(

L(x1, . . . , xN)
)

=
r.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q ⊆ L.

Пусть: N ∈ N, N < rank(Q), x1, . . . , xN ∈ Q, x1, . . . , xN — линейно независимые векто-
ры. Тогда существует вектор u ∈ Q, удовлетворяющий условию: x1, . . . , xN , u — линейно
независимые векторы.

Доказательство. Предположим, что для любого вектора u ∈ Q справедливо утвержде-
ние: x1, . . . , xN , u — линейно зависимые векторы.

Очевидно: N ∈ N, x1, . . . , xN ∈ Q, x1, . . . , xN — линейно независимые векторы.

Пусть u ∈ Q. Тогда x1, . . . , xN , u — линейно зависимые векторы. Так как x1, . . . , xN —
линейно независимые векторы, то u ∈ L(x1, . . . , xN ). Итак, (x1, . . . , xN) — базис множе-
ства Q длины N . Тогда rank(Q) = N (что противоречит утверждению: N < rank(Q)).
Итак, существует вектор u ∈ Q, удовлетворяющий условию: x1, . . . , xN , u — линейно неза-
висимые векторы.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q ⊆ L.

Пусть: N1, N2 ∈ N, N1 < N2 6 rank(Q), x1, . . . , xN1 ∈ Q, x1, . . . , xN1 — линейно незави-
симые векторы. Тогда существуют векторы xN1+1, . . . , xN2 ∈ Q, удовлетворяющие усло-
вию: x1, . . . , xN2 — линейно независимые векторы.
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Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q2 ⊆ L,
N2 ∈ N, rank(Q2) = N2; Q1 ⊆ Q2, N1 ∈ N, rank(Q1) = N1.

Пусть: (e1, . . . , eN1) — базис множества Q1, N1 < N2. Тогда существуют векторы
eN1+1, . . . , eN2, удовлетворяющие условию: (e1, . . . , eN2) — базис множества Q2.

Доказательство. Так как (e1, . . . , eN1) — базис множества Q1, то: e1, . . . , eN1 ∈ Q1,
e1, . . . , eN1 — линейно независимые векторы. Так как Q1 ⊆ Q2, то: e1, . . . , eN1 ∈ Q2,
e1, . . . , eN1 — линейно независимые векторы. Так как: N1, N2 ∈ N, N1 < N2 = rank(Q2),
e1, . . . , eN1 ∈ Q2, e1, . . . , eN1 — линейно независимые векторы, то существуют векторы
eN1+1, . . . , eN2 ∈ Q2, удовлетворяющие условию: e1, . . . , eN2 — линейно независимые век-
торы. Так как: N2 ∈ N, rank(Q2) = N2, e1, . . . , eN2 ∈ Q2, e1, . . . , eN2 — линейно независимые
векторы, то (e1, . . . , eN2) — базис множества Q2.
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Лекция 7. Подпространства линейных пространств (2-й

семестр)

7.1. Операции над множествами векторов

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K. Рассмотрим
множество P (L) (напоминание: P (L) = {Q : Q ⊆ L}).

Пусть Q1, Q2 ⊆ L. Обозначим:

Q1 +Q2 = {x1 + x2 : x1 ∈ Q1 ∧ x2 ∈ Q2} =
{

u : ∃x1∃x2(x1 ∈ Q1 ∧ x2 ∈ Q2 ∧ u = x1 + x2)
}

.

Очевидно, Q1+Q2 ⊆ L. Обозначим: F1(Q1, Q2) = Q1+Q2 при Q1, Q2 ⊆ L. Будем говорить,
что F1 — стандартная операция сложения на множестве P (L).

Пусть: λ ∈ K, Q ⊆ L. Обозначим:

λQ = {λx : x ∈ Q} =
{

u : ∃x(x ∈ Q ∧ u = λx)
}

.

Очевидно, λQ ⊆ L. Обозначим: F2(λ,Q) = λQ при: λ ∈ K, Q ⊆ L. Будем говорить, что
F2 — стандартная внешняя операция умножения на множестве P (L).

Очевидно, {θ} ⊆ L. Будем говорить, что {θ} — стандартный нулевой элемент на мно-
жестве P (L).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.
1. Пусть Q ⊆ L. Тогда Q+∅ = ∅.
2. Пусть λ ∈ K. Тогда λ∅ = ∅.
3. Пусть: Q ⊆ L, x0 ∈ L. Тогда:

Q+ {x0} = {x+ x0 : x ∈ Q} =
{

u : ∃x(x ∈ Q ∧ u = x+ x0)
}

.

4. Пусть: λ ∈ K, x0 ∈ L. Тогда λ{x0} = {λx0}.

Доказательство.
1. Очевидно:

Q+∅ =
{

u : ∃x1∃x2(x1 ∈ Q ∧ x2 ∈ ∅ ∧ u = x1 + x2)
}

= ∅.

2. Очевидно:

λ∅ =
{

u : ∃x(x ∈ ∅ ∧ u = λx)
}

= ∅.

3. Пусть u ∈ Q + {x0}. Тогда существуют векторы x1, x2, удовлетворяющие условиям:
x1 ∈ Q, x2 ∈ {x0}, u = x1 + x2. Следовательно: x1 ∈ Q, x2 = x0, u = x1 + x2. Тогда: x1 ∈ Q,
u = x1 + x0.

Пусть существует вектор x, удовлетворяющий условиям: x ∈ Q, u = x + x0. Тогда:
x ∈ Q, x0 ∈ {x0}, u = x+ x0. Следовательно, u ∈ Q+ {x0}. Итак:

Q+ {x0} =
{

u : ∃x(x ∈ Q ∧ u = x+ x0)
}

.

4. Пусть u ∈ λ{x0}. Тогда существует вектор x, удовлетворяющий условиям: x ∈ {x0},
u = λx. Следовательно: x = x0, u = λx. Тогда u = λx0. Так как λx0 ∈ {λx0}, то u ∈ {λx0}.

Пусть u ∈ {λx0}. Тогда u = λx0. Следовательно: x0 ∈ {x0}, u = λx0. Тогда u ∈ λ{x0}.
Итак, λ{x0} = {λx0}.
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Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.
1. Пусть Q1, Q2 ⊆ L. Тогда Q1 +Q2 = Q2 +Q1.
2. Пусть Q1, Q2, Q3 ⊆ L. Тогда (Q1 +Q2) +Q3 = Q1 + (Q2 +Q3).
3. Пусть Q ⊆ L. Тогда Q+ {θ} = Q.
4. Пусть: α, β ∈ K, Q ⊆ L. Тогда (αβ)Q = α(βQ).
5. Пусть Q ⊆ L. Тогда 1Q = Q.
6. Пусть: λ ∈ K, Q1, Q2 ⊆ L. Тогда λ(Q1 +Q2) = λQ1 + λQ2.

Доказательство.
1. Пусть u ∈ Q1 + Q2. Тогда существуют векторы x1, x2, удовлетворяющие условиям:

x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, u = x1 + x2. Следовательно:

u = x1 + x2 = x2 + x1 ∈ Q2 +Q1.

Пусть u ∈ Q2 + Q1. Тогда существуют векторы x2, x1, удовлетворяющие условиям:
x2 ∈ Q2, x1 ∈ Q1, u = x2 + x1. Следовательно:

u = x2 + x1 = x1 + x2 ∈ Q1 +Q2.

Итак, Q1 +Q2 = Q2 +Q1.
2. Пусть u ∈ (Q1 + Q2) + Q3. Тогда существуют векторы x1, x2, x3, удовлетворяющие

условиям: x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x3 ∈ Q3, u = (x1 + x2) + x3. Следовательно:

u = (x1 + x2) + x3 = x1 + (x2 + x3) ∈ Q1 + (Q2 +Q3).

Пусть u ∈ Q1 + (Q2 + Q3). Тогда существуют векторы x1, x2, x3, удовлетворяющие
условиям: x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x3 ∈ Q3, u = x1 + (x2 + x3). Следовательно:

u = x1 + (x2 + x3) = (x1 + x2) + x3 ∈ (Q1 +Q2) +Q3.

Итак, (Q1 +Q2) +Q3 = Q1 + (Q2 +Q3).
3. Очевидно:

Q+ {θ} =
{

u : ∃x(x ∈ Q ∧ u = x+ θ)
}

=
{

u : ∃x(x ∈ Q ∧ u = x)
}

= Q.

4. Пусть u ∈ (αβ)Q. Тогда существует вектор x, удовлетворяющий условиям: x ∈ Q,
u = (αβ)x. Следовательно:

u = (αβ)x = α(βx) ∈ α(βQ).

Пусть u ∈ α(βQ). Тогда существует вектор x, удовлетворяющий условиям: x ∈ Q,
u = α(βx). Следовательно:

u = α(βx) = (αβ)x ∈ (αβ)Q.

Итак, (αβ)Q = α(βQ).
5. Очевидно:

1Q =
{

u : ∃x(x ∈ Q ∧ u = 1x)
}

=
{

u : ∃x(x ∈ Q ∧ u = x)
}

= Q.
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6. Пусть u ∈ λ(Q1+Q2). Тогда существуют векторы x1, x2, удовлетворяющие условиям:
x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, u = λ(x1 + x2). Следовательно:

u = λ(x1 + x2) = λx1 + λx2 ∈ λQ1 + λQ2.

Пусть u ∈ λQ1+λQ2. Тогда существуют векторы x1, x2, удовлетворяющие условиям:
x1 ∈ Q, x2 ∈ Q2, u = λx1 + λx2. Следовательно:

u = λx1 + λx2 = λ(x1 + x2) ∈ λ(Q1 +Q2).

Итак, λ(Q1 +Q2) = λQ1 + λQ2.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,
Q1, . . . , Qr ⊆ L. Тогда:

Q1 + · · ·+Qr = {x1 + · · ·+ xr : x1 ∈ Q1 ∧ · · · ∧ xr ∈ Qr} =

=
{

u : ∃x1 · · · ∃xr(x1 ∈ Q1 ∧ · · · ∧ xr ∈ Qr ∧ u = x1 + · · ·+ xr)
}

.

7.2. Операции над подпространствами

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.
1. Пусть Q1, Q2 — подпространства пространства L. Тогда Q1 +Q2 — подпростран-

ство пространства L.
2. Пусть Q1, Q2 — подпространства пространства L. Тогда Q1, Q2 ⊆ Q1 +Q2.
3. Пусть: Q1, Q2 — подпространства пространства L, dim(Q1) = +∞ ∨ dim(Q2) =

+∞. Тогда dim(Q1 +Q2) = +∞.
4. Пусть: r1 ∈ N, x1, . . . , xr1 ∈ L, r2 ∈ N, y1, . . . , yr2 ∈ L. Тогда:

L(x1, . . . , xr1) + L(y1, . . . , yr2) = L(x1, . . . , xr1 , y1, . . . , yr2).

5. Пусть Q1, Q2 — подпространства пространства L. Тогда dim(Q1+Q2) 6 dim(Q1)+
dim(Q2).

6. Пусть: Q — подпространство пространства L, Q0 ⊆ Q, Q0 6= ∅. Тогда Q+Q0 = Q.

Доказательство.
1. Очевидно, Q1 + Q2 ⊆ L. Так как Q1, Q2 — подпространства пространства L, то Q1,

Q2 6= ∅. Тогда Q1 +Q2 6= ∅.
Пусть x, y ∈ Q1 + Q2. Тогда существуют векторы x1, x2, y1, y2, удовлетворяющие

условиям: x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x = x1 + x2; y1 ∈ Q1, y2 ∈ Q2, y = y1 + y2. Так как Q1, Q2 —
подпространства пространства L, то:

x+ y = (x1 + x2) + (y1 + y2) = (x1 + y1) + (x2 + y2) ∈ Q1 +Q2.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ Q1 + Q2. Тогда существуют векторы x1, x2, удовлетворяющие
условиям: x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x = x1+x2. Так как Q1, Q2 — подпространства пространства L,
то:

λx = λ(x1 + x2) = λx1 + λx2 ∈ Q1 +Q2.

Итак, Q1 +Q2 — подпространство пространства L.
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2. Пусть x ∈ Q1. Так как Q2 — подпространство пространства L, то θ ∈ Q2. Тогда:
x = x+ θ ∈ Q1 +Q2. Итак, Q1 ⊆ Q1 +Q2.

Пусть x ∈ Q2. Так как Q1 — подпространство пространства L, то θ ∈ Q1. Тогда:
x = θ + x ∈ Q1 +Q2. Итак, Q2 ⊆ Q1 +Q2.

3. Пусть dim(Q1) = +∞. Так как Q1, Q2 — подпространства пространства L, то Q1 ⊆
Q1 +Q2. Тогда: dim(Q1 +Q2) > dim(Q1) = +∞. Следовательно, dim(Q1 +Q2) = +∞.

Пусть dim(Q2) = +∞. Так как Q1, Q2 — подпространства пространства L, то Q2 ⊆
Q1 +Q2. Тогда: dim(Q1 +Q2) > dim(Q2) = +∞. Следовательно, dim(Q1 +Q2) = +∞.

4. Пусть u ∈ L(x1, . . . , xr1) + L(y1, . . . , yr2). Тогда существуют векторы u1, u2, удо-
влетворяющие условиям: u1 ∈ L(x1, . . . , xr1), u2 ∈ L(y1, . . . , yr2), u = u1 + u2. Так как
u1 ∈ L(x1, . . . , xr1), то существуют числа α1, . . . , αr1 ∈ K, удовлетворяющие условию
u1 = α1x1 + · · · + αr1xr1 . Так как u2 ∈ L(y1, . . . , yr2), то существуют числа β1, . . . , βr2 ∈ K,
удовлетворяющие условию u2 = β1y1 + · · ·+ βr2yr2 . Тогда:

u = u1 + u2 = (α1x1 + · · ·+ αr1xr1) + (β1y1 + · · ·+ βr2yr2) =

= α1x1 + · · ·+ αr1xr1 + β1y1 + · · ·+ βr2yr2 ∈ L(x1, . . . , xr1 , y1, . . . , yr2).

Пусть u ∈ L(x1, . . . , xr1 , y1, . . . , yr2). Тогда существуют числа α1, . . . , αr1 , β1, . . . , βr2 ∈
K, удовлетворяющие условию u = α1x1 + · · ·+ αr1xr1 + β1y1 + · · ·+ βr2yr2 . Следовательно:

u = α1x1 + · · ·+ αr1xr1 + β1y1 + · · ·+ βr2yr2 =

= (α1x1 + · · ·+ αr1xr1) + (β1y1 + · · ·+ βr2yr2) ∈ L(x1, . . . , xr1) + L(y1, . . . , yr2).

Итак, L(x1, . . . , xr1) + L(y1, . . . , yr2) = L(x1, . . . , xr1 , y1, . . . , yr2).
5. Обозначим: N1 = dim(Q1), N2 = dim(Q2). Тогда N1, N2 ∈ Z+.

Пусть N1 = 0. Так как: N1 = 0, dim(Q1) = N1, то Q1 = {θ}. Тогда:

dim(Q1 +Q2) = dim(Q2) = dim(Q1) + dim(Q2).

Пусть N2 = 0. Так как: N2 = 0, dim(Q2) = N2, то Q2 = {θ}. Тогда:

dim(Q1 +Q2) = dim(Q1) = dim(Q1) + dim(Q2).

Пусть N1 = +∞∨N2 = +∞. Так как: N1 = +∞∨N2 = +∞, dim(Q1) = N1∧dim(Q2) =
N2, то dim(Q1 +Q2) = +∞. Тогда:

dim(Q1 +Q2) = +∞ = dim(Q1) + dim(Q2).

Пусть: N1, N2 6= 0, N1, N2 6= +∞. Тогда N1, N2 ∈ N. Так как: N1, N2 ∈ N,
dim(Q1) = N1, dim(Q2) = N2, то существуют векторы e1, . . . , eN1 , f1, . . . , fN2 , удовлетво-
ряющие условиям: (e1, . . . , eN1) — базис подпространства Q1, (f1, . . . , fN2) — базис подпро-
странства Q2. Тогда: Q1 = L(e1, . . . , eN1), Q2 = L(f1, . . . , fN2). Следовательно:

dim(Q1 +Q2) = dim
(

L(e1, . . . , eN1) + L(f1, . . . , fN2)
)

= dim
(

L(e1, . . . , eN1 , f1, . . . , fN2)
)

=

= rank
(

{e1, . . . , eN1 , f1, . . . , fN2}
)

6 N1 +N2.

6. Пусть x ∈ Q + Q0. Тогда существуют векторы x1, x2, удовлетворяющие условиям:
x1 ∈ Q, x2 ∈ Q0, x = x1 + x2. Так как: x2 ∈ Q0, Q0 ⊆ Q, то x2 ∈ Q. Так как: Q —
подпространство пространства L; x1, x2 ∈ Q; x = x1 + x2, то x ∈ Q.

Пусть x ∈ Q. Так как Q0 6= ∅, то существует вектор x2, удовлетворяющий условию:
x2 ∈ Q0. Так как Q0 ⊆ Q, то x2 ∈ Q. Так как: Q — подпространство пространства L; x,
x2 ∈ Q; x2 ∈ Q0, то: x =

(

x+ (−1)x2
)

+ x2 ∈ Q+Q0. Итак, Q+Q0 = Q.
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7.3. Линейно независимые подпространства, прямая сумма подпро-
странств

Определение (линейно независимые подпространства, прямая сумма подпространств).
Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N, Q1, . . . , Qr —
подпространства пространства L.

1. Будем говорить, что Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства, если:

∀x1 ∈ Q1 · · · ∀xr ∈ Qr

(

x1 + · · ·+ xr = θ =⇒ x1 = θ ∧ · · · ∧ xr = θ
)

.

2. Будем говорить, что Q — прямая сумма подпространств Q1, . . . , Qr, если:
Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства, Q = Q1 + · · ·+Qr.

3. Пусть Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства. Обозначим:

Q1 ⊕ · · · ⊕Qr = Q1 + · · ·+Qr.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q — подпро-
странство пространства L. Очевидно, Q — линейно независимое подпространство.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q1,
Q2 — подпространства пространства L. Подпространства Q1, Q2 линейно независимы
тогда и только тогда, когда Q1 ∩Q2 = {θ}.

Доказательство. Пусть Q1, Q2 — линейно независимые подпространства. Так как Q1,
Q2 — подпространства пространства L, то: θ ∈ Q1, θ ∈ Q2. Тогда θ ∈ Q1 ∩ Q2. Пусть x ∈
Q1∩Q2. Тогда: x ∈ Q1, x ∈ Q2. Так как Q2 — подпространство пространства L, то: x ∈ Q1,
(−1)x ∈ Q2, x + (−1)x = θ. Так как Q1, Q2 — линейно независимые подпространства, то
x = θ. Итак, Q1 ∩Q2 = {θ}.

Пусть Q1 ∩ Q2 = {θ}. Пусть: x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x1 + x2 = θ. Так как Q1, Q2 — под-
пространства пространства L, то: x1 ∈ Q1, x1 = (−1)x2 ∈ Q2; x2 = (−1)x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2.
Тогда x1, x2 ∈ Q1 ∩ Q2. Так как Q1 ∩ Q2 = {θ}, то x1, x2 = θ. Итак, Q1, Q2 — линейно
независимые подпространства.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,
Q1, . . . , Qr — подпространства пространства L. Подпространства Q1, . . . , Qr линейно
независимы тогда и только тогда, когда:

∀x1 ∈ Q1 · · · ∀xr ∈ Qr∀y1 ∈ Q1 · · · ∀yr ∈ Qr
(

x1 + · · ·+ xr = y1 + · · ·+ yr =⇒ x1 = y1 ∧ · · · ∧ xr = yr
)

.

Доказательство. Пусть Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства. Пусть: x1 ∈
Q1, . . . , xr ∈ Qr, y1 ∈ Q1, . . . , yr ∈ Qr, x1 + · · · + xr = y1 + · · · + yr. Так как Q1, . . . , Qr —
подпространства пространства L, то: x1−y1 ∈ Q1, . . . , xr−yr ∈ Qr, (x1−y1)+· · ·+(xr−yr) =
θ. Так как Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства, то: x1−y1 = θ, . . . , xr−yr =
θ. Тогда: x1 = y1, . . . , xr = yr.

Пусть:

∀x1 ∈ Q1 · · · ∀xr ∈ Qr∀y1 ∈ Q1 · · · ∀yr ∈ Qr
(

x1 + · · ·+ xr = y1 + · · ·+ yr =⇒ x1 = y1 ∧ · · · ∧ xr = yr
)

.
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Пусть: x1 ∈ Q1, . . . , xr ∈ Qr, x1 + · · · + xr = θ. Так как Q1, . . . , Qr — подпространства
пространства L, то: x1 ∈ Q1, . . . , xr ∈ Qr, θ ∈ Q1, . . . , θ ∈ Qr, x1+ · · ·+xr = θ+ · · ·+θ (здесь
выражение θ + · · · + θ содержит r слагаемых). Тогда x1, . . . , xr = θ. Итак, Q1, . . . , Qr —
линейно независимые подпространства.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N.
1. Пусть: Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства пространства L, σ ∈

Sr. Тогда Qσ(1), . . . , Qσ(r) — линейно независимые подпространства.
2. Пусть: Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства пространства L, r0 ∈

N, k1, . . . , kr0 = 1, r, k1 < · · · < kr0. Тогда Qk1 , . . . , Qkr0
— линейно независимые подпро-

странства.
3. Пусть: Q1, . . . , Qr — некоторые объекты, r0 ∈ N, k1, . . . , kr0 = 1, r, k1 < · · · < kr0,

Qk1 , . . . , Qkr0
— линейно независимые подпространства пространства L, Qk = {θ} при:

k = 1, r, k /∈ {k1, . . . , kr0}. Тогда Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства.

Доказательство.
1. Пусть: x1 ∈ Qσ(1), . . . , xr ∈ Qσ(r), x1+ · · ·+xr = θ. Тогда: xσ−1(1) ∈ Q1, . . . , xσ−1(r) ∈ Qr,

xσ−1(1) + · · ·+ xσ−1(r) = θ. Так как Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства, то
xσ−1(1), . . . , xσ−1(r) = θ. Тогда x1, . . . , xr = θ. Итак, Qσ(1), . . . , Qσ(r) — линейно независимые
подпространства.

2. Пусть: x1 ∈ Qk1 , . . . , xr0 ∈ Qkr0
, x1+ · · ·+xr0 = θ. Пусть: k = 1, r, k /∈ {k1, . . . , kr0}. Так

как Qk — подпространство пространства L, то θ ∈ Qk. Обозначим: yk1 = x1, . . . , ykr0 = xr0 ,

yk = θ при: k = 1, r, k /∈ {k1, . . . , kr0}. Тогда: y1 ∈ Q1, . . . , yr ∈ Qr, y1 + · · · + yr = θ.
Так как Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства, то yk1 , . . . , ykr0 = θ. Тогда
x1, . . . , xr0 = θ. Итак, Qk1 , . . . , Qkr0

— линейно независимые подпространства.

3. Пусть: x1 ∈ Q1, . . . , xr ∈ Qr, x1 + · · · + xr = θ. Пусть: k = 1, r, k /∈ {k1, . . . , kr0}. Так
как: Qk = {θ}, xk ∈ Qk, то xk = θ. Тогда: xk1 ∈ Qk1 , . . . , xkr0 ∈ Qkr0

, xk1 + · · · + xkr0 = θ.
Так как Qk1 , . . . , Qkr0

— линейно независимые подпространства, то xk1 , . . . , xkr0 = θ. Итак,
Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N.
Пусть: Q1, . . . , Qr — некоторые объекты, k0 = 1, r, Qk0 — подпространство простран-

ства L, Qk = {θ} при: k = 1, r, k 6= k0. Так как Qk0 — линейно независимое подпростран-
ство, то Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства.

Пусть: Qk = {θ} при k = 1, r. Так как: Q1 — подпространство пространства L, Qk = {θ}
при k = 2, r, то Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,
N1, . . . , Nr ∈ N.

1. Пусть: Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства пространства L;
xk,1, . . . , xk,Nk

— линейно независимые векторы подпространства Qk при k = 1, r. То-
гда x1,1, . . . , x1,N1 , . . . , xr,1, . . . , xr,Nr

— линейно независимые векторы подпространства
Q1 + · · ·+Qr.

2. Пусть: Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства простран-
ства L; (ek,1, . . . , ek,Nk

) — базис подпространства Qk при k = 1, r. Тогда
(e1,1, . . . , e1,N1 , . . . , er,1, . . . , er,Nr

) — базис подпространства Q1 + · · ·+Qr.
3. Пусть: e1,1, . . . , e1,N1 , . . . , er,1, . . . , er,Nr

— линейно независимые векторы простран-
ства L; Qk = L(ek,1, . . . , ek,Nk

) при k = 1, r. Тогда Q1, . . . , Qr — линейно независимые
подпространства.
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Доказательство.

1. Пусть: k = 1, r, m = 1, Nk. Так как Q1, . . . , Qr — подпространства пространства L,
то Qk ⊆ Q1 + · · ·+Qr. Так как xk,m ∈ Qk, то xk,m ∈ Q1 + · · ·+Qr.

Пусть: αk,m ∈ K при: k = 1, r, m = 1, Nk;
∑

k=1,r,
m=1,Nk

αk,mxk,m = θ. Тогда
r
∑

k=1

Nk
∑

m=1

αk,mxk,m =

θ. Пусть k = 1, r. Так как: Qk — подпространство пространства L, xk,m ∈ Qk при

m = 1, Nk, то
Nk
∑

m=1

αk,mxk,m ∈ Qk. Так как Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпро-

странства, то:
Nk
∑

m=1

αk,mxk,m = θ при k = 1, r. Пусть k = 1, r. Так как:
Nk
∑

m=1

αk,mxk,m = θ,

xk,1, . . . , xk,Nk
— линейно независимые векторы, то: αk,m = 0 при m = 1, Nk. Итак,

x1,1, . . . , x1,N1 , . . . , xr,1, . . . , xr,Nr
— линейно независимые векторы.

2. Пусть k = 1, r. Так как (ek,1, . . . , ek,Nk
) — базис подпространства Qk, то Qk =

L(ek,1, . . . , ek,Nk
). Тогда:

Q1 + · · ·+Qr = L(e1,1, . . . , e1,N1) + · · ·+ L(er,1, . . . , er,Nr
) =

= L(e1,1, . . . , e1,N1 , . . . , er,1, . . . , er,Nr
).

Так как: Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства пространства L;
ek,1, . . . , ek,Nk

— линейно независимые векторы подпространства Qk при k =
1, r, то e1,1, . . . , e1,N1 , . . . , er,1, . . . , er,Nr

— линейно независимые векторы. Тогда
(e1,1, . . . , e1,N1 , . . . , er,1, . . . , er,Nr

) — базис подпространства Q1 + · · ·+Qr.

3. Пусть: xk ∈ Qk при k = 1, r;
r
∑

k=1

xk = θ. Пусть k = 1, r. Так как: Qk = L(ek,1, . . . , ek,Nk
),

xk ∈ Qk, то существуют числа αk,1, . . . , αk,Nk ∈ K, удовлетворяющие условию xk =
Nk
∑

m=1

αk,mek,m. Так как
r
∑

k=1

xk = θ, то
r
∑

k=1

Nk
∑

m=1

αk,mek,m = θ. Тогда
∑

k=1,r,
m=1,Nk

αk,mek,m = θ. Так как

e1,1, . . . , e1,N1 , . . . , er,1, . . . , er,Nr
— линейно независимые векторы, то: αk,m = 0 при: k = 1, r,

m = 1, Nk. Тогда: xk =
Nk
∑

m=1

αk,mek,m = θ при k = 1, r. Итак, Q1, . . . , Qr — линейно незави-

симые подпространства.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,
Q1, . . . , Qr — подпространства пространства L, dim(Qk) ∈ N при k = 1, r.

1. Пусть Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства. Тогда dim(Q1 + · · · +
Qr) = dim(Q1) + · · ·+ dim(Qr).

2. Пусть dim(Q1 + · · · + Qr) = dim(Q1) + · · · + dim(Qr). Тогда Q1, . . . , Qr — линейно
независимые подпространства.

Доказательство. Пусть k = 1, r. Обозначим, Nk = dim(Qk). Тогда Nk ∈ N. Так как:
Nk ∈ N, dim(Qk) = Nk, то существуют векторы ek,1, . . . , ek,Nk

, удовлетворяющие условию:
(ek,1, . . . , ek,Nk

) — базис подпространства Qk. Тогда Qk = L(ek,1, . . . , ek,Nk
).

1. Так как: Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства, (ek,1, . . . , ek,Nk
) — базис

подпространства Qk при k = 1, r, то (e1,1, . . . , e1,N1 , . . . , er,1, . . . , er,Nr
) — базис подпростран-

ства Q1 + · · ·+Qr. Тогда dim(Q1 + · · ·+Qr) = N1 + · · ·+Nr.
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2. Предположим, что e1,1, . . . , e1,N1 , . . . , er,1, . . . , er,Nr
— линейно зависимые векторы. То-

гда:

dim(Q1 + · · ·+Qr) = dim
(

L(e1,1, . . . , e1,N1) + · · ·+ L(er,1, . . . , er,Nr
)
)

=

= dim
(

L(e1,1, . . . , e1,N1 , . . . , er,1, . . . , er,Nr
)
)

= rank
(

{e1,1, . . . , e1,N1 , . . . , er,1, . . . , er,Nr
}
)

<

< N1 + · · ·+Nr

(что противоречит утверждению dim(Q1 + · · · + Qr) = N1 + · · · + Nr). Итак,
e1,1, . . . , e1,N1 , . . . , er,1, . . . , er,Nr

— линейно независимые векторы. Так как: Qk =
L(ek,1, . . . , ek,Nk

) при k = 1, r, то Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,
Q1, . . . , Qr — подпространства пространства L.

1. Пусть Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства. Тогда dim(Q1 + · · · +
Qr) = dim(Q1) + · · ·+ dim(Qr).

2. Пусть: dim(Q1 + · · · + Qr) = dim(Q1) + · · · + dim(Qr), dim(Qk) 6= +∞ при k = 1, r.
Тогда Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства.

Доказательство.
1. Пусть k = 1, r. Обозначим, Nk = dim(Qk). Тогда Nk ∈ Z+.

Пусть ∀k = 1, r(Nk = 0). Так как: ∀k = 1, r(Nk = 0), ∀k = 1, r
(

dim(Qk) = Nk

)

, то
∀k = 1, r(Qk = {θ}). Тогда:

dim(Q1 + · · ·+Qr) = dim
(

{θ}
)

= 0 = N1 + · · ·+Nr.

Пусть ∃k = 1, r(Nk = +∞). Так как: ∃k = 1, r(Nk = +∞), ∀k = 1, r
(

dim(Qk) = Nk

)

,
то dim(Q1 + · · ·+Qr) = +∞. Тогда:

dim(Q1 + · · ·+Qr) = +∞ = N1 + · · ·+Nr.

Пусть: ∃k = 1, r(Nk 6= 0), ∀k = 1, r(Nk 6= +∞). Тогда существует число r0 =
1, r, существуют числа k1, . . . , kr0 = 1, r, удовлетворяющие условиям: k1 < · · · < kr0 ,
Nk1 , . . . , Nkr0

6= 0, Nk1 , . . . , Nkr0
6= +∞, Nk = 0 при: k = 1, r, k /∈ {k1, . . . , kr0}. Следо-

вательно: r0 = 1, r, k1, . . . , kr0 = 1, r, k1 < · · · < kr0 , Nk1 , . . . , Nkr0
∈ N, Nk = 0 при: k = 1, r,

k /∈ {k1, . . . , kr0}.
Так как Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства, то Qk1 , . . . , Qkr0

— ли-
нейно независимые подпространства. Так как: Qk1 , . . . , Qkr0

— линейно независимые под-
пространства, Nk1 , . . . , Nkr0

∈ N, dim(Qk1) = Nk1 , . . . , dim(Qkr0
) = Nkr0

, то dim(Qk1 + · · ·+
Qkr0

) = Nk1 + · · ·+Nkr0
. Так как: Nk = 0, dim(Qk) = Nk при: k = 1, r, k /∈ {k1, . . . , kr0}, то:

Qk = {θ} при: k = 1, r, k /∈ {k1, . . . , kr0}. Тогда:

dim(Q1 + · · ·+Qr) = dim(Qk1 + · · ·+Qkr0
) = Nk1 + · · ·+Nkr0

= N1 + · · ·+Nr.

2. Пусть k = 1, r. Обозначим, Nk = dim(Qk). Тогда Nk ∈ Z+.
Пусть ∀k = 1, r(Nk = 0). Так как: ∀k = 1, r(Nk = 0), ∀k = 1, r

(

dim(Qk) = Nk

)

, то
∀k = 1, r

(

Qk = {θ}
)

. Тогда Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства.
Пусть ∃k = 1, r(Nk 6= 0). Тогда существует число r0 = 1, r, существуют числа

k1, . . . , kr0 = 1, r, удовлетворяющие условиям: k1 < · · · < kr0 , Nk1 , . . . , Nkr0
6= 0, Nk = 0

при: k = 1, r, k /∈ {k1, . . . , kr0}. Следовательно: r0 = 1, r, k1, . . . , kr0 = 1, r, k1 < · · · < kr0 ,
Nk1 , . . . , Nkr0

∈ N, Nk = 0 при: k = 1, r, k /∈ {k1, . . . , kr0}.
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Так как: Nk = 0, dim(Qk) = Nk при: k = 1, r, k /∈ {k1, . . . , kr0}, то: Qk = {θ} при:
k = 1, r, k /∈ {k1, . . . , kr0}. Так как dim(Q1 + · · ·+Qr) = N1 + · · ·+Nr, то:

dim(Qk1 + · · ·+Qkr0
) = dim(Q1 + · · ·+Qr) = N1 + · · ·+Nr = Nk1 + · · ·+Nkr0

.

Так как: dim(Qk1 + · · · + Qkr0
) = Nk1 + · · · + Nkr0

, Nk1 , . . . , Nkr0
∈ N, dim(Qk1) = Nk1 , . . . ,

dim(Qkr0
) = Nkr0

, то Qk1 , . . . , Qkr0
— линейно независимые подпространства. Так как: Qk =

{θ} при: k = 1, r, k /∈ {k1, . . . , kr0}, то Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства.

7.4. Линейное дополнение одного подпространства до другого

Определение (линейное дополнение одного подпространства до другого). Пусть: K ∈
{C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q1, Q2 — подпространства простран-
ства L. Будем говорить, что D — линейное дополнение подпространства Q1 до подпро-
странства Q2, если:

D — подпространство пространства L,

Q2 = Q1 +D,

Q1, D — линейно независимые подпространства.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q1, Q2 —
подпространства пространства L. Пусть D — линейное дополнение подпространства Q1

до подпространства Q2. Тогда: D — подпространство пространства L, Q2 = Q1 + D; Q1,
D — линейно независимые подпространства.

Так как: Q1, D — подпространства пространства L, Q2 = Q1 +D, то Q1, D ⊆ Q2.
Так как Q1, D — линейно независимые подпространства, то Q1 ∩D = {θ}.
Так как: Q2 = Q1 +D; Q1, D — линейно независимые подпространства, то dim(Q2) =

dim(Q1) + dim(D).
Очевидно, Q1 — линейное дополнение подпространства D до подпространства Q2.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q1,
Q2 — подпространства пространства L, Q1 ⊆ Q2, dim(Q2) 6= +∞. Тогда существует
линейное дополнение D подпространства Q1 до подпространства Q2.

Доказательство. Обозначим: N1 = dim(Q1), N2 = dim(Q2). Тогда: N1, N2 ∈ Z+, N1 6 N2.
Пусть N1 = 0. Так как: N1 = 0, dim(Q1) = N1, то Q1 = {θ}. Обозначим, D = Q2. Тогда:

D — подпространство пространства L, Q1 +D = {θ} + Q2 = Q2. Так как: Q1 = {θ}, D —
подпространство пространства L, то Q1, D — линейно независимые подпространства.

Пусть N1 = N2. Так как: Q1, Q2 — подпространства пространства L, Q1 ⊆ Q2,
dim(Q1) = N1, dim(Q2) = N2, N1 = N2, N2 6= +∞, то Q1 = Q2. Обозначим, D = {θ}.
Тогда: D — подпространство пространства L, Q1 + D = Q2 + {θ} = Q2. Так как: Q1 —
подпространство пространства L, D = {θ}, то Q1, D — линейно независимые подпростран-
ства.

Пусть: N1 6= 0, N1 6= N2. Тогда: N1, N2 ∈ N, N1 < N2. Так как: N1 ∈ N, dim(Q1) =
N1, то существуют векторы e1, . . . , eN1 , удовлетворяющие условию: (e1, . . . , eN1) — базис
подпространства Q1. Тогда Q1 = L(e1, . . . , eN1). Так как: N1, N2 ∈ N, dim(Q1) = N1,
dim(Q2) = N2, Q1 ⊆ Q2, (e1, . . . , eN1) — базис подпространства Q1, N1 < N2, то существуют
векторы eN1+1, . . . , eN2 , удовлетворяющие условию: (e1, . . . , eN2) — базис подпространства
Q2. Тогда Q2 = L(e1, . . . , eN2). Обозначим, D = L(eN1+1, . . . , eN2). Тогда:

D — подпространство пространства L,



7.4. Линейное дополнение одного подпространства до другого 69

Q1 +D = L(e1, . . . , eN1) + L(eN1+1, . . . , eN2) = L(e1, . . . , eN2) = Q2.

Так как: e1, . . . , eN2 — линейно независимые векторы, Q1 = L(e1, . . . , eN1), D =
L(eN1+1, . . . , eN2), то Q1, D — линейно независимые подпространства.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q1,
Q2 — подпространства пространства L.

Пусть D — линейное дополнение подпространства Q1 ∩ Q2 до подпространства Q2.
Тогда D — линейное дополнение подпространства Q1 до подпространства Q1 +Q2.

Доказательство. Так как Q1, Q2 — подпространства пространства L, то Q1 ∩ Q2 — под-
пространство пространства L. Тогда Q1 ∩Q2 6= ∅.

Так как D — линейное дополнение подпространства Q1 ∩ Q2 до подпространства Q2,
то: D — подпространство пространства L, Q2 = Q1 ∩ Q2 + D; Q1 ∩ Q2, D — линейно
независимые подпространства.

Так как D — линейное дополнение подпространства Q1 ∩ Q2 до подпространства Q2,
то: D ⊆ Q2, (Q1 ∩Q2) ∩D = {θ}.

Так как: Q1 — подпространство пространства L, Q1 ∩ Q2 ⊆ Q1, Q1 ∩ Q2 6= ∅, то
Q1 +Q1 ∩Q2 = Q1. Тогда:

Q1 +Q2 = Q1 + (Q1 ∩Q2 +D) = (Q1 +Q1 ∩Q2) +D = Q1 +D.

Так как D ⊆ Q2, то Q2 ∩D = D. Тогда:

Q1 ∩D = Q1 ∩ (Q2 ∩D) = (Q1 ∩Q2) ∩D = {θ}.

Следовательно, Q1, D — линейно независимые подпространства. Итак, D — линейное
дополнение подпространства Q1 до подпространства Q1 +Q2.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q1,
Q2 — подпространства пространства L, dim(Q2) 6= +∞. Тогда dim(Q1+Q2) = dim(Q1)+
dim(Q2)− dim(Q1 ∩Q2).

Доказательство. Так как: Q1 ∩ Q2, Q2 — подпространства пространства L, Q1 ∩ Q2 ⊆
Q2, dim(Q2) 6= +∞, то существует линейное дополнение D подпространства Q1 ∩ Q2 до
подпространства Q2. Тогда dim(Q2) = dim(Q1 ∩ Q2) + dim(D). Следовательно, dim(D) =
dim(Q2)− dim(Q1 ∩Q2).

Так как D — линейное дополнение подпространства Q1 ∩ Q2 до подпространства Q2,
то D — линейное дополнение подпространства Q1 до подпространства Q1 + Q2. Тогда
dim(Q1 + Q2) = dim(Q1) + dim(D). Следовательно, dim(Q1 + Q2) = dim(Q1) + dim(Q2) −
dim(Q1 ∩Q2).
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Лекция 8. Общие сведения о линейных операторах и изо-

морфизмах (2-й семестр)

8.1. Линейный оператор и изоморфизм

Замечание. Пусть λ ∈ C. Обозначим, λ = Re(λ)− i Im(λ). Очевидно, λ ∈ C.
Пусть λ ∈ R. Обозначим, λ = λ. Очевидно, λ ∈ R.
Пусть λ ∈ Q. Обозначим, λ = λ. Очевидно, λ ∈ Q.

Определение (линейный оператор). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства
над полем K; A : L1 → L2. Будем говорить, что A — линейный оператор, если:

1. D(A) — подпространство пространства L1;
2. A(x+ y) = A(x) + A(y) при x, y ∈ D(A);
3. A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K, x ∈ D(A).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K;
A : L1 =⇒ L2.

Пусть A — линейный оператор. Тогда: A(x+y) = A(x)+A(y) при x, y ∈ D(A); A(λx) =
λA(x) при: λ ∈ K, x ∈ D(A). Так как D(A) = L1, то: A(x+ y) = A(x) +A(y) при x, y ∈ L1;
A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K, x ∈ L1.

Пусть: A(x + y) = A(x) + A(y) при x, y ∈ L1; A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K, x ∈ L1. Так
как D(A) = L1, то: D(A) — подпространство пространства L1, A(x+ y) = A(x) +A(y) при
x, y ∈ D(A); A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K, x ∈ D(A). Тогда A — линейный оператор.

Определение (полулинейный оператор). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные про-
странства над полем K; A : L1 → L2. Будем говорить, что A — полулинейный оператор,
если:

1. D(A) — подпространство пространства L1;
2. A(x+ y) = A(x) + A(y) при x, y ∈ D(A);
3. A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K, x ∈ D(A).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K;
A : L1 =⇒ L2.

Пусть A — полулинейный оператор. Тогда: A(x + y) = A(x) + A(y) при x, y ∈ D(A);
A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K, x ∈ D(A). Так как D(A) = L1, то: A(x + y) = A(x) + A(y) при
x, y ∈ L1; A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K, x ∈ L1.

Пусть: A(x + y) = A(x) + A(y) при x, y ∈ L1; A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K, x ∈ L1. Так
как D(A) = L1, то: D(A) — подпространство пространства L1, A(x+ y) = A(x) +A(y) при
x, y ∈ D(A); A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K, x ∈ D(A). Тогда A — полулинейный оператор.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K.
1. Обозначим через lin(L1, L2) множество всех функций A, удовлетворяющих условиям:

A : L1 → L2, A — линейный оператор.
2. Обозначим через Lin(L1, L2) множество всех функций A, удовлетворяющих услови-

ям: A : L1 =⇒ L2, A — линейный оператор.
3. Будем говорить, что A — изоморфизм пространства L1 на пространство L2, если:

A — обратимая функция, D(A) = L1, R(A) = L2, A(x + y) = A(x) + A(y) при x, y ∈ L1;
A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K, x ∈ L1.

4. Будем писать L1

A≈ L2, если A — изоморфизм пространства L1 на пространство L2.

Утверждение L1
A≈ L2 можно читать: «пространство L1 изоморфно пространству L2 отно-

сительно функции A».
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5. Будем писать L1 ≈ L2 если ∃A(L1
A≈ L2). Утверждение L1 ≈ L2 читается: «простран-

ство L1 изоморфно пространству L2».

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K.
1. Пусть A ∈ Lin(L1, L2). Тогда: A ∈ lin(L1, L2), D(A) = L1.

Пусть: A ∈ lin(L1, L2), D(A) = L1. Тогда A ∈ Lin(L1, L2).

2. Пусть L1
A≈ L2. Тогда: A ∈ lin(L1, L2), D(A) = L1, R(A) = L2, A — обратимый

оператор.
Пусть: A ∈ lin(L1, L2), D(A) = L1, R(A) = L2, A — обратимый оператор. Тогда

L1
A≈ L2.

3. Пусть L1

A≈ L2. Тогда: A ∈ Lin(L1, L2), R(A) = L2, A — обратимый оператор.

Пусть: A ∈ Lin(L1, L2), R(A) = L2, A — обратимый оператор. Тогда L1

A≈ L2.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K.
Тогда Lin(L1, L2) — подпространство пространства Fun(L1, L2).

Доказательство.
1. Очевидно, Lin(L1, L2) ⊆ Fun(L1, L2).
2. Пусть Θ — нулевой элемент пространства Fun(L1, L2). Докажем, что Θ ∈ Lin(L1, L2).

Очевидно, Θ: L1 =⇒ L2.
Пусть x, y ∈ L1. Тогда:

Θ(x+ y) = θ2 = θ2 + θ2 = Θ(x) + Θ(y).

Пусть: λ ∈ K, x ∈ L1. Тогда:

Θ(λx) = θ2 = λθ2 = λΘ(x).

3. Пусть A, B ∈ Lin(L1, L2). Докажем, что A+B ∈ Lin(L1, L2). Очевидно, A+B : L1 =⇒
L2.

Пусть x, y ∈ L1. Тогда:

(A+ B)(x+ y) = A(x+ y) + B(x+ y) =
(

A(x) + A(y)
)

+
(

B(x) + B(y)
)

=

=
(

A(x) +B(x)
)

+
(

A(y) +B(y)
)

= (A+B)(x) + (A+ B)(y).

Пусть: λ ∈ K, x ∈ L1. Тогда:

(A+B)(λx) = A(λx) + B(λx) = λA(x) + λB(x) = λ
(

A(x) + B(x)
)

= λ(A+ B)(x).

4. Пусть: α ∈ K, A ∈ Lin(L1, L2). Докажем, что αA ∈ Lin(L1, L2). Очевидно, αA : L1 =⇒
L2.

Пусть x, y ∈ L1. Тогда:

(αA)(x+ y) = αA(x+ y) = α
(

A(x) + A(y)
)

= αA(x) + αA(y) = (αA)(x) + (αA)(y).

Пусть: β ∈ K, x ∈ L1. Тогда:

(αA)(βx) = αA(βx) = α
(

βA(x)
)

= β
(

αA(x)
)

= β(αA)(x).

Замечание (примеры линейных операторов). Пусть K ∈ {C,R,Q}.
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1. Пусть L — линейное пространство над полем K. Обозначим: I(x) = x при x ∈ L.

Докажем, что L
I≈ L. Очевидно: I — обратимая функция, D(I) = L, R(I) = L.

Пусть x, y ∈ L. Тогда: I(x+ y) = x+ y = I(x) + I(y).
Пусть: λ ∈ K, x ∈ L. Тогда: I(λx) = λx = λI(x).

2. Пусть: L — линейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; e — базис

пространства L. Обозначим: he(x) = [x](e) при x ∈ L. Докажем, что L
he≈ KN . Очевидно:

he — обратимая функция, D(he) = L, R(he) = KN .
Пусть x, y ∈ L. Тогда: he(x+ y) = [x+ y](e) = [x](e) + [y](e) = he(x) + he(y).
Пусть: λ ∈ K, x ∈ L. Тогда: he(λx) = [λx](e) = λ[x](e) = λhe(x).
Очевидно: h−1

e (x̃) = x̃kek при x̃ ∈ KN .
3. Пусть: N1, N2 ∈ N, A ∈ KN2×N1 . Обозначим: Â(x) = Ax при x ∈ KN1 . Будем говорить,

что Â — оператор умножения на матрицу A. Докажем, что Â ∈ Lin(KN1 ,KN2). Очевидно,
Â : KN1 =⇒ KN2 .

Пусть x, y ∈ KN1 . Тогда: Â(x+ y) = A(x+ y) = Ax+ Ay = Â(x) + Â(y).
Пусть: λ ∈ K, x ∈ KN1 . Тогда: Â(λx) = A(λx) = λ(Ax) = λÂ(x).
Очевидно:

R(Â) =
{

y : ∃x
(

x ∈ KN1 ∧ y = Â(x)
)

}

=
{

y : ∃x(x ∈ KN1 ∧ y = Ax)
}

=

=
{

y : ∃x1 · · · ∃xN1(x1 ∈ K ∧ · · · ∧ xN1 ∈ K ∧ y = xkAk)
}

= L(A1, . . . , AN1).

Тогда:

R(Â) — подпространство пространства KN2 ,

dim
(

R(Â)
)

= dim
(

L(A1, . . . , AN1)
)

= rank(A).

8.2. Простейшие свойства линейных операторов

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K;
A ∈ lin(L1, L2).

1. Справедливы утверждения: θ1 ∈ D(A), A(θ1) = θ2.
2. Пусть Q — подпространство пространства L2. Тогда D(A,Q) — подпространство

пространства L1.
Справедливо утверждение: ker(A) — подпространство пространства L1.

3. Пусть Q — подпространство пространства L1. Тогда A[Q] — подпространство
пространства L2.

Справедливо утверждение: R(A) — подпространство пространства L2.
4. Пусть Q — подпространство пространства L1. Тогда: A|Q ∈ lin(L1, L2), ker(A|Q) =

Q ∩ ker(A).
5. Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ D(A), x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы. Тогда

A(x1), . . . , A(xr) — линейно зависимые векторы.
6. Пусть Q ⊆ L1. Тогда rank

(

A[Q]
)

6 rank(Q).
Пусть Q — подпространство пространства L1. Тогда dim

(

A[Q]
)

6 dim(Q).
Справедливо утверждение: dim

(

R(A)
)

6 dim
(

D(A)
)

.

Доказательство.
1. Так как D(A) — подпространство пространства L1, то θ1 ∈ D(A). Очевидно: A(θ1) =

A(0θ1) = 0A(θ1) = θ2.
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2. Пусть Q — подпространство пространства L2. Очевидно: D(A,Q) ⊆ D(A) ⊆ L1.
Так как Q — подпространство пространства L2, то: θ1 ∈ D(A), A(θ1) = θ2 ∈ Q. Тогда
θ1 ∈ D(A,Q).

Пусть x1, x2 ∈ D(A,Q). Тогда: x1 ∈ D(A), A(x1) ∈ Q; x2 ∈ D(A), A(x2) ∈ Q. Следова-
тельно: x1 + x2 ∈ D(A), A(x1 + x2) = A(x1) + A(x2) ∈ Q. Тогда x1 + x2 ∈ D(A,Q).

Пусть: λ ∈ K, x ∈ D(A,Q). Тогда: x ∈ D(A), A(x) ∈ Q. Следовательно: λx ∈ D(A),
A(λx) = λA(x) ∈ Q. Тогда λx ∈ D(A,Q). Итак, D(A,Q) — подпространство простран-
ства L1.

Так как: {θ2} — подпространство пространства L2, ker(A) = D
(

A, {θ2}
)

, то ker(A) —
подпространство пространства L1.

3. Пусть Q — подпространство пространства L1. Очевидно: A[Q] ⊆ R(A) ⊆ L2. Так как
Q — подпространство пространства L1, то: θ1 ∈ Q, θ1 ∈ D(A). Тогда A(θ1) ∈ A[Q].

Пусть y1, y2 ∈ A[Q]. Тогда существуют векторы x1, x2, удовлетворяющие условиям:
x1 ∈ Q, x1 ∈ D(A), y1 = A(x1); x2 ∈ Q, x2 ∈ D(A), y2 = A(x2). Следовательно: x1 + x2 ∈ Q,
x1 + x2 ∈ D(A), y1 + y2 = A(x1) + A(x2) = A(x1 + x2). Тогда y1 + y2 ∈ A[Q].

Пусть: λ ∈ K, y ∈ A[Q]. Тогда существует вектор x, удовлетворяющий условиям:
x ∈ Q, x ∈ D(A), y = A(x). Следовательно: λx ∈ Q, λx ∈ D(A), λy = λA(x) = A(λx). Тогда
λy ∈ A[Q]. Итак, A[Q] — подпространство пространства L2.

Так как: D(A) — подпространство пространства L1, R(A) = A
[

D(A)
]

, то R(A) —
подпространство пространства L2.

4. Так как A : L1 → L2, то A|Q : L1 → L2. Так как: Q, D(A) — подпространства про-
странства L1, D(A|Q) = Q ∩D(A), то D(A|Q) — подпространство пространства L1.

Пусть x, y ∈ D(A|Q). Тогда: A|Q (x+ y) = A(x+ y) = A(x)+A(y) = A|Q (x)+ A|Q (y).
Пусть: λ ∈ K, x ∈ D(A|Q). Тогда: A|Q (λx) = A(λx) = λA(x) = λ A|Q (x). Итак,

A|Q ∈ lin(L1, L2).
Очевидно:

ker(A|Q) =
{

x : x ∈ D(A|Q) ∧ A|Q (x) = θ2
}

=
{

x : x ∈ Q ∧ x ∈ D(A) ∧ A(x) = θ2
}

=

=
{

x : x ∈ Q ∧ x ∈ ker(A)
}

= Q ∩ ker(A).

5. Так как x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы, то существуют числа λ1, . . . , λr ∈
K, удовлетворяющие условиям: λkxk = θ1, ∃k = 1, r(λk 6= 0). Так как λkxk = θ1, то:
λkA(xk) = A(λkxk) = A(θ1) = θ2. Так как ∃k = 1, r(λk 6= 0), то A(x1), . . . , A(xr) — линейно
зависимые векторы.

6. Пусть Q ⊆ L1. Обозначим: r1 = rank(Q), r2 = rank
(

A[Q]
)

. Тогда r1, r2 ∈ Z+. Предпо-

ложим, что r1 < r2. Тогда: r1 ∈ Z+, r2 ∈ N.
Так как: r1 ∈ Z+, r2 ∈ N, rank

(

A[Q]
)

= r2, r1 + 1 6 r2, то существуют векторы
y1, . . . , yr1+1, удовлетворяющие условиям: y1, . . . , yr1+1 ∈ A[Q], y1, . . . , yr1+1 — линейно неза-
висимые векторы. Пусть k = 1, r1 + 1. Так как yk ∈ A[Q], то существует вектор xk, удо-
влетворяющий условиям: xk ∈ Q, xk ∈ D(A), yk = A(xk). Так как: r1 ∈ Z+, rank(Q) = r1,
x1, . . . , xr1+1 ∈ Q, r1 + 1 > r1, то x1, . . . , xr1+1 — линейно зависимые векторы. Так как:
A ∈ lin(L1, L2), x1, . . . , xr1+1 — линейно зависимые векторы, xk ∈ D(A), yk = A(xk) при
k = 1, r1 + 1, то y1, . . . , yr1+1 — линейно зависимые векторы (что противоречит утвержде-
нию: y1, . . . , yr1+1 — линейно независимые векторы). Итак, r2 6 r1.

Пусть Q — подпространство пространства L1. Тогда A[Q] — подпространство про-
странства L2. Так как Q ⊆ L1, то rank

(

A[Q]
)

6 rank(Q). Так как: Q — подпространство
пространства L1, A[Q] — подпространство пространства L2, то dim

(

A[Q]
)

6 dim(Q).
Так как: D(A) — подпространство пространства L1, R(A) = A

[

D(A)
]

, то dim
(

R(A)
)

6
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dim
(

D(A)
)

.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K; A ∈
lin(L1, L2). Обозначим, rank(A) = dim

(

R(A)
)

. Тогда:

rank(A) = dim
(

R(A)
)

6 dim(L2);

rank(A) = dim
(

R(A)
)

6 dim
(

D(A)
)

6 dim(L1).

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2, L3 — линейные пространства над полем K;
A ∈ lin(L1, L2), B ∈ lin(L2, L3). Обозначим, BA = B ◦ A.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2, L3 — линейные пространства над полем K.
Пусть: A ∈ lin(L1, L2), B ∈ lin(L2, L3). Тогда BA ∈ lin(L1, L3).
Пусть: A ∈ Lin(L1, L2), B ∈ Lin(L2, L3). Тогда BA ∈ Lin(L1, L3).

Пусть: L1

A≈ L2, L2

B≈ L3. Тогда L1

BA≈ L3.

Доказательство. Пусть: A ∈ lin(L1, L2), B ∈ lin(L2, L3). Так как: A : L1 → L2, B : L2 → L3,
то BA : L1 → L3. Так как: A ∈ lin(L1, L2), D(B) — подпространство пространства L2,
D(BA) = D

(

A,D(B)
)

, то D(BA) — подпространство пространства L1.
Пусть x1, x2 ∈ D(BA). Тогда:

(BA)(x1 + x2) = B
(

A(x1 + x2)
)

= B(Ax1 + Ax2) = B(Ax1) + B(Ax2) = (BA)x1 + (BA)x2.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ D(A). Тогда:

(BA)(λx) = B
(

A(λx)
)

= B
(

λA(x)
)

= λB(Ax) = λ(BA)(x).

Итак, BA ∈ lin(L1, L3).
Пусть: A ∈ Lin(L1, L2), B ∈ Lin(L2, L3). Так как: A ∈ lin(L1, L2), B ∈ lin(L2, L3), то

BA ∈ lin(L1, L3). Так как R(A) ⊆ D(B), то D(BA) = D(A). Тогда: D(BA) = D(A) = L1.
Итак, BA ∈ Lin(L1, L3).

Пусть: L1

A≈ L2, L2

B≈ L3. Так как: A ∈ Lin(L1, L2), B ∈ Lin(L2, L3), то BA ∈ Lin(L1, L3).
Так как D(B) ⊆ R(A), то R(BA) = R(B). Тогда: R(BA) = R(B) = L3. Так как A, B —

обратимые операторы, то BA — обратимый оператор. Итак, L1

BA≈ L3.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2, L3 — линейные пространства над полем K.
1. Пусть: A ∈ Lin(L1, L2), B1, B2 ∈ Lin(L2, L3). Тогда (B1 +B2)A = B1A+ B2A.
2. Пусть: λ ∈ K, A ∈ Lin(L1, L2), B ∈ Lin(L2, L3). Тогда (λB)A = λ(BA).
3. Пусть: A1, A2 ∈ Lin(L1, L2), B ∈ Lin(L2, L3). Тогда B(A1 + A2) = BA1 + BA2.
4. Пусть: λ ∈ K, A ∈ Lin(L1, L2), B ∈ Lin(L2, L3). Тогда B(λA) = λ(BA).

Доказательство.
1. Пусть x ∈ L1. Тогда:

(

(B1 + B2)A
)

x = (B1 + B2)(Ax) = B1(Ax) +B2(Ax) = (B1A)x+ (B2A)x = (B1A+ B2A)x.

2. Пусть x ∈ L1. Тогда:
(

(λB)A
)

x = (λB)(Ax) = λB(Ax) = λ(BA)(x) =
(

λ(BA)
)

x.

3. Пусть x ∈ L1. Тогда:
(

B(A1 + A2)
)

x = B
(

(A1 + A2)x
)

= B
(

A1x+ A2x
)

= B(A1x) + B(A2x) =

= (BA1)x+ (BA2)x = (BA1 +BA2)x.

4. Пусть x ∈ L1. Тогда:
(

B(λA)
)

x = B
(

(λA)x
)

= B
(

λA(x)
)

= λB(Ax) = λ(BA)(x) =
(

λ(BA)
)

x.
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8.3. Простейшие свойства линейных обратимых операторов

Утверждение (критерий обратимости линейного оператора). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1,
L2 — линейные пространства над полем K; A ∈ lin(L1, L2). Оператор A является обра-
тимым тогда и только тогда, когда ker(A) = {θ1}.

Доказательство. Пусть A — обратимый оператор. Так как: θ1 ∈ D(A), Aθ1 = θ2, то
θ1 ∈ ker(A). Пусть x ∈ ker(A). Тогда: x ∈ D(A), Ax = θ2. С другой стороны: θ1 ∈ D(A),
Aθ1 = θ2. Так как A — обратимый оператор, то x = θ1. Итак, ker(A) = {θ1}.

Пусть ker(A) = {θ1}. Пусть: x1, x2 ∈ D(A), Ax1 = Ax2. Тогда: x1 − x2 ∈ D(A), A(x1 −
x2) = Ax1−Ax2 = θ2. Следовательно, x1−x2 ∈ ker(A). Так как ker(A) = {θ1}, то x1−x2 = θ1.
Тогда x1 = x2. Итак, A — обратимый оператор.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K.
1. Пусть: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор. Тогда: A−1 ∈ lin(L2, L1), A

−1 —
обратимый оператор.

Пусть L1
A≈ L2. Тогда L2

A−1

≈ L1.
2. Пусть: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор, r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ D(A),

x1, . . . , xr — линейно независимые векторы. Тогда Ax1, . . . , Axr — линейно независимые
векторы.

3. Пусть: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор, Q ⊆ D(A). Тогда rank
(

A[Q]
)

=
rank(Q).

Пусть: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор, Q ⊆ D(A), Q — подпространство
пространства L1. Тогда dim

(

A[Q]
)

= dim(Q).
Пусть: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор. Тогда dim

(

R(A)
)

= dim
(

D(A)
)

.

Пусть L1
A≈ L2. Тогда dim(L1) = dim(L2).

Доказательство.
1. Пусть: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор. Так как A : L1 → L2, то A−1 : L2 →

L1. Так как: R(A) — подпространство пространства L2, D(A−1) = R(A), то D(A−1) —
подпространство пространства L2.

Пусть y1, y2 ∈ R(A). Тогда:

A−1(y1 + y2) = A−1
(

A(A−1y1) + A(A−1y2)
)

= A−1
(

A(A−1y1 + A−1y2)
)

= A−1y1 + A−1y2.

Пусть: λ ∈ K, y ∈ R(A). Тогда:

A−1(λy) = A−1
(

λA(A−1y)
)

= A−1
(

A
(

λA−1(y)
)

)

= λA−1(y).

Итак, A−1 ∈ lin(L2, L1). Очевидно, A−1 — обратимый оператор.

Пусть L1
A≈ L2. Так как: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор, то: A−1 ∈

lin(L2, L1), A
−1 — обратимый оператор. Очевидно: D(A−1) = R(A) = L2, R(A

−1) = D(A) =

L1. Итак, L2

A−1

≈ L1.
2. Предположим, что Ax1, . . . , Axr — линейно зависимые векторы. Пусть k = 1, r. Так

как xk ∈ D(A), то: Axk ∈ R(A), xk = A−1(Axk). Так как: A−1 ∈ lin(L2, L1), Ax1, . . . , Axr —
линейно зависимые векторы, то x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы (что противоре-
чит условию). Итак, Ax1, . . . , Axr — линейно независимые векторы.
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3. Пусть: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор, Q ⊆ D(A). Так как: A ∈ lin(L1, L2),
Q ⊆ D(A) ⊆ L1, то rank

(

A[Q]
)

6 rank(Q). Очевидно: A[Q] ⊆ R(A) ⊆ L2, A
−1
[

A[Q]
]

=
(A−1A)[Q] = I1|D(A) [Q] = Q∩D(A). Так как Q ⊆ D(A), то: A[Q] ⊆ L2, A

−1
[

A[Q]
]

= Q. Так

как A−1 ∈ lin(L2, L1), то rank(Q) 6 rank
(

A[Q]
)

. Итак, rank
(

A[Q]
)

= rank(Q).
Пусть: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор, Q ⊆ D(A), Q — подпространство

пространства L1. Так как: A ∈ lin(L1, L2),Q— подпространство пространства L1, то A[Q] —
подпространство пространства L2. Так как: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор,
Q ⊆ D(A), то rank

(

A[Q]
)

= rank(Q). Так как: Q — подпространство пространства L1,
A[Q] — подпространство пространства L2, то dim

(

A[Q]
)

= dim(Q).
Пусть: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор. Так как: D(A) ⊆ D(A), D(A) —

подпространство пространства L1, R(A) = A
[

D(A)
]

, то dim
(

R(A)
)

= dim
(

D(A)
)

.

Пусть L1
A≈ L2. Так как: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор, то dim

(

R(A)
)

=
dim

(

D(A)
)

. Тогда: dim(L1) = dim
(

D(A)
)

= dim
(

R(A)
)

= dim(L2).

Теорема. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K;
dim(L1) = dim(L2), dim(L2) 6= +∞. Тогда L1 ≈ L2.

Доказательство. Обозначим, N = dim(L2). Тогда: N ∈ Z+, dim(L1) = N .
Пусть N = 0. Так как dim(L1), dim(L2) = N , то: L1 = {θ1}, L2 = {θ2}. Обозначим,

A(θ1) = θ2. Тогда L1

A≈ L2.
Пусть N 6= 0. Тогда N ∈ N. Так как dim(L1), dim(L2) = N , то существуют векторы

e1, . . . , eN , f1, . . . , fN , удовлетворяющие условиям: (e1, . . . , eN) — базис пространства L1,

(f1, . . . , fN) — базис пространства L2. Тогда: L1
he≈ KN , L2

hf≈ KN . Следовательно: L1
he≈ KN ,

KN
h−1
f≈ L2. Тогда L1

h−1
f

he

≈ L2.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K, N ∈ N,
dim(L1), dim(L2) = N ; e — базис пространства L1, f — базис пространства L2. Пусть
x ∈ L1. Тогда (h−1

f he)(x) = [x]k(e)fk.

8.4. Первая теорема Фредгольма

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K;
A ∈ lin(L1, L2), dim

(

D(A)
)

6= +∞. Тогда dim
(

R(A)
)

= dim
(

D(A)
)

− dim
(

ker(A)
)

.

Доказательство. Так как: ker(A) ⊆ D(A), dim
(

D(A)
)

6= +∞, то dim
(

ker(A)
)

6= +∞.
Так как: ker(A) ⊆ D(A), dim

(

D(A)
)

6= +∞, то существует линейное дополнение Q
подпространства ker(A) до подпространства D(A). Тогда: Q ⊆ D(A), ker(A) ∩ Q = {θ1},
dim

(

D(A)
)

= dim
(

ker(A)
)

+ dim(Q). Так как dim
(

D(A)
)

= dim
(

ker(A)
)

+ dim(Q), то
dim(Q) = dim

(

D(A)
)

− dim
(

ker(A)
)

.
Рассмотрим оператор A|Q. Очевидно: A|Q ∈ lin(L1, L2), D(A|Q) = Q ∩ D(A) = Q,

ker(A|Q) = Q ∩ ker(A) = {θ1}. Так как: A|Q ∈ lin(L1, L2), ker(A|Q) = {θ1}, то: A|Q ∈
lin(L1, L2), A|Q — обратимый оператор. Тогда dim

(

R(A|Q)
)

= dim
(

D(A|Q)
)

. Следователь-

но: dim
(

R(A|Q)
)

= dim
(

D(A|Q)
)

= dim(Q) = dim
(

D(A)
)

− dim
(

ker(A)
)

.
Очевидно: R(A|Q) = A[Q] ⊆ R(A). Пусть y ∈ R(A). Тогда существует вектор x, удо-

влетворяющий условиям: x ∈ D(A), y = Ax. Так как: x ∈ D(A), D(A) = ker(A) + Q, то
существуют векторы x1, x2, удовлетворяющие условиям: x1 ∈ ker(A), x2 ∈ Q, x = x1 + x2.
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Тогда: y = Ax = A(x1 + x2) = Ax1 + Ax2 = θ2 + A|Q x2 = A|Q x2 ∈ R(A|Q). Следо-

вательно, R(A) ⊆ R(A|Q). Итак, R(A|Q) = R(A). Тогда: dim
(

R(A)
)

= dim
(

R(A|Q)
)

=

dim
(

D(A)
)

− dim
(

ker(A)
)

.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K; A ∈
lin(L1, L1), dim

(

D(A)
)

6= +∞. Тогда:

rank(A) = dim
(

R(A)
)

= dim
(

D(A)
)

− dim
(

ker(A)
)

.

Теорема (1-я теорема Фредгольма). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные про-
странства над полем K, dim(L1) = dim(L2), dim(L2) 6= +∞; A ∈ Lin(L1, L2). Тогда
R(A) = L2 ⇐⇒ ker(A) = {θ1}.

Доказательство. Пусть R(A) = L2. Тогда: dim
(

R(A)
)

= dim(L2) = dim(L1) = dim
(

D(A)
)

.
Так как: A ∈ lin(L1, L2), dim

(

D(A)
)

6= +∞, то dim
(

R(A)
)

= dim
(

D(A)
)

− dim
(

ker(A)
)

.
Тогда dim

(

ker(A)
)

= dim
(

D(A)
)

− dim
(

R(A)
)

. Так как dim
(

R(A)
)

= dim
(

D(A)
)

, то
dim

(

ker(A)
)

= 0. Тогда ker(A) = {θ1}.
Пусть ker(A) = {θ1}. Так как A ∈ lin(L1, L2), то: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый

оператор. Тогда dim
(

R(A)
)

= dim
(

D(A)
)

. Следовательно: dim
(

R(A)
)

= dim
(

D(A)
)

=
dim(L1) = dim(L2). Так как: R(A) — подпространство пространства L2, dim(L2) 6= +∞, то
R(A) = L2.

8.5. Факультативный материал. Операции над частично определён-
ными векторными функциями

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; Q — множество, L — линейное пространство над по-
лем K. Рассмотрим множество fun(Q,L) (напоминание: fun(Q,L) — множество всех функ-
ций ϕ, удовлетворяющих условию ϕ : Q→ L).

Пусть ϕ1, ϕ2 : Q→ L. Обозначим:

(ϕ1 + ϕ2)(x) = ϕ1(x) + ϕ2(x), x ∈ D(ϕ1) ∩D(ϕ2).

Очевидно, ϕ1 + ϕ2 : Q → L. Обозначим: F1(ϕ1, ϕ2) = ϕ1 + ϕ2 при ϕ1, ϕ2 : Q → L. Будем
говорить, что F1 — стандартная операция сложения на множестве fun(Q,L).

Пусть: λ ∈ K, ϕ : Q→ L. Обозначим:

(λϕ)(x) = λϕ(x), x ∈ D(ϕ).

Очевидно, λϕ : Q → L. Обозначим: F2(λ, ϕ) = λϕ при: λ ∈ K, ϕ : Q → L. Будем говорить,
что F2 — стандартная операция умножения на множестве fun(Q,L).

Обозначим:

Θ(x) = θ, x ∈ Q.

Очевидно, Θ: Q =⇒ L. Будем говорить, что Θ — стандартный нулевой элемент множе-
ства fun(Q,L).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; Q — множество, L — линейное пространство
над полем K.

1. Пусть ϕ1, ϕ2 : Q→ L. Тогда ϕ1 + ϕ2 = ϕ2 + ϕ1.
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2. Пусть ϕ1, ϕ2, ϕ3 : Q→ L. Тогда (ϕ1 + ϕ2) + ϕ3 = ϕ1 + (ϕ2 + ϕ3).
3. Пусть ϕ : Q→ L. Тогда ϕ+Θ = ϕ.
4. Пусть ϕ : Q→ L. Тогда ϕ+ (−1)ϕ = Θ|D(ϕ).
5. Пусть: α, β ∈ K, ϕ : Q→ L. Тогда (αβ)ϕ = α(βϕ).
6. Пусть ϕ : Q→ L. Тогда 1ϕ = ϕ.
7. Пусть: α, β ∈ K, ϕ : Q→ L. Тогда (α + β)ϕ = αϕ+ βϕ.
8. Пусть: λ ∈ K, ϕ1, ϕ2 : Q→ L. Тогда λ(ϕ1 + ϕ2) = λϕ1 + λϕ2.

Доказательство.
1. Очевидно:

D(ϕ1 + ϕ2) = D(ϕ1) ∩D(ϕ2) = D(ϕ2) ∩D(ϕ1) = D(ϕ2 + ϕ1).

Пусть x ∈ D(ϕ1 + ϕ2). Тогда:

(ϕ1 + ϕ2)(x) = ϕ1(x) + ϕ2(x) = ϕ2(x) + ϕ1(x) = (ϕ2 + ϕ1)(x).

Следовательно, ϕ1 + ϕ2 = ϕ2 + ϕ1.
2. Очевидно:

D
(

(ϕ1 + ϕ2) + ϕ3

)

=
(

D(ϕ1) ∩D(ϕ2)
)

∩D(ϕ3) = D(ϕ1) ∩
(

D(ϕ2) ∩D(ϕ3)
)

=

= D
(

ϕ1 + (ϕ2 + ϕ3)
)

.

Пусть x ∈ D
(

(ϕ1 + ϕ2) + ϕ3

)

. Тогда:
(

(ϕ1 + ϕ2) + ϕ3

)

(x) =
(

ϕ1(x) + ϕ2(x)
)

+ ϕ3(x) = ϕ1(x) +
(

ϕ2(x) + ϕ3(x)
)

=

=
(

ϕ1 + (ϕ2 + ϕ3)
)

(x).

Следовательно, (ϕ1 + ϕ2) + ϕ3 = ϕ1 + (ϕ2 + ϕ3).
3. Очевидно:

D(ϕ+Θ) = D(ϕ) ∩Q = D(ϕ).

Пусть x ∈ D(ϕ+Θ). Тогда:

(ϕ+Θ)(x) = ϕ(x) + Θ(x) = ϕ(x) + θ = ϕ(x).

Следовательно, ϕ+Θ = ϕ.
4. Очевидно:

D
(

ϕ+ (−1)ϕ
)

= D(ϕ) ∩D(ϕ) = D(ϕ) = D(ϕ) ∩Q = D(Θ|D(ϕ)).

Пусть x ∈ D
(

ϕ+ (−1)ϕ
)

. Тогда:
(

ϕ+ (−1)ϕ
)

(x) = ϕ(x) + (−1)ϕ(x) = θ = Θ(x) = Θ|D(ϕ) (x).

Следовательно, ϕ+ (−1)ϕ = Θ|D(ϕ).
5. Очевидно:

D
(

(αβ)ϕ
)

= D(ϕ) = D
(

α(βϕ)
)

.

Пусть x ∈ D
(

(αβ)ϕ
)

. Тогда:
(

(αβ)ϕ
)

(x) = (αβ)ϕ(x) = α
(

βϕ(x)
)

=
(

α(βϕ)
)

(x).

Следовательно, (αβ)ϕ = α(βϕ).
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6. Очевидно, D(1ϕ) = D(ϕ). Пусть x ∈ D(1ϕ). Тогда:

(1ϕ)(x) = 1ϕ(x) = ϕ(x).

Следовательно, 1ϕ = ϕ.
7. Очевидно:

D
(

(α + β)ϕ
)

= D(ϕ) = D(ϕ) ∩D(ϕ) = D(αϕ+ βϕ).

Пусть x ∈ D
(

(α + β)ϕ
)

. Тогда:

(

(α + β)ϕ
)

(x) = (α + β)ϕ(x) = αϕ(x) + βϕ(x) = (αϕ+ βϕ)(x).

Следовательно, (α + β)ϕ = αϕ+ βϕ.
8. Очевидно:

D
(

λ(ϕ1 + ϕ2)
)

= D(ϕ1) ∩D(ϕ2) = D(λϕ1 + λϕ2).

Пусть x ∈ D
(

λ(ϕ1 + ϕ2)
)

. Тогда:

(

λ(ϕ1 + ϕ2)
)

(x) = λ
(

ϕ1(x) + ϕ2(x)
)

= λϕ1(x) + λϕ2(x) = (λϕ1 + λϕ2)(x).

Следовательно, λ(ϕ1 + ϕ2) = λϕ1 + λϕ2.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; Q — множество, L — линейное пространство
над полем K.

1. Пусть ϕ : Q→ L. Тогда 0ϕ = Θ|D(ϕ).
2. Пусть λ ∈ K. Тогда λΘ = Θ.

Доказательство.
1. Очевидно:

D(0ϕ) = D(ϕ) = D(ϕ) ∩Q = D(Θ|D(ϕ)).

Пусть x ∈ D(0ϕ). Тогда:

(0ϕ)(x) = 0ϕ(x) = θ = Θ(x) = Θ|D(ϕ) (x).

Следовательно, 0ϕ = Θ|D(ϕ).
2. Очевидно, D(λΘ) = D(Θ). Пусть x ∈ D(λΘ). Тогда:

(λΘ)(x) = λΘ(x) = λθ = θ = Θ(x).

Следовательно, λΘ = Θ.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K.
1. Справедливо утверждение lin(L1, L2) ⊆ fun(L1, L2).
2. Справедливо утверждение Θ ∈ Lin(L1, L2).
3. Пусть A, B ∈ lin(L1, L2). Тогда A+ B ∈ lin(L1, L2).
4. Пусть: α ∈ K, A ∈ lin(L1, L2). Тогда αA ∈ lin(L1, L2).

Доказательство.
1. Очевидно, lin(L1, L2) ⊆ fun(L1, L2).
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2. Очевидно, Θ: L1 =⇒ L2.
Пусть x, y ∈ L1. Тогда:

Θ(x+ y) = θ2 = θ2 + θ2 = Θ(x) + Θ(y).

Пусть: λ ∈ K, x ∈ L1. Тогда:

Θ(λx) = θ2 = λθ2 = λΘ(x).

3. Очевидно: A + B : L1 → L2, D(A + B) = D(A) ∩ D(B). Так как: D(A), D(B) —
подпространства пространства L1, D(A+B) = D(A)∩D(B), то D(A+B) — подпространство
пространства L1.

Пусть x, y ∈ D(A+ B). Тогда:

(A+ B)(x+ y) = A(x+ y) + B(x+ y) =
(

A(x) + A(y)
)

+
(

B(x) + B(y)
)

=

=
(

A(x) +B(x)
)

+
(

A(y) +B(y)
)

= (A+B)(x) + (A+ B)(y).

Пусть: λ ∈ K, x ∈ D(A+ B). Тогда:

(A+B)(λx) = A(λx) + B(λx) = λA(x) + λB(x) = λ
(

A(x) + B(x)
)

= λ(A+ B)(x).

4. Очевидно: αA : L1 → L2, D(αA) = D(A). Так как: D(A) — подпространство простран-
ства L1, D(αA) = D(A), то D(αA) — подпространство пространства L1.

Пусть x, y ∈ D(αA). Тогда:

(αA)(x+ y) = αA(x+ y) = α
(

A(x) + A(y)
)

= αA(x) + αA(y) = (αA)(x) + (αA)(y).

Пусть: β ∈ K, x ∈ D(αA). Тогда:

(αA)(βx) = αA(βx) = α
(

βA(x)
)

= β
(

αA(x)
)

= β(αA)(x).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2, L3 — линейные пространства над полем K.
1. Пусть: A ∈ lin(L1, L2), B1, B2 ∈ lin(L2, L3). Тогда: (B1 + B2)A = B1A+ B2A.
2. Пусть: λ ∈ K, A ∈ lin(L1, L2), B ∈ lin(L2, L3). Тогда (λB)A = λ(BA).
3. Пусть: A1, A2 ∈ lin(L1, L2), B ∈ lin(L2, L3). Тогда B(A1 + A2)|D(BA1+BA2)

= BA1 +
BA2.

4. Пусть: λ ∈ K, λ 6= 0, A ∈ lin(L1, L2), B ∈ lin(L2, L3). Тогда B(λA) = λ(BA).

Доказательство.
1. Очевидно:

D
(

(B1 + B2)A
)

=
{

x : x ∈ D(A) ∧ Ax ∈ D(B1 + B2)
}

=

=
{

x : x ∈ D(A) ∧
(

Ax ∈ D(B1) ∧ Ax ∈ D(B2)
)

}

=

=
{

x :
(

x ∈ D(A) ∧ Ax ∈ D(B1)
)

∧
(

x ∈ D(A) ∧ Ax ∈ D(B2)
)

}

=

=
{

x : x ∈ D(B1A) ∧ x ∈ D(B2A)
}

= D(B1A+ B2A).

Пусть x ∈ D
(

(B1 + B2)A
)

. Тогда:

(

(B1 + B2)A
)

x = (B1 + B2)(Ax) = B1(Ax) +B2(Ax) = (B1A)x+ (B2A)x = (B1A+ B2A)x.
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2. Очевидно:

D
(

(λB)A
)

=
{

x : x ∈ D(A) ∧ Ax ∈ D(λB)
}

=

=
{

x : x ∈ D(A) ∧ Ax ∈ D(B)
}

= D(BA) = D
(

λ(BA)
)

.

Пусть x ∈ D
(

(λB)A
)

. Тогда:

(

(λB)A
)

x = (λB)(Ax) = λB(Ax) = λ(BA)(x) =
(

λ(BA)
)

x.

3. Пусть x ∈ D(BA1 + BA2). Тогда: x ∈ D(BA1), x ∈ D(BA2). Следовательно: x ∈
D(A1), A1x ∈ D(B), x ∈ D(A2), A2x ∈ D(B). Тогда: x ∈ D(A1), x ∈ D(A2), A1x + A2x ∈
D(B). Следовательно: x ∈ D(A1 + A2), (A1 + A2)x ∈ D(B). Тогда x ∈ D

(

B(A1 + A2)
)

.
Следовательно, D(BA1 + BA2) ⊆ D

(

B(A1 + A2)
)

. Тогда:

D
(

B(A1 + A2)|D(BA1+BA2)

)

= D(BA1 +BA2) ∩D
(

B(A1 + A2)
)

= D(BA1 + BA2).

Пусть x ∈ D(BA1 + BA2). Тогда:

(BA1 + BA2)x = (BA1)x+ (BA2)x = B(A1x) + B(A2x) = B
(

A1x+ A2x
)

=

= B
(

(A1 + A2)x
)

=
(

B(A1 + A2)
)

x = B(A1 + A2)|D(BA1+BA2)
(x).

4. Так как λ 6= 0, то:

D
(

B(λA)
)

=
{

x : x ∈ D(λA) ∧ (λA)x ∈ D(B)
}

=

=
{

x : x ∈ D(A) ∧ λA(x) ∈ D(B)
}

=
{

x : x ∈ D(A) ∧ Ax ∈ D(B)
}

= D(BA) = D
(

λ(BA)
)

.

Пусть x ∈ D
(

B(λA)
)

. Тогда:

(

B(λA)
)

x = B
(

(λA)x
)

= B
(

λA(x)
)

= λB(Ax) = λ(BA)(x) =
(

λ(BA)
)

x.
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Лекция 9. Ранг матрицы (1-й семестр)

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N; A ∈ KN×N , det(A) = 0. Тогда A1, . . . , AN —
линейно зависимые столбцы.

Доказательство. Пусть A = Θ (здесь Θ — нулевой элемент пространства KN×N). То-
гда A1, . . . , AN = θ̃ (здесь θ̃ — нулевой элемент пространства KN). Следовательно,
A1, . . . , AN — линейно зависимые столбцы.

Пусть A 6= Θ. Тогда существует число r = 1, N , существуют числа i1, . . . , ir = 1, N ,
существуют числа j1, . . . , jr = 1, N , удовлетворяющие условиям: i1 < · · · < ir, j1 <

· · · < jr, ∆
j1,...,jr

i1,...,ir
(A) 6= 0, все миноры матрицы A порядка r + 1, окаймляющие минор

∆
j1,...,jr

i1,...,ir
(A), равны нулю (если они существуют). Следовательно, Ai1 , . . . , Air — базис мно-

жества {A1, . . . , AN} длины r. Так как det(A) = 0, то r 6= N . Тогда r < N . Следовательно,
A1, . . . , AN — линейно зависимые столбцы.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1 .
Пусть: r ∈ N, i1, . . . , ir = 1, N1, i1 < · · · < ir, j1, . . . , jr = 1, N2, j1 < · · · < jr, ∆

j1,...,jr
i1,...,ir

(A) 6=
0.

Пусть все миноры матрицы A порядка r + 1, окаймляющие минор ∆j1,...,jr
i1,...,ir

(A), равны
нулю (если они существуют).

Тогда: Ai1 , . . . , Air — базис множества {A1, . . . , AN1} длины r; Aj1 , . . . , Ajr — базис мно-
жества {A1, . . . , AN2} длины r.

Так как Ai1 , . . . , Air — базис множества {A1, . . . , AN1} длины r, то rank
(

{A1, . . . , AN1}
)

=
r. Так как Ai1 , . . . , Air — базис множества {A1, . . . , AN1} длины r, то Ai1 , . . . , Air — базис
подпространства L(A1, . . . AN1) длины r. Тогда dim

(

L(A1, . . . AN1)
)

= r.
Так как Aj1 , . . . , Ajr — базис множества {A1, . . . , AN2} длины r, то

rank
(

{A1, . . . , AN2}
)

= r. Так как Aj1 , . . . , Ajr — базис множества {A1, . . . , AN2}
длины r, то Aj1 , . . . , Ajr — базис подпространства L(A1, . . . , AN2) длины r. Тогда
dim

(

L(A1, . . . , AN2)
)

= r.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1 . Обозначим, rank(A) =
rank

(

{A1, . . . , AN1}
)

. Будем говорить, что rank(A) — ранг матрицы A.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1.
1. Справедливо утверждение: rank(A) = dim

(

L(A1, . . . , AN1)
)

.
2. Справедливо утверждение: rank(A) = rank

(

{A1, . . . , AN2}
)

.
3. Справедливо утверждение: rank(A) = dim

(

L(A1, . . . , AN2)
)

.

4. Пусть: r ∈ N, i1, . . . , ir = 1, N1, i1 < · · · < ir, j1, . . . , jr = 1, N2, j1 < · · · < jr,
∆j1,...,jr

i1,...,ir
(A) 6= 0. Пусть все миноры матрицы A порядка r + 1, окаймляющие минор

∆j1,...,jr
i1,...,ir

(A), равны нулю (если они существуют). Тогда rank(A) = r.

Доказательство.
1. Очевидно: rank(A) = rank

(

{A1, . . . , AN1}
)

= dim
(

L(A1, . . . , AN1)
)

.
2. Пусть A = Θ (здесь Θ — нулевой элемент пространства KN2×N1). Тогда: A1, . . . , AN1 =

θ̃2 (здесь θ̃2 — нулевой элемент пространства KN2×1); A1, . . . , AN2 = θ̃1 (здесь θ̃1 — нулевой
элемент пространства K1×N1). Следовательно:

rank(A) = rank
(

{A1, . . . , AN1}
)

= rank
(

{θ̃2}
)

= 0 = rank
(

{θ̃1}
)

= rank
(

{A1, . . . , AN2}
)

.
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Пусть A 6= Θ. Тогда существует число r ∈ N, существуют числа i1, . . . , ir = 1, N1,
существуют числа j1, . . . , jr = 1, N2, удовлетворяющие условиям: i1 < · · · < ir, j1 <

· · · < jr, ∆
j1,...,jr

i1,...,ir
(A) 6= 0, все миноры матрицы A порядка r + 1, окаймляющие минор

∆
j1,...,jr

i1,...,ir
(A), равны нулю (если они существуют). Следовательно: rank

(

{A1, . . . , AN1}
)

= r,

rank
(

{A1, . . . , AN2}
)

= r. Тогда: rank(A) = rank
(

{A1, . . . , AN1}
)

= r = rank
(

{A1, . . . , AN2}
)

.
3. Очевидно: rank(A) = rank

(

{A1, . . . , AN2}
)

= dim
(

L(A1, . . . , AN2)
)

.
4. Очевидно, rank

(

{A1, . . . , AN1}
)

= r. Тогда: rank(A) = rank
(

{A1, . . . , AN1}
)

= r.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N.
1. Пусть: A1, . . . , AN1 ∈ KN2, σ ∈ SN1. Тогда:

rank(Aσ(1), . . . , Aσ(N1)) = rank(A1, . . . , AN1).

2. Пусть: N1 > 2, k = 1, N1, A1, . . . , AN1 ∈ KN2, X ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1).
Тогда:

rank(A1, . . . , Ak−1, Ak +X,Ak+1, . . . , AN1) = rank(A1, . . . , AN1).

3. Пусть: N1 > 2, k = 1, N1, A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1 ∈ KN2. Тогда:

rank(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1) = rank(A1, . . . , Ak−1, θ̃2, Ak+1, . . . , AN1).

4. Пусть: N1 > 2, k = 1, N1, A1, . . . , AN1 ∈ KN2, Ak ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1).
Тогда:

rank(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1) = rank(A1, . . . , AN1).

5. Пусть: k = 1, N1, λ ∈ K, λ 6= 0, A1, . . . , AN1 ∈ KN2. Тогда:

rank(A1, . . . , Ak−1, λAk, Ak+1, . . . , AN1) = rank(A1, . . . , AN1).

Доказательство.
1. Очевидно:

rank(Aσ(1), . . . , Aσ(N1)) = rank
(

{Aσ(1), . . . , Aσ(N1)}
)

= rank
(

{A1, . . . , AN1}
)

=

= rank(A1, . . . , AN1).

2. Достаточно доказать, что:

L(A1, . . . , Ak−1, Ak +X,Ak+1, . . . , AN1) = L(A1, . . . , AN1).

Так как X ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1), то существуют числа α1, . . . , αk−1,
αk+1, . . . , αN1 ∈ K, удовлетворяющие условию X =

∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm.

Пусть Y ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak + X,Ak+1, . . . , AN1). Тогда существуют числа
β1, . . . , βN1 ∈ K, удовлетворяющие условию Y =

∑

m=1,N1,m 6=k

βmAm + βk(Ak + X). Следо-

вательно:

Y =
∑

m=1,N1,m 6=k

βmAm + βk(Ak +X) =
∑

m=1,N1,m 6=k

βmAm + βk

(

Ak +
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm

)

=
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=
∑

m=1,N1,m 6=k

(βm + βkαm)Am + βkAk ∈ L(A1, . . . , AN1).

Пусть Y ∈ L(A1, . . . , AN1). Тогда существуют числа β1, . . . , βN1 ∈ K, удовлетворяю-
щие условию Y =

∑

m=1,N1

βmAm. Следовательно:

Y =
∑

m=1,N1

βmAm =
∑

m=1,N1,m 6=k

βmAm + βkAk =

=
∑

m=1,N1,m 6=k

(βm − βkαm)Am + βk

(

Ak +
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm

)

=

=
∑

m=1,N1,m 6=k

(βm − βkαm)Am + βk(Ak +X) ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak +X,Ak+1, . . . , AN1).

3. Достаточно доказать, что:

L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1) = L(A1, . . . , Ak−1, θ̃2, Ak+1, . . . , AN1).

Пусть X ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1). Тогда существуют числа α1, . . . , αk−1,
αk+1, . . . , αN1 ∈ K, удовлетворяющие условию X =

∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm. Следовательно:

X =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm + 1θ̃2 ∈ L(A1, . . . , Ak−1, θ̃2, Ak+1, . . . , AN1).

Пусть X ∈ L(A1, . . . , Ak−1, θ̃2, Ak+1, . . . , AN1). Тогда существуют числа α1, . . . , αN1 ∈
K, удовлетворяющие условию X =

∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm + αkθ̃2. Следовательно:

X =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm + αkθ̃2 =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1).

4. Так как Ak ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1), то:

−Ak ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1).

Тогда:

rank(A1, . . . , AN1) = rank
(

A1, . . . , Ak−1, Ak + (−Ak), Ak+1, . . . , AN1

)

=

= rank(A1, . . . , Ak−1, θ̃2, Ak+1, . . . , AN1) = rank(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1).

5. Достаточно доказать, что:

L(A1, . . . , Ak−1, λAk, Ak+1, . . . , AN1) = L(A1, . . . , AN1).

Пусть X ∈ L(A1, . . . , Ak−1, λAk, Ak+1, . . . , AN1). Тогда существуют числа α1, . . . , αN1 ∈
K, удовлетворяющие условию X =

∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm + αk(λAk). Следовательно:

X =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm + αk(λAk) =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm + (αkλ)Ak ∈ L(A1, . . . , AN1).
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Пусть X ∈ L(A1, . . . , AN1). Тогда существуют числа α1, . . . , αN1 ∈ K, удовлетворяю-
щие условию X =

∑

m=1,N1

αmAm. Так как λ 6= 0, то:

X =
∑

m=1,N1

αmAm =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm + αkAk =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm +
αk

λ
(λAk) ∈

∈ L(A1, . . . , Ak−1, λAk, Ak+1, . . . , AN1).
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Лекция 10. Система линейных алгебраических уравне-

ний (СЛАУ; 1-й семестр)

10.1. Линейное операторное уравнение

Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K; A ∈ lin(L1, L2), b ∈ L2.
Рассмотрим уравнение:

{

x ∈ D(A),

A(x) = b.
(1)

Будем говорить, что (1) — линейное операторное уравнение. Пусть b = θ2. Будем говорить,
что (1) — однородное линейное операторное уравнение. Пусть b 6= θ2. Будем говорить, что
(1) — неоднородное линейное операторное уравнение.

Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K; A ∈ lin(L1, L2).
Рассмотрим уравнение:

{

x ∈ D(A),

A(x) = θ2.
(2)

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K; A ∈
lin(L1, L2). Рассмотрим уравнение (2). Очевидно: ker(A) — множество всех решений урав-
нения (2), ker(A) — подпространство пространства L1.

1. Пусть dim
(

ker(A)
)

= 0. Тогда ker(A) = {θ1} (общее решение уравнения (2): x = θ1).
2. Пусть: m ∈ N, dim

(

ker(A)
)

= m. Тогда существуют векторы e1, . . . , em, удовлетво-
ряющие условию: (e1, . . . , em) — базис подпространства ker(A). Следовательно, ker(A) =
L(e1, . . . , em) (общее решение уравнения (2): x = C1e1 + · · ·+ Cmem).

3. Пусть dim
(

ker(A)
)

= +∞. Ничего сказать нельзя.
Будем говорить, что e — фундаментальная совокупность решений (ФСР) уравне-

ния (2), если e — базис подпространства ker(A).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K; A ∈
lin(L1, L2), b ∈ L2. Рассмотрим уравнение (1). Обозначим через Q множество всех решений
уравнения (1). Тогда Q ⊆ L1.

Пусть: x1 ∈ Q, x2 ∈ Q. Тогда: x1 ∈ D(A), A(x1) = b; x2 ∈ D(A), A(x2) = b. Следователь-
но: x1 − x2 ∈ D(A), A(x1 − x2) = A(x1)− A(x2) = b− b = θ2. Тогда x1 − x2 ∈ ker(A).

Пусть: x0 ∈ Q, x̃ ∈ ker(A). Тогда: x0 ∈ D(A), A(x0) = b; x̃ ∈ D(A), A(x̃) = θ2. Следова-
тельно: x0 + x̃ ∈ D(A), A(x0 + x̃) = A(x0) + A(x̃) = b+ θ2 = b. Тогда x0 + x̃ ∈ Q.

Пусть x0 ∈ Q. Тогда Q = {x0}+ ker(A).
1. Пусть b /∈ R(A). Тогда Q = ∅.
2. Пусть b ∈ R(A). Тогда существует вектор x0, удовлетворяющий условию x0 ∈ Q.

Следовательно, Q = {x0}+ ker(A) (общее решение уравнения (1): x = x0 + x̃).
2.1. Пусть dim

(

ker(A)
)

= 0. Тогда ker(A) = {θ1}. Следовательно: Q = {x0}+ker(A) =
{x0}+ {θ1} = {x0} (общее решение уравнения (1): x = x0).

2.2. Пусть: m ∈ N, dim
(

ker(A)
)

= m. Тогда существуют векторы e1, . . . , em, удо-
влетворяющие условию: (e1, . . . , em) — базис подпространства ker(A). Следовательно,
ker(A) = L(e1, . . . , em). Тогда: Q = {x0} + ker(A) = {x0} + L(e1, . . . , em) (общее решение
уравнения (1): x = x0 + C1e1 + · · ·+ Cmem).

2.3. Пусть dim
(

ker(A)
)

= +∞. Ничего сказать нельзя.
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10.2. Система линейных алгебраических уравнений (СЛАУ)

Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N1, N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1 , b ∈ KN2 . Рассмотрим уравнение:

{

x ∈ KN1 ,

Ax = b.
(3)

Очевидно, уравнение (3) можно переписать в виде системы линейных алгебраических
уравнений (СЛАУ):























x1, . . . , xN1 ∈ K;

A1
1x

1 + · · ·+ A1
N1
xN1 = b1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

AN2
1 x1 + · · ·+ AN2

N1
xN1 = bN2 .

(4)

Очевидно, уравнение (3) можно переписать в виде линейного операторного уравнения:

{

x ∈ D(Â),

Â(x) = b.
(5)

Здесь: Â(x) = Ax при x ∈ KN1 .
Будем говорить, что A — основная матрица уравнения (3). Будем говорить, что (A, b) —

расширенная матрица уравнения (3).

10.3. Квадратная СЛАУ

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N ∈ N.
Пусть A ∈ KN×N . Будем говорить, что X — обратная матрица к матрице A, если:

X ∈ KN×N , AX = I.
Пусть: A ∈ KN×N , det(A) 6= 0. Обозначим:

(

α∗(A)
)j

i
=

(−1)i+j∆
i

j(A)

det(A)
, i, j = 1, N.

Очевидно, α∗(A) ∈ KN×N .

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N ∈ N.
1. Пусть: A ∈ KN×N , det(A) 6= 0, b ∈ KN ; x ∈ KN , Ax = b. Тогда:

xj =
det(A1, . . . , Aj−1, b, Aj+1, . . . , AN)

det(A)
, j = 1, N

(формулы Крамера).

2. Пусть: A, B ∈ KN×N , AB = I. Тогда: det(A) 6= 0,
(

det(A)
)−1

= det(B); det(B) 6= 0,
(

det(B)
)−1

= det(A).
3. Пусть: A ∈ KN×N , существует матрица X удовлетворяющая условию: X — об-

ратная матрица к матрице A. Тогда det(A) 6= 0.
4. Пусть: A ∈ KN×N , det(A) 6= 0. Тогда: Aα∗(A) = I, α∗(A)A = I.
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5. Пусть: N0 ∈ N; A ∈ KN×N , det(A) 6= 0, B ∈ KN×N0. Существует единственная
матрица X, удовлетворяющая условиям: X ∈ KN×N0, AX = B.

6. Пусть: N0 ∈ N; A ∈ KN×N , det(A) 6= 0, B ∈ KN0×N . Существует единственная
матрица X, удовлетворяющая условиям: X ∈ KN0×N , XA = B.

7. Пусть: A ∈ KN×N , det(A) 6= 0. Тогда существует единственная матрица X, удо-
влетворяющая условию: X — обратная матрица к матрице A.

Доказательство.
1. Пусть j = 1, N . Тогда:

det(A1, . . . , Aj−1, b, Aj+1, . . . , AN )

det(A)
=

det(A1, . . . , Aj−1, Ax,Aj+1, . . . , AN)

det(A)
=

=
det(A1, . . . , Aj−1, x

kAk, Aj+1, . . . , AN)

det(A)
= xk

det(A1, . . . , Aj−1, Ak, Aj+1, . . . , AN)

det(A)
= xkδjk =

= xj.

2. Очевидно: AB = I; det(AB) = det(I); det(A) det(B) = 1. Тогда: det(A) 6= 0,
(

det(A)
)−1

= det(B); det(B) 6= 0,
(

det(B)
)−1

= det(A).
3. Выберем матрицу X, удовлетворяющую условию: X — обратная матрица к матри-

це A. Тогда AX = I. Следовательно, det(A) 6= 0.
4. Пусть i, j = 1, N . Обозначим:

B(i, j) =























A1

...
Ai−1

Aj

Ai+1

...
AN























.

Тогда:

(

Aα∗(A)
)j

i
=

N
∑

k=1

Aj
k

(

α∗(A)
)k

i
=

N
∑

k=1

Aj
k

(−1)i+k∆
i

k(A)

det(A)
=

1

det(A)

N
∑

k=1

(−1)i+k∆
i

k(A)A
j
k =

=
1

det(A)

N
∑

k=1

(−1)i+k∆
i

k

(

B(i, j)
)(

B(i, j)
)i

k
=

1

det(A)
det
(

B(i, j)
)

= δji = Iji .

Следовательно, Aα∗(A) = I.
Пусть i, j = 1, N . Обозначим, B(i, j) = (A1, . . . , Aj−1, Ai, Aj+1, . . . , AN). Тогда:

(

α∗(A)A
)j

i
=

N
∑

k=1

(

α∗(A)
)j

k
Ak

i =
N
∑

k=1

(−1)k+j∆
k

j (A)

det(A)
Ak

i =
1

det(A)

N
∑

k=1

(−1)k+j∆
k

j (A)A
k
i =

=
1

det(A)

N
∑

k=1

(−1)k+j∆
k

j

(

B(i, j)
)(

B(i, j)
)k

j
=

1

det(A)
det
(

B(i, j)
)

= δji = Iji .

Следовательно, α∗(A)A = I.
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5. Пусть: X ∈ KN×N0 , AX = B. Тогда:

α∗(A)(AX) = α∗(A)B,
(

α∗(A)A
)

X = α∗(A)B,

IX = α∗(A)B,

X = α∗(A)B.

Пусть: X1 ∈ KN×N0 , AX1 = B; X2 ∈ KN×N0 , AX2 = B. Тогда: X1 = α∗(A)B, X2 =
α∗(A)B. Следовательно, X1 = X2.

Обозначим, X = α∗(A)B. Тогда: X ∈ KN×N0 , AX = A
(

α∗(A)B
)

=
(

Aα∗(A)
)

B =
IB = B.

6. Пусть: X ∈ KN0×N , XA = B. Тогда:

(XA)α∗(A) = Bα∗(A),

X
(

Aα∗(A)
)

= Bα∗(A),

XI = Bα∗(A),

X = Bα∗(A).

Пусть: X1 ∈ KN0×N , X1A = B; X2 ∈ KN0×N , X2A = B. Тогда: X1 = Bα∗(A), X2 =
Bα∗(A). Следовательно, X1 = X2.

Обозначим, X = Bα∗(A). Тогда: X ∈ KN0×N , XA =
(

Bα∗(A)
)

A = B
(

α∗(A)A
)

=
BI = B.

7. По условию: A ∈ KN×N , det(A) 6= 0.
Очевидно: α∗(A) ∈ KN×N , Aα∗(A) = I. Тогда α∗(A) — обратная матрица к матрице A.
Пусть X1, X2 — обратные матрицы к матрице A. Тогда: X1 ∈ KN×N , AX1 = I;

X2 ∈ KN×N , AX2 = I. Так как: A ∈ KN×N , det(A) 6= 0, I ∈ KN×N , то X1 = X2.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N ∈ N; A ∈ KN×N , det(A) 6= 0. Обозначим через A−1

обратную матрицу к матрице A.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N ∈ N.
1. Пусть: A ∈ KN×N , det(A) 6= 0. Тогда A−1 = α∗(A).

2. Пусть: A ∈ KN×N , det(A) 6= 0. Тогда: AA−1 = I, A−1A = I, det(A−1) =
(

det(A)
)−1

,

(A−1)ji =
(−1)i+j∆

i

j(A)

det(A)
, i, j = 1, N.

3. Пусть: A, B ∈ KN×N , AB = I. Тогда: det(A) 6= 0,
(

det(A)
)−1

= det(B), A−1 = B;

det(B) 6= 0,
(

det(B)
)−1

= det(A), B−1 = A.
4. Пусть: A ∈ KN×N , det(A) 6= 0. Тогда: det(A−1) 6= 0, (A−1)−1 = A.
5. Пусть: A, B ∈ KN×N , det(A), det(B) 6= 0. Тогда: det(AB) 6= 0, (AB)−1 = B−1A−1.
6. Пусть: λ ∈ K, λ 6= 0, A ∈ KN×N , det(A) 6= 0. Тогда: det(λA) 6= 0, (λA)−1 = λ−1A−1.
7. Пусть: A ∈ KN×N , det(A) 6= 0. Тогда: det(AT ) 6= 0, (AT )−1 = (A−1)T .

8. Пусть: A ∈ KN×N , det(A) 6= 0. Тогда: det
(

AT

)

6= 0,
(

AT

)−1

= (A−1)T .

Доказательство.
1. По условию: A ∈ KN×N , det(A) 6= 0. Очевидно: α∗(A) ∈ KN×N , Aα∗(A) = I. Тогда

α∗(A) — обратная матрица к матрице A. Следовательно, A−1 = α∗(A).
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2. По условию: A ∈ KN×N , det(A) 6= 0. Так как A−1 — обратная матрица к матрице A,

то: A−1 ∈ KN×N , AA−1 = I. Тогда det(A−1) =
(

det(A)
)−1

. Очевидно: A−1A = α∗(A)A = I.

Пусть i, j = 1, N . Тогда:

(A−1)ji =
(

α∗(A)
)j

i
=

(−1)i+j∆
i

j(A)

det(A)
.

3.

10.4. Прямоугольная СЛАУ

Теорема (Кронекера—Капелли). Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N1, N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1, b ∈ KN2.
1. Пусть существует решение уравнения: Ax = b, x ∈ KN1. Тогда rank(A, b) = rank(A).
2. Пусть rank(A, b) = rank(A). Тогда существует решение уравнения: Ax = b, x ∈ KN1.

Доказательство.
1. Выберем столбец x, удовлетворяющий условиям: x ∈ KN1 , Ax = b. Тогда:

x1, . . . , xN1 ∈ K, b = x1A1 + · · · + xN1AN1 . Следовательно, b ∈ L(A1, . . . , AN1). Тогда
(−1)b ∈ L(A1, . . . , AN1). Следовательно:

rank(A, b) = rank
(

A, b+ (−1)b
)

= rank(A, θ̃2) = rank(A).

2. Обозначим, r = rank(A). Тогда: r ∈ Z+, rank(A, b) = r.
Пусть r = 0. Так как: rank

(

{A1, . . . , AN1 , b}
)

= rank(A, b) = r, то b = θ̃2. Тогда:

θ̃1 ∈ KN1 , Aθ̃1 = b.
Пусть r 6= 0. Тогда r ∈ N. Так как: rank

(

{A1, . . . , AN1}
)

= rank(A) = r, то существуют

числа i1, . . . , ir = 1, N1, удовлетворяющие условиям: i1 < · · · < ir, Ai1 , . . . , Air — линейно
независимые столбцы. Так как: rank

(

{A1, . . . , AN1 , b}
)

= rank(A, b) = r, то Ai1 , . . . , Air —
базис множества {A1, . . . , AN1 , b}. Тогда существуют числа xi1 , . . . , xir , удовлетворяющие
условиям: xi1 , . . . , xir ∈ K, b = xi1Ai1 + · · · + xirAir . Обозначим: xi = 0 при: i = 1, N1,
i /∈ {i1, . . . , ir}. Тогда: x1, . . . , xN1 ∈ K, b = x1A1 + · · · + xN1AN1 . Следовательно: x ∈ KN1 ,
Ax = b.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N1, N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1 , b ∈ KN2 . Рассмотрим урав-
нение (3). Обозначим через Q множество всех решений уравнения (3). Тогда Q ⊆ KN1 .

Обозначим, r = rank(A). Тогда r = 0,min
(

{N1, N2}
)

.
1. Пусть rank(A, b) 6= r. Тогда Q = ∅.
2. Пусть: rank(A, b) = r, r = 0. Тогда: A = Θ, b = θ2. Следовательно, Q = KN1 .
3. Пусть: rank(A, b) = r, r 6= 0, N1 = r, N2 = r. Можно использовать формулы Крамера.
4. Пусть: rank(A, b) = r, r 6= 0, N1 = r, N2 > r. Пусть ∆1,...,r

1,...,r(A) 6= 0. Тогда

(A, b)1, . . . , (A, b)r — базис множества
{

(A, b)1, . . . , (A, b)N2
}

. Следовательно, уравнение (3)
эквивалентно системе:



















A1
1x

1 + · · ·+ A1
rx

r = b1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ar
1x

1 + · · ·+ Ar
rx

r = br;

x1, . . . , xr ∈ K.

Можно использовать формулы Крамера.
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5. Пусть: rank(A, b) = r, r 6= 0, N1 > r, N2 = r. Пусть ∆1,...,r
1,...,r(A) 6= 0. Пусть x — решение

уравнения (3). Тогда:























A1
1x

1 + · · ·+ A1
rx

r = b1 − A1
r+1x

r+1 − · · · − A1
N1
xN1 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ar
1x

1 + · · ·+ Ar
rx

r = br − Ar
r+1x

r+1 − · · · − Ar
N1
xN1 ;

x1, . . . , xN1 ∈ K.

Обозначим: C1 = xr+1, . . . , CN1−r = xN1 . Тогда: C1, . . . , CN1−r ∈ K;



















































A1
1x

1 + · · ·+ A1
rx

r = b1 − A1
r+1C

1 − · · · − A1
N1
CN1−r,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ar
1x

1 + · · ·+ Ar
rx

r = br − Ar
r+1C

1 − · · · − Ar
N1
CN1−r,

xr+1 = C1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xN1 = CN1−r;

x1, . . . , xN1 ∈ K.

(6)

Можно использовать формулы Крамера.
Пусть: C1, . . . , CN1−r ∈ K, x — решение системы (6). Тогда x — решение уравне-

ния (3).
6. Пусть: rank(A, b) = r, r 6= 0, N1 > r, N2 > r. Пусть ∆1,...,r

1,...,r(A) 6= 0. Тогда

(A, b)1, . . . , (A, b)r — базис множества
{

(A, b)1, . . . , (A, b)N2
}

. Следовательно, уравнение (3)
эквивалентно системе:























A1
1x

1 + · · ·+ A1
N1
xN1 = b1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ar
1x

1 + · · ·+ Ar
N1
xN1 = br;

x1, . . . , xN1 ∈ K.

Можно использовать метод из пункта 5.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N1, N2 ∈ N, A ∈ KN2×N1 , b ∈ KN2 , j = 1, N2. Будем
говорить, что (A, b)j — квазинулевая строка, если: Aj

1, . . . , A
j
N1

= 0, bj 6= 0.

Замечание (Метод Гаусса—Жордана для решения СЛАУ). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈
N, A ∈ KN2×N1 , b ∈ KN2 . Обозначим, Q = {x : x ∈ KN1 ∧ Ax = b}.

Пусть матрица (A, b) содержит квазинулевую строку. Тогда Q = ∅. Пусть матрица
(A, b) не содержит квазинулевых строк. Пусть матрица A не содержит ненулевых строк.
Тогда Q = KN1 . Пусть матрица A содержит ненулевую строку. Обозначим: B0 = A, z0 = b.
Тогда: B0 ∈ KN2×N1 , z0 ∈ KN2 , Q = {x : x ∈ KN1 ∧ B0x = z0}, матрица (B0, z0) не содержит
квазинулевых строк, матрица B0 содержит ненулевую строку.

Выберем числа i1 = 1, N1, j1 = 1, N2, удовлетворяющие условию (B0)
j1
i1

6= 0. Обну-

лим элементы, стоящие над элементом (B0)
j1
i1

, обнулим элементы, стоящие под элементом

(B0)
j1
i1

. Получим матрицу B1 ∈ KN2×N1 , получим столбец z1 ∈ KN2 , удовлетворяющий усло-

виям: (B1)
j1
i1

6= 0, (B1)
j
i1

= 0 при: j = 1, N2, j 6= j1; Q = {x : x ∈ KN1 ∧ B1x = z1}. Пусть
матрица (B1, z1) содержит квазинулевую строку. Тогда Q = ∅. Остановим процесс. Пусть
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матрица (B1, z1) не содержит квазинулевых строк. Пусть матрица B1 содержит ровно одну
ненулевую строку. Остановим процесс. Пусть матрица B1 содержит, по крайней мере, две
ненулевые строки. Перейдём к следующему шагу.

Выберем числа i2 = 1, N1, j2 = 1, N2, удовлетворяющие условиям: j2 6= j1, (B1)
j2
i2

6= 0.

Очевидно, i2 6= i1. Тогда: i1, i2 = 1, N1, i1, i2 — различные числа, j1, j2 = 1, N2, j1, j2 —
различные числа. Обнулим элементы, стоящие над элементом (B1)

j2
i2

, обнулим элементы,

стоящие под элементом (B1)
j2
i2

. Получим матрицу B2 ∈ KN2×N1 , получим столбец z2 ∈ KN2 ,

удовлетворяющий условиям: (B2)
jk
ik

6= 0, (B2)
j
ik

= 0 при: k = 1, 2, j = 1, N2, j 6= jk; Q =
{x : x ∈ KN1 ∧ B1x = z1}. Пусть матрица (B2, z2) содержит квазинулевую строку. Тогда
Q = ∅. Остановим процесс. Пусть матрица B2 содержит ровно две ненулевые строки.
Остановим процесс. Пусть матрица B2 содержит, по крайней мере, три ненулевые строки.
Перейдём к следующему шагу.

Первый вариант. Продолжая рассуждения, получим, что Q = ∅.
Второй вариант. Продолжая рассуждения, получим число r = 1,min{N1, N2}, получим

числа i1, . . . , ir = 1, N1, j1, . . . , jr = 1, N2, получим матрицу Br ∈ KN2×N1 , получим столбец
zr ∈ KN2 , удовлетворяющий условиям: i1, . . . , ir — различные числа, j1, . . . , jr — различные
числа, (Br)

jk
ik

6= 0, (Br)
j
ik
= 0 при: k = 1, r, j = 1, N2, j 6= jk; Q = {x : x ∈ KN1 ∧ Brx = zr},

матрица (Br, zr) не содержит квазинулевых строк, матрица Br содержит ровно r ненуле-
вых строк. Далее можно выписывать ответ.
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Лекция 11. Тензорная алгебра (2-й семестр)

11.1. Матрица перехода от одного базиса к другому

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e — базис пространства L, e′ — упорядоченная N -ка, e′1, . . . , e

′
N ∈ L. Обозна-

чим: αi
i′(e, e

′) = [e′i′ ]
i(e) при i, i′ = 1, N . Очевидно: α(e, e′) ∈ KN×N , e′i′ = αi

i′(e, e
′)ei при

i′ = 1, N ; αi′(e, e
′) = [e′i′ ](e) при i′ = 1, N . Будем говорить, что α(e, e′) — матрица перехода

от базиса e к набору векторов e′.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e — базис пространства L, A ∈ KN×N , e′i′ = Ai

i′ei при i′ = 1, N . Очевидно: e′ —
упорядоченная N -ка, e′1, . . . , e

′
N ∈ L, α(e, e′) = A.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N .

1. Пусть e — базис пространства L. Тогда α(e, e) = Ĩ (здесь Ĩ — единичная матрица
из множества KN×N).

2. Пусть: e, e′ — базисы пространства L, e′′ — упорядоченная N -ка, e′′1, . . . , e
′′
N ∈ L.

Тогда α(e, e′)α(e′, e′′) = α(e, e′′).
3. Пусть e, e′ — базисы пространства L. Тогда: α(e, e′)α(e′, e) = Ĩ; det

(

α(e, e′)
)

6= 0,
α(e, e′)−1 = α(e′, e).

4. Пусть: e — базис пространства L, A ∈ KN×N , det(A) 6= 0, e′i′ = Ai
i′ei при i′ = 1, N .

Тогда: e′ — базис пространства L, α(e, e′) = A.

5. Пусть: e, e′ — базисы пространства L, x ∈ L. Тогда: [x]j
′

(e′) = αj′

j (e
′, e)[x]j(e) при

j′ = 1, N ; [x](e′) = α(e′, e)[x](e).

Доказательство.

1. Пусть i, j = 1, N . Тогда: αj
i (e, e) = [ei]

j(e) = δji = Ĩji . Следовательно, α(e, e) = Ĩ.
2. Пусть i′′ = 1, N . Очевидно:

e′′i′′ = αi′

i′′(e
′, e′′)e′i′ = αi′

i′′(e
′, e′′)

(

αi
i′(e, e

′)ei
)

=
(

αi
i′(e, e

′)αi′

i′′(e
′, e′′)

)

ei.

С другой стороны, e′′i′′ = αi
i′′(e, e

′′)ei. Тогда: αi
i′(e, e

′)αi′

i′′(e
′, e′′) = αi

i′′(e, e
′′) при i = 1, N .

Следовательно:
(

α(e, e′)α(e′, e′′)
)i

i′′
= αi

i′′(e, e
′′) при i = 1, N . Тогда α(e, e′)α(e′, e′′) = α(e, e′′).

3. Очевидно: α(e, e′)α(e′, e) = α(e, e) = Ĩ. Тогда: det
(

α(e, e′)
)

6= 0, α(e, e′)−1 = α(e′, e).
4. Очевидно: e′ — упорядоченная N -ка, e′1, . . . , e

′
N ∈ L, α(e, e′) = A. Так как

det(A) 6= 0, то A1, . . . , AN — линейно независимые столбцы. Так как α(e, e′) = A, то
α1(e, e

′), . . . , αN(e, e
′) — линейно независимые столбцы. Тогда [e′1](e), . . . , [e

′
N ](e) — линей-

но независимые столбцы. Следовательно, e′1, . . . , e
′
N — линейно независимые векторы. Так

как: e′1, . . . , e
′
N ∈ L, dim(L) = N , то e′ — базис пространства L.

5. Очевидно, x = [x]j
′

(e′)e′j′ . С другой стороны:

x = [x]j(e)ej = [x]j(e)
(

αj′

j (e
′, e)e′j′

)

=
(

αj′

j (e
′, e)[x]j(e)

)

e′j′ .

Тогда: [x]j
′

(e′) = αj′

j (e
′, e)[x]j(e) при j′ = 1, N . Следовательно: [x]j

′

(e′) =
(

α(e′, e)[x](e)
)j′

при j′ = 1, N . Тогда [x](e′) = α(e′, e)[x](e).
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11.2. Числовые наборы

Замечание («прямоугольные» числовые наборы). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; r ∈ N,
N1, . . . , Nr ∈ N.

1. Обозначим через KN1×···×Nr множество всех функций A, удовлетворяющих условию:

A : {1, . . . , N1} × · · · × {1, . . . , Nr} =⇒ K.

2. Пусть A ∈ KN1×···×Nr . Будем говорить, что A — числовой набор степени r. Иными

словами, числовой набор степени r — это числовая функция r дискретных

переменных.

3. Пусть A ∈ KN1×···×Nr . Далее часто будем писать «Ai1,...,ir» вместо «A(i1, . . . , ir)».
4. Пусть A ∈ KN1×···×Nr . Далее часто будем писать «Ai1,...,ir» вместо «A(i1, . . . , ir)».

5. Пусть: p, q ∈ N, r = q+ p, A ∈ KN1×···×Nr . Далее часто будем писать «A
j1,...,jq
i1,...,ip

» вместо
«A(j1, . . . , jq, i1, . . . , ip)».

6. Пусть A, B ∈ KN1×···×Nr . Тогда: (A+B)i1,...,ir = Ai1,...,ir+Bi1,...,ir при: i1 = 1, N1, . . . , ir =
1, Nr.

7. Пусть: λ ∈ K, A ∈ KN1×···×Nr . Тогда: (λA)i1,...,ir = λAi1,...,ir при: i1 = 1, N1, . . . , ir =
1, Nr.

8. Очевидно, KN1×···×Nr — линейное пространство над полем K. Обозначим через N∗

количество элементов множества {1, . . . , N1}×· · ·×{1, . . . , Nr}. Тогда dim
(

KN1×···×Nr
)

= N∗.
Очевидно, N∗ = N1 · · ·Nr. Тогда dim

(

KN1×···×Nr
)

= N1 · · ·Nr.

Замечание («квадратные» числовые наборы). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N.
1. Пусть r = 0. Обозначим, K(N,r) = K. Пусть r ∈ N. Обозначим, K(N,r) = KN×···×N

(здесь выражение N × · · · ×N содержит r сомножителей).
2. Пусть: r ∈ Z+, A ∈ K(N,r). Будем говорить, что A — числовой набор степени r.
3. Пусть r ∈ Z+. Очевидно: K(N,r) — линейное пространство над полем K, dim

(

K(N,r)
)

=
N r.

11.3. Геометрические объекты

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; r ∈ Z+.

1. Будем говорить, что A — геометрический объект степени r в пространстве L, если
A — это отображение, которое каждому базису e пространства L ставит в соответствие
числовой набор A(e) ∈ K(N,r).

2. Обозначим через (GL)r множество всех геометрических объектов степени r в про-
странстве L.

3. Пусть: r ∈ N, A ∈ (GL)r. Далее часто будем писать «Ai1,...,ir(e)» вместо «
(

A(e)
)

i1,...,ir
».

4. Пусть A, B ∈ (GL)r. Тогда: (A+B)(e) = A(e) +B(e) при: e — базис пространства L.
Следовательно:

(A+ B)i1,...,ir(e) =
(

(A+B)(e)
)

i1,...,ir
=
(

A(e) + B(e)
)

i1,...,ir
= Ai1,...,ir(e) +Bi1,...,ir(e)

при: e — базис пространства L, i1, . . . , ir = 1, N .
5. Пусть: λ ∈ K, A ∈ (GL)r. Тогда: (λA)(e) = λA(e) при: e — базис пространства L.

Следовательно:

(λA)i1,...,ir(e) =
(

(λA)(e)
)

i1,...,ir
=
(

λA(e)
)

i1,...,ir
= λAi1,...,ir(e)

при: e — базис пространства L, i1, . . . , ir = 1, N .



11.4. Тензоры 95

6. Очевидно, (GL)r — линейное пространство над полем K.

11.4. Тензоры

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; p, q ∈ Z+.

1. Будем говорить, что A — тензор порядка
(

q

p

)

в пространстве L, если A — это геомет-
рический объект степени q + p в пространстве L, удовлетворяющий условию:

A
j′1,...,j

′
q

i′1,...,i
′
p
(e′) = A

j1,...,jq
i1,...,ip

(e)α
j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q

jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip

i′p
(e, e′)

при: e, e′ — базисы пространства L, i′1, . . . , i
′
p, j

′
1, . . . , j

′
q = 1, N .

2. Обозначим через (TL)qp множество всех тензоров порядка
(

q

p

)

в пространстве L.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; p, q ∈ Z+. Тогда (TL)qp — подпространство пространства (GL)q+p.

Доказательство.
1. Очевидно, (TL)qp ⊆ (GL)q+p.
2. Пусть Θ — нулевой элемент пространства (GL)q+p. Докажем, что Θ ∈ (TL)qp. Пусть:

e, e′ — базисы пространства L, i′1, . . . , i
′
p, j

′
1, . . . , j

′
q = 1, N . Тогда:

Θ
j1,...,jq
i1,...,ip

(e)α
j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q

jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip

i′p
(e, e′) = 0 = Θ

j′1,...,j
′
q

i′1,...,i
′
p
(e′).

3. Пусть A, B ∈ (TL)qp. Докажем, что A + B ∈ (TL)qp. Пусть: e, e′ — базисы простран-

ства L, i′1, . . . , i
′
p, j

′
1, . . . , j

′
q = 1, N . Тогда:

(A+ B)
j1,...,jq
i1,...,ip

(e)α
j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q

jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip

i′p
(e, e′) =

=
(

A
j1,...,jq
i1,...,ip

(e) + B
j1,...,jq
i1,...,ip

(e)
)

α
j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q

jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip

i′p
(e, e′) =

= A
j′1,...,j

′
q

i′1,...,i
′
p
(e′) + B

j′1,...,j
′
q

i′1,...,i
′
p
(e′) = (A+ B)

j′1,...,j
′
q

i′1,...,i
′
p
(e′).

4. Пусть: λ ∈ K, A ∈ (TL)qp. Докажем, что λA ∈ (TL)qp. Пусть: e, e′ — базисы простран-

ства L, i′1, . . . , i
′
p, j

′
1, . . . , j

′
q = 1, N . Тогда:

(λA)
j1,...,jq
i1,...,ip

(e)α
j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q

jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip

i′p
(e, e′) =

=
(

λA
j1,...,jq
i1,...,ip

(e)
)

α
j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q

jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip

i′p
(e, e′) =

= λA
j′1,...,j

′
q

i′1,...,i
′
p
(e′) = (λA)

j′1,...,j
′
q

i′1,...,i
′
p
(e′).

Замечание (примеры). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K,
N ∈ N, dim(L) = N .

1. Пусть x ∈ L. Очевидно, [x] ∈ (TL)10.
2. Пусть: δji (e) = δji при: e — базис пространства L, i, j = 1, N . Докажем, что δ ∈ (TL)11.

Пусть: e, e′ — базисы пространства L, i′, j′ = 1, N . Тогда:

δji (e)α
j′

j (e
′, e)αi

i′(e, e
′) = δjiα

j′

j (e
′, e)αi

i′(e, e
′) = αj′

i (e
′, e)αi

i′(e, e
′) = δj

′

i′ = δj
′

i′ (e
′).
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Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; p, q ∈ Z+, e0 — базис пространства L.

1. Пусть: A, B ∈ (TL)qp, A(e0) = B(e0). Тогда A = B.

2. Пусть A0 ∈ K(N,q+p). Обозначим:

A
j1,...,jq
i1,...,ip

(e) = (A0)
j01 ,...,j

0
q

i01,...,i
0
p
αj1
j01
(e, e0) · · ·αjq

j0q
(e, e0)α

i01
i1
(e0, e) · · ·α

i0p
ip
(e0, e)

при: e — базис пространства L, i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, N . Тогда: A ∈ (TL)qp, A(e0) = A0.

Доказательство.
1. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, N . Тогда:

A
j1,...,jq
i1,...,ip

(e) = A
j01 ,...,j

0
q

i01,...,i
0
p
(e0)α

j1
j01
(e, e0) · · ·αjq

j0q
(e, e0)α

i01
i1
(e0, e) · · ·α

i0p
ip
(e0, e) =

= B
j01 ,...,j

0
q

i01,...,i
0
p
(e0)α

j1
j01
(e, e0) · · ·αjq

j0q
(e, e0)α

i01
i1
(e0, e) · · ·α

i0p
ip
(e0, e) = B

j1,...,jq
i1,...,ip

(e).

2. Докажем, что A ∈ (TL)qp. Пусть: e, e′ — базисы пространства L, i′1, . . . , i
′
p, j

′
1, . . . , j

′
q =

1, N . Тогда:

A
j1,...,jq
i1,...,ip

(e)α
j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q

jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip

i′p
(e, e′) =

=
(

(A0)
j01 ,...,j

0
q

i01,...,i
0
p
αj1
j01
(e, e0) · · ·αjq

j0q
(e, e0)α

i01
i1
(e0, e) · · ·α

i0p
ip
(e0, e)

)

α
j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q

jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip

i′p
(e, e′) =

= (A0)
j01 ,...,j

0
q

i01,...,i
0
p
α
j′1
j01
(e′, e0) · · ·α

j′q
j0q
(e′, e0)α

i01
i′1
(e0, e

′) · · ·αi0p
i′p
(e0, e

′) = A
j′1,...,j

′
q

i′1,··· ,i
′
p
(e′).

Докажем, что A(e0) = A0. Пусть i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, N . Тогда:

A
j1,...,jq
i1,...,ip

(e0) = (A0)
j01 ,...,j

0
q

i01,...,i
0
p
αj1
j01
(e0, e0) · · ·αjq

j0q
(e0, e0)α

i01
i1
(e0, e0) · · ·α

i0p
ip
(e0, e0) =

= (A0)
j01 ,...,j

0
q

i01,...,i
0
p
δj1
j01
· · · δjq

j0q
δ
i01
i1
· · · δi

0
p

ip
= (A0)

j1,...,jq
i1,...,ip

.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N .

1. Пусть: p1, q1 ∈ Z+, A ∈ (TL)q1p1 , p2, q2 ∈ Z+, B ∈ (TL)q2p2 . Обозначим:

(A⊗ B)
j1,...,jq1+q2
i1,...,ip1+p2

(e) = A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e)

при: e — базис пространства L, i1, . . . , ip1+p2 , j1, . . . , jq1+q2 = 1, N . Будем говорить, что
A⊗ B — прямое произведение тензоров A, B.

2. Пусть: p, q ∈ N, A ∈ (TL)qp, k = 1, p, m = 1, q. Обозначим:

(

〈A〉mk
)j1,...,jq−1

i1,...,ip−1
(e) = A

j1,...,jm−1,i,jm,...,jq−1

i1,...,ik−1,i,ik,...,ip−1
(e)

при: e — базис пространства L, i1, . . . , ip−1, j1, . . . , jq−1 = 1, N . Будем говорить, что 〈A〉mk —
свёртка тензора A.
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3. Пусть: p, q ∈ Z+, A ∈ (TL)qp, σ1 ∈ Sp, σ2 ∈ Sq. Обозначим:

(

[A]σ2
σ1

)j1,...,jq

i1,...,ip
(e) = A

jσ2(1),...,jσ2(q)
iσ1(1),...,iσ1(p)

(e)

при: e — базис пространства L, i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, N . Будем говорить, что [A]σ2
σ1

—
результат транспонирования тензора A.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N .

1. Пусть: p1, q1 ∈ Z+, A ∈ (TL)q1p1, p2, q2 ∈ Z+, B ∈ (TL)p2q2 . Тогда A⊗B ∈ (TL)q1+q2
p1+p2

.
2. Пусть: p1, q1 ∈ Z+, A1, A2 ∈ (TL)q1p1, p2, q2 ∈ Z+, B ∈ (TL)p2q2 . Тогда (A1 +A2)⊗B =

A1 ⊗ B + A2 ⊗B.
3. Пусть: λ ∈ K, p1, q1 ∈ Z+, A ∈ (TL)q1p1, p2, q2 ∈ Z+, B ∈ (TL)p2q2 . Тогда (λA) ⊗ B =

λ(A⊗B).
4. Пусть: p1, q1 ∈ Z+, A ∈ (TL)q1p1, p2, q2 ∈ Z+, B1, B2 ∈ (TL)p2q2 . Тогда A⊗ (B1 + B2) =

A⊗ B1 + A⊗B2.
5. Пусть: λ ∈ K, p1, q1 ∈ Z+, A ∈ (TL)q1p1, p2, q2 ∈ Z+, B ∈ (TL)p2q2 . Тогда A ⊗ (λB) =

λ(A⊗B).
6. Пусть: p1, q1 ∈ Z+, A ∈ (TL)q1p1, p2, q2 ∈ Z+, B ∈ (TL)q2p2, p3, q3 ∈ Z+, C ∈ (TL)q3p3.

Тогда (A⊗B)⊗ C = A⊗ (B ⊗ C).
7. Пусть: p, q ∈ N, A ∈ (TL)qp, k = 1, p, m = 1, q. Тогда 〈A〉mk ∈ (TL)q−1

p−1.

8. Пусть: p, q ∈ N, A, B ∈ (TL)qp, k = 1, p, m = 1, q. Тогда 〈A+ B〉mk = 〈A〉mk + 〈B〉mk .

9. Пусть: λ ∈ K, p, q ∈ N, A ∈ (TL)qp, k = 1, p, m = 1, q. Тогда 〈λA〉mk = λ〈A〉mk .
10. Пусть: p, q ∈ Z+, A ∈ (TL)qp, σ1 ∈ Sp, σ2 ∈ Sq. Тогда [A]σ2

σ1
∈ (TL)qp.

11. Пусть: p, q ∈ Z+, A, B ∈ (TL)qp, σ1 ∈ Sp, σ2 ∈ Sq. Тогда [A+B]σ2
σ1

= [A]σ2
σ1

+ [B]σ2
σ1

.
12. Пусть: λ ∈ K, p, q ∈ Z+, A ∈ (TL)qp, σ1 ∈ Sp, σ2 ∈ Sq. Тогда [λA]σ2

σ1
= λ[A]σ2

σ1
.

Доказательство.
1. Пусть: e, e′ — базисы пространства L, i′1, . . . , i

′
p1+p2

, j′1, . . . , j
′
q1+q2

= 1, N . Тогда:

(A⊗ B)
j1,...,jq1+q2
i1,...,ip1+p2

(e)α
j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q1+q2

jq1+q2
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip1+p2

i′p1+p2

(e, e′) =

=
(

A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e)
)

α
j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q1+q2

jq1+q2
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip1+p2

i′p1+p2

(e, e′) =

= A
j′1,...,j

′
q1

i′1,...,i
′
p1

(e′)B
j′q1+1,...,j

′
q1+q2

i′p1+1,...,i
′
p1+p2

(e′) = (A⊗B)
j′1,...,j

′
q1+q2

i′1,...,i
′
p1+p2

(e′).

2. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip1+p2 , j1, . . . , jq1+q2 = 1, N . Тогда:

(

(A1 + A2)⊗ B
)j1,...,jq1+q2

i1,...,ip1+p2

(e) =
(

(A1)
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e) + (A2)
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)
)

B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e) =

= (A1)
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e) + (A2)
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e) =

= (A1 ⊗B + A2 ⊗B)
j1,...,jq1+q2
i1,...,ip1+p2

(e).

3. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip1+p2 , j1, . . . , jq1+q2 = 1, N . Тогда:

(

(λA)⊗B
)j1,...,jq1+q2

i1,...,ip1+p2

(e) =
(

λA
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)
)

B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e) =

= λ
(

A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e)
)

=
(

λ(A⊗ B)
)j1,...,jq1+q2

i1,...,ip1+p2

(e).
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4. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip1+p2 , j1, . . . , jq1+q2 = 1, N . Тогда:

(

A⊗ (B1 + B2)
)j1,...,jq1+q2

i1,...,ip1+p2

(e) = A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)
(

(B1)
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e) + (B2)
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e)
)

=

= A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)(B1)
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e) + A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)(B2)
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e) =

= (A⊗ B1 + A⊗B2)
j1,...,jq1+q2
i1,...,ip1+p2

(e).

5. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip1+p2 , j1, . . . , jq1+q2 = 1, N . Тогда:

(

A⊗ (λB)
)j1,...,jq1+q2

i1,...,ip1+p2

(e) = A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)
(

λB
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e)
)

=

= λ
(

A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e)
)

=
(

λ(A⊗ B)
)j1,...,jq1+q2

i1,...,ip1+p2

(e).

6. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip1+p2+p3 , j1, . . . , jq1+q2+q3 = 1, N . Тогда:

(

(A⊗ B)⊗ C
)j1,...,jq1+q2+q3

i1,...,ip1+p2+p3

(e) =
(

A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e)
)

C
jq1+q2+1,...,jq1+q2+q3
ip1+p2+1,...,ip1+p2+p3

(e) =

= A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)
(

B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e)C
jq1+q2+1,...,jq1+q2+q3
ip1+p2+1,...,ip1+p2+p3

(e)
)

=
(

A⊗ (B ⊗ C)
)j1,...,jq1+q2+q3

i1,...,ip1+p2+p3

(e).

7. Пусть: e, e′ — базисы пространства L, i′1, . . . , i
′
p−1, j

′
1, . . . , j

′
q−1 = 1, N . Тогда:

(

〈A〉mk
)j1,...,jq−1

i1,...,ip−1
(e)α

j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q−1

jq−1
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip−1

i′p−1
(e, e′) =

= A
j1,...,jm−1,i,jm,...,jq−1

i1,...,ik−1,i,ik,...,ip−1
(e)α

j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q−1

jq−1
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip−1

i′p−1
(e, e′) =

= A
j1,...,jm−1,j,jm,...,jq−1

i1,...,ik−1,i,ik,...,ip−1
(e)δijα

j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q−1

jq−1
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip−1

i′p−1
(e, e′) =

= A
j1,...,jm−1,j,jm,...,jq−1

i1,...,ik−1,i,ik,...,ip−1
(e)αi

i′(e, e
′)αi′

j (e
′, e)α

j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q−1

jq−1
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip−1

i′p−1
(e, e′) =

= A
j′1,...,j

′
m−1,i

′,j′m,...,j′q−1

i′1,...,i
′

k−1,i
′,i′

k
,...,i′p−1

(e′) =
(

〈A〉mk
)j′1,...,j

′
q−1

i′1,...,i
′
p−1

(e′).

8. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip−1, j1, . . . , jq−1 = 1, N . Тогда:

(

〈A+ B〉mk
)j1,...,jq−1

i1,...,ip−1
(e) = A

j1,...,jm−1,i,jm,...,jq−1

i1,...,ik−1,i,ik,...,ip−1
(e) + B

j1,...,jm−1,i,jm,...,jq−1

i1,...,ik−1,i,ik,...,ip−1
(e) =

=
(

〈A〉mk + 〈B〉mk
)j1,...,jq−1

i1,...,ip−1
(e).

9. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip−1, j1, . . . , jq−1 = 1, N . Тогда:

(

〈λA〉mk
)j1,...,jq−1

i1,...,ip−1
(e) = λA

j1,...,jm−1,i,jm,...,jq−1

i1,...,ik−1,i,ik,...,ip−1
(e) =

(

λ〈A〉mk
)j1,...,jq−1

i1,...,ip−1
(e).

10. Пусть: e, e′ — базисы пространства L, i′1, . . . , i
′
p, j

′
1, . . . , j

′
q = 1, N . Тогда:

(

[A]σ2
σ1

)j1,...,jq

i1,...,ip
(e)α

j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q

jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip

i′p
(e, e′) =

= A
jσ2(1),...,jσ2(q)
iσ1(1),...,iσ1(p)

(e)α
j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q

jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip

i′p
(e, e′) =

= A
j′
σ2(1)

,...,j′
σ2(q)

i′
σ1(1)

,...,i′
σ1(p)

(e′) =
(

[A]σ2
σ1

)j′1,...,j
′
q

i′1,...,i
′
p
(e′).
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11. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, N . Тогда:

(

[A+ B]σ2
σ1

)j1,...,jq

i1,...,ip
(e) = A

jσ2(1),...,jσ2(q)
iσ1(1),...,iσ1(p)

(e) + B
jσ2(1),...,jσ2(q)
iσ1(1),...,iσ1(p)

(e) =
(

[A]σ2
σ1

+ [B]σ2
σ1

)j1,...,jq

i1,...,ip
(e).

12. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, N . Тогда:

(

[λA]σ2
σ1

)j1,...,jq

i1,...,ip
(e) = λA

jσ2(1),...,jσ2(q)
iσ(1),...,iσ(p)

(e) = λ
(

[A]σ2
σ1

)j1,...,jq

i1,...,ip
(e).

Замечание (Внимание! Только для особо интересующихся). Уточним доказа-
тельство пункта 7 предыдущего утверждения.

Пусть: e, e′ — базисы пространства L, i′1, . . . , i
′
p, j

′
1, . . . , j

′
q = 1, N . Тогда:

A
j′1,...,j

′
m−1,j

′
m,j′m+1,...,j

′
q

i′1,...,i
′

k−1,i
′

k
,i′
k+1,...,i

′
p

(e′) = A
j1,...,jm−1,jm,jm+1,...,jq
i1,...,ik−1,ik,ik+1,...,ip

(e)

α
j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′m−1

jm−1
(e′, e)α

j′m
jm
(e′, e)α

j′m+1

jm+1
(e′, e) · · ·αj′q

jq
(e′, e)

αi1
i′1
(e, e′) · · ·αik−1

i′
k−1

(e, e′)αik
i′
k
(e, e′)α

ik+1

i′
k+1

(e, e′) · · ·αip
i′p
(e, e′).

Пусть: e, e′ — базисы пространства L, i′1, . . . , i
′
p−1, j

′
1, . . . , j

′
q−1 = 1, N . Тогда:

A
j′1,...,j

′
m−1,i

′,j′m,...,j′q−1

i′1,...,i
′

k−1,i
′,i′

k
,...,i′p−1

(e′) = A
j1,...,jm−1,jm,jm+1,...,jq
i1,...,ik−1,ik,ik+1,...,ip

(e)

α
j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′m−1

jm−1
(e′, e)αi′

jm
(e′, e)α

j′m
jm+1

(e′, e) · · ·αj′q−1

jq
(e′, e)

αi1
i′1
(e, e′) · · ·αik−1

i′
k−1

(e, e′)αik
i′ (e, e

′)α
ik+1

i′
k

(e, e′) · · ·αip
i′p−1

(e, e′) =

= A
j1,...,jm−1,j,jm,...,jq−1

i1,...,ik−1,i,ik,...,ip−1
(e)

α
j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′m−1

jm−1
(e′, e)αi′

j (e
′, e)α

j′m
jm
(e′, e) · · ·αj′q−1

jq−1
(e′, e)

αi1
i′1
(e, e′) · · ·αik−1

i′
k−1

(e, e′)αi
i′(e, e

′)αik
i′
k
(e, e′) · · ·αip−1

i′p−1
(e, e′) =

A
j1,...,jm−1,j,jm,...,jq−1

i1,...,ik−1,i,ik,...,ip−1
(e)αi

i′(e, e
′)αi′

j (e
′, e)α

j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q−1

jq−1
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip−1

i′p−1
(e, e′).

Пусть: e, e′ — базисы пространства L, i′1, . . . , i
′
p−1, j

′
1, . . . , j

′
q−1 = 1, N . Тогда:

(

〈A〉mk
)j1,...,jq−1

i1,...,ip−1
(e)α

j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q−1

jq−1
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip−1

i′p−1
(e, e′) =

= A
j1,...,jm−1,i,jm,...,jq−1

i1,...,ik−1,i,ik,...,ip−1
(e)α

j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q−1

jq−1
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip−1

i′p−1
(e, e′) =

= A
j1,...,jm−1,j,jm,...,jq−1

i1,...,ik−1,i,ik,...,ip−1
(e)δijα

j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q−1

jq−1
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip−1

i′p−1
(e, e′) =

= A
j1,...,jm−1,j,jm,...,jq−1

i1,...,ik−1,i,ik,...,ip−1
(e)αi

i′(e, e
′)αi′

j (e
′, e)α

j′1
j1
(e′, e) · · ·αj′q−1

jq−1
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·αip−1

i′p−1
(e, e′) =

= A
j′1,...,j

′
m−1,i

′,j′m,...,j′q−1

i′1,...,i
′

k−1,i
′,i′

k
,...,i′p−1

(e′) =
(

〈A〉mk
)j′1,...,j

′
q−1

i′1,...,i
′
p−1

(e′).

Замечание (след и определитель тензора порядка
(

1
1

)

). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное
пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; A ∈ (TL)11.

Пусть e — базис пространства L. Тогда: tr
(

A(e)
)

= Ai
i(e) = 〈A〉11(e).

Пусть e, e′ — базисы пространства L. Так как 〈A〉11 ∈ (TL)00, то: tr
(

A(e′)
)

= 〈A〉11(e′) =
〈A〉11(e) = tr

(

A(e)
)

.
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Выберем некоторый базис e пространства L. Обозначим, tr(A) = tr
(

A(e)
)

.

Пусть: e, e′ — базисы пространства L, i′, j′ = 1, N . Тогда:

Aj′

i′ (e
′) = Aj

i (e)α
j′

j (e
′, e)αi

i′(e, e
′) = αj′

j (e
′, e)Aj

i (e)α
i
i′(e, e

′) =
(

α(e′, e)A(e)
)j′

i
αi
i′(e, e

′) =

=
(

α(e′, e)A(e)α(e, e′)
)j′

i′
.

Следовательно, A(e′) = α(e′, e)A(e)α(e, e′).
Пусть e, e′ — базисы пространства L. Тогда:

det
(

A(e′)
)

= det
(

α(e′, e)A(e)α(e, e′)
)

= det
(

α(e′, e)
)

det
(

A(e)
)

det
(

α(e, e′)
)

=

= det
(

A(e)
)

det
(

α(e, e′)α(e′, e)
)

= det
(

A(e)
)

det(Ĩ) = det
(

A(e)
)

.

Выберем некоторый базис e пространства L. Обозначим, det(A) = det
(

A(e)
)

.

Замечание (факультативный материал). Пусть p1, p2 ∈ Z+. Обозначим: σ(k) = p2 + k
при k = 1, p1; σ(k) = −p1 + k при k = p1 + 1, p1 + p2. Очевидно, σ ∈ Sp1+p2 .

Утверждение (факультативный материал). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное
пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N .

1. Пусть: p1, q1 ∈ Z+, A ∈ (TL)q1p1, p2, q2 ∈ Z+, B ∈ (TL)q2p2. Обозначим: σ1(k) = p2 + k

при k = 1, p1; σ1(k) = −p1 + k при k = p1 + 1, p1 + p2; σ2(k) = q2 + k при k = 1, q1;
σ2(k) = −q1 + k при k = q1 + 1, q1 + q2. Тогда B ⊗ A = [A⊗B]σ2

σ1
.

2. Пусть: p, q ∈ Z+, A ∈ (TL)qp, σ1, σ3 ∈ Sp, σ2, σ4 ∈ Sq. Тогда
[

[A]σ2
σ1

]σ4

σ3
= [A]σ4σ2

σ3σ1
.

Доказательство.
1. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip1+p2 , j1, . . . , jq1+q2 = 1, N . Тогда:

(B ⊗ A)
j1,...,jq1+q2
i1,...,ip1+p2

(e) = B
j1,...,jq2
i1,...,ip2

(e)A
jq2+1,...,jq2+q1
ip2+1,...,ip2+p1

(e) = A
jq2+1,...,jq2+q1
ip2+1,...,ip2+p1

(e)B
j1,...,jq2
i1,...,ip2

(e) =

= A
jσ2(1),...,jσ2(q1)
iσ1(1),...,iσ1(p1)

(e)B
jσ2(q1+1),...,jσ2(q1+q2)

iσ1(p1+1),...,iσ1(p1+p2)
(e) =

(

[A⊗B]σ2
σ1

)j1,...,jq1+q2

i1,...,ip1+p2

(e).

2. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, N . Тогда:

(

[

[A]σ2
σ1

]σ4

σ3

)j1,...,jq

i1,...,ip
(e) =

(

[A]σ2
σ1

)jσ4(1),...,jσ4(q)

iσ3(1),...,iσ3(p)
(e) = A

jσ4(σ2(1)),...,jσ4(σ2(q))
iσ3(σ1(1)),...,iσ3(σ1(p))

(e) =

= A
j(σ4σ2)(1),...,j(σ4σ2)(q)
i(σ3σ1)(1),...,i(σ3σ1)(p)

(e) =
(

[A]σ4σ2
σ3σ1

)j1,...,jq

i1,...,ip
(e).

Определение (факультативный материал). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное про-
странство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; r ∈ Z, r > 3, pk, qk ∈ Z+, Ak ∈ (TL)qkpk при

k = 1, r. Обозначим: p̃k =
k
∑

m=1

pm, q̃k =
k
∑

m=1

qm при k = 1, r. Обозначим:

(A1 ⊗ · · · ⊗ Ar)
j1,...,jq̃r
i1,...,ip̃r

(e) = (A1)
j1,...,jq̃1
i1,...,ip̃1

(e)(A2)
jq̃1+1,...,jq̃2
ip̃1+1,...,ip̃2

(e) · · · (Ar)
jq̃r−1+1,...,jq̃r
ip̃r−1+1,...,ip̃r

(e)

при: e — базис пространства L, i1, . . . , ip̃r , j1, . . . , jq̃r = 1, N . Будем говорить, что
A1 ⊗ · · · ⊗ Ar — прямое произведение тензоров A1, . . . , Ar.

Утверждение (факультативный материал). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное
пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; r ∈ Z, r > 3, pk, qk ∈ Z+, Ak ∈ (TL)qkpk
при k = 1, r. Тогда: A1⊗· · ·⊗Ar = (A1⊗· · ·⊗Ar−1)⊗Ar, A1⊗· · ·⊗Ar = A1⊗(A2⊗· · ·⊗Ar).
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Доказательство. Обозначим: p̃k =
k
∑

m=1

pm, q̃k =
k
∑

m=1

qm при k = 1, r.

1. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip̃r , j1, . . . , jq̃r = 1, N . Тогда:

(

(A1 ⊗ · · · ⊗ Ar−1)⊗ Ar

)j1,...,jq̃r

i1,...,ip̃r
(e) =

=
(

(A1)
j1,...,jq̃1
i1,...,ip̃1

(e) · · · (Ar−1)
jq̃r−2+1,...,jq̃r−1

ip̃r−2+1,...,ip̃r−1
(e)
)

(Ar)
jq̃r−1+1,...,jq̃r
ip̃r−1+1,...,ip̃r

(e) =

= (A1)
j1,...,jq̃1
i1,...,ip̃1

(e) · · · (Ar)
jq̃r−1+1,...,jq̃r
ip̃r−1+1,...,ip̃r

(e) = (A1 ⊗ · · · ⊗ Ar)
j1,...,jq̃r
i1,...,ip̃r

(e).

2. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip̃r , j1, . . . , jq̃r = 1, N . Тогда:

(

A1 ⊗ (A2 ⊗ · · · ⊗ Ar)
)j1,...,jq̃r

i1,...,ip̃r
(e) = (A1)

j1,...,jq̃1
i1,...,ip̃1

(e)
(

(A2)
jq̃1+1,...,jq̃2
ip̃1+1,...,ip̃2

(e) · · · (Ar)
jq̃r−1+1,...,jq̃r
ip̃r−1+1,...,ip̃r

(e)
)

=

= (A1)
j1,...,jq̃1
i1,...,ip̃1

(e) · · · (Ar)
jq̃r−1+1,...,jq̃r
ip̃r−1+1,...,ip̃r

(e) = (A1 ⊗ · · · ⊗ Ar)
j1,...,jq̃r
i1,...,ip̃r

(e).

11.5. Возможные обобщения

1. Можно рассматривать не наборы чисел из поля K, а наборы объектов более слож-
ной природы. Например, базис e линейного пространства L можно интерпретировать как
тензор порядка

(

0
1

)

.
2. Можно рассматривать геометрические объекты, определённые не для всех базисов

линейного пространства.
3. Можно рассматривать геометрические объекты, у которых разные индексы отно-

сятся к разным пространствам. Например, матрицу линейного оператора A : L1 =⇒ L2

можно интерпретировать как тензор порядка
(

0
1

)

в пространстве L1 и тензор порядка
(

1
0

)

в пространстве L2.
4. Можно рассматривать тензоры, у которых по крайней мере часть индексов преоб-

разуется с помощью матриц
{

αi
i′(e, e

′)
}i=1,N

i′=1,N
,
{

αi′

i (e
′, e)
}i′=1,N

i=1,N
(здесь: z = Re(z) − i Im(z)

при z ∈ C). Например, матрица полуторалинейной формы преобразуется по закону:

Ai′j′(e
′) = Aij(e)αi

i′(e, e
′)αj

j′(e, e
′) при i′, j′ = 1, N .
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Лекция 12. Матрица линейного оператора

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈ N,
dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2; e — базис
пространства L1, f — базис пространства L2, A : L1 =⇒ L2, A — линейный (полули-
нейный) оператор. Обозначим: [A]ji (f, e) = [Aei]

j(f) при: i = 1, N1, j = 1, N2. Очевидно:
[A](f, e) ∈ KN2×N1 , Aei = [A]ji (f, e)fj при i = 1, N1; [A]i(f, e) = [Aei](f) при i = 1, N1. Будем
говорить, что [A](f, e) — матрица линейного (полулинейного) оператора A в базисах f , e.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e — базис пространства L, A : L =⇒ L, A — линейный (полулинейный)
оператор. Обозначим: [A]ji (e) = [Aei]

j(e) при i, j = 1, N . Очевидно: [A](e) ∈ KN×N , Aei =
[A]ji (e)ej при i = 1, N ; [A]i(e) = [Aei](e) при i = 1, N . Будем говорить, что [A](e) — матрица
линейного (полулинейного) оператора A в базисе e.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e — базис пространства L, A : L =⇒ L, A — линейный (полулинейный)
оператор. Очевидно, [A](e, e) = [A](e).

Замечание (примеры). Пусть K ∈ {C,R,Q}.
1. Пусть: L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈ N, dim(L1) = N1; L2 —

линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2; e — базис пространства L1,
f — базис пространства L2. Докажем, что [Θ](f, e) = Θ̃ (здесь Θ̃ — нулевая матрица из
множества KN2×N1). Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда: [Θ]ji (f, e) = [Θei]

j(f) = [θ2]
j(f) = 0.

2. Пусть: L — линейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; e, f — базисы
пространства L. Докажем, что [I](f, e) = α(f, e). Пусть i, j = 1, N . Тогда: [I]ji (f, e) =
[Iei]

j(f) = [ei]
j(f) = αj

i (f, e).
3. Пусть: L — линейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; e — базис

пространства L. Тогда: [I](e) = [I](e, e) = α(e, e) = Ĩ (здесь Ĩ — единичная матрица из
множества KN×N).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈
N, dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2; e —
базис пространства L1, f — базис пространства L2.

1. Пусть A ∈ Lin(L1, L2). Тогда: Ax = [A]ji (f, e)[x]
i(e)fj при x ∈ L1.

2. Пусть: Q ∈ KN2×N1, Ax = Qj
i [x]

i(e)fj при x ∈ L1. Тогда: A ∈ Lin(L1, L2), [A](f, e) =
Q.

3. Пусть: A : L1 =⇒ L2, A — полулинейный оператор. Тогда: Ax = [A]ji (f, e)[x]
i(e)fj

при x ∈ L1.
4. Пусть: Q ∈ KN2×N1, Ax = Qj

i [x]
i(e)fj при x ∈ L1. Тогда: A : L1 =⇒ L2, A —

полулинейный оператор, [A](f, e) = Q.

Доказательство.
1. Пусть x ∈ L1. Тогда:

Ax = A
(

[x]i(e)ei
)

= [x]i(e)A(ei) = [x]i(e)
(

[A]ji (f, e)fj
)

= [A]ji (f, e)[x]
i(e)fj.

2. Докажем, что A ∈ Lin(L1, L2). Очевидно, A : L1 =⇒ L2.
Пусть x, y ∈ L1. Тогда:

A(x+ y) = Qj
i [x+ y]i(e)fj = Qj

i

(

[x]i(e) + [y]i(e)
)

fj = Qj
i [x]

i(e)fj +Qj
i [y]

i(e)fj = Ax+ Ay.
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Пусть: λ ∈ K, x ∈ L1. Тогда:

A(λx) = Qj
i [λx]

i(e)fj = Qj
i

(

λ[x]i(e)
)

fj = λ
(

Qj
i [x]

i(e)fj
)

= λA(x).

Докажем, что [A](f, e) = Q. Пусть i = 1, N1. Очевидно, Aei = [A]ji (f, e)fj. С другой
стороны:

Aei = Qj
k[ei]

k(e)fj = Qj
kδ

k
i fj = Qj

ifj.

Тогда: [A]ji (f, e) = Qj
i при j = 1, N2. Следовательно, [A](f, e) = Q.

3. Пусть x ∈ L1. Тогда:

Ax = A
(

[x]i(e)ei
)

= [x]i(e)A(ei) = [x]i(e)
(

[A]ji (f, e)fj
)

= [A]ji (f, e)[x]
i(e)fj.

4. Докажем, что: A : L1 =⇒ L2, A — полулинейный оператор. Очевидно, A : L1 =⇒
L2.

Пусть x, y ∈ L1. Тогда:

A(x+ y) = Qj
i [x+ y]i(e)fj = Qj

i

(

[x]i(e) + [y]i(e)
)

fj = Qj
i [x]

i(e)fj +Qj
i [y]

i(e)fj = Ax+ Ay.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ L1. Тогда:

A(λx) = Qj
i [λx]

i(e)fj = Qj
i

(

λ[x]i(e)
)

fj = λ
(

Qj
i [x]

i(e)fj
)

= λA(x).

Докажем, что [A](f, e) = Q. Пусть i = 1, N1. Очевидно, Aei = [A]ji (f, e)fj. С другой
стороны:

Aei = Qj
k[ei]

k(e)fj = Qj
kδ

k
i fj = Qj

kδ
k
i fj = Qj

ifj.

Тогда: [A]ji (f, e) = Qj
i при j = 1, N2. Следовательно, [A](f, e) = Q.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈ N,
dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2; e — базис
пространства L1, f — базис пространства L2.

Пусть: A, B ∈ Lin(L1, L2), [A](f, e) = [B](f, e). Докажем, что A = B. Пусть x ∈ L1.
Тогда:

Ax = [A]ji (f, e)[x]
i(e)fj = [B]ji (f, e)[x]

i(e)fj = Bx.

Следовательно, A = B.
Пусть: Q1, Q2 ∈ KN2×N1, (Q1)

j
i [x]

i(e)fj = (Q2)
j
i [x]

i(e)fj при x ∈ L1. Докажем, что

Q1 = Q2. Обозначим: Ax = (Q1)
j
i [x]

i(e)fj при x ∈ L1. Тогда: A ∈ Lin(L1, L2), [A](f, e) = Q1.
Пусть x ∈ L1. Тогда: Ax = (Q1)

j
i [x]

i(e)fj = (Q2)
j
i [x]

i(e)fj. Следовательно, [A](f, e) = Q2.
Итак, Q1 = Q2.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈ N,
dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2; e — базис
пространства L1, f — базис пространства L2, Q ∈ KN2×N1 , x ∈ L1. Тогда:

Qj
i [x]

i(e)fj =
(

Qj
i [x]

i(e)
)

fj =
(

Q[x](e)
)j
fj =

(

Qhe(x)
)j
fj =

(

Q̂(hex)
)j
fj = h−1

f

(

Q̂(hex)
)

=

= (h−1
f Q̂he)x.
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Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈
N, dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2; e —
базис пространства L1, f — базис пространства L2.

1. Пусть A ∈ Lin(L1, L2). Тогда: [Ax](f) = [A](f, e)[x](e) при x ∈ L1.
2. Пусть: Q ∈ KN2×N1, A : L1 =⇒ L2, [Ax](f) = Q[x](e) при x ∈ L1. Тогда: A ∈

Lin(L1, L2), [A](f, e) = Q.

Доказательство.
1. Пусть x ∈ L1. Тогда: [A](f, e)[x](e) ∈ KN2 ,

Ax = [A]ji (f, e)[x]
i(e)fj =

(

[A]ji (f, e)[x]
i(e)
)

fj =
(

[A](f, e)[x](e)
)j
fj.

Следовательно, [Ax](f) = [A](f, e)[x](e).
2. Пусть x ∈ L1. Тогда:

Ax = [Ax]j(f)fj =
(

Q[x](e)
)j
fj =

(

Qj
i [x]

i(e)
)

fj = Qj
i [x]

i(e)fj.

Следовательно: A ∈ Lin(L1, L2), [A](f, e) = Q.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈
N, dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2; e —
базис пространства L1, f — базис пространства L2.

1. Пусть: A ∈ Lin(L1, L2), Q = [A](f, e). Тогда A = h−1
f Q̂he.

2. Пусть: Q ∈ KN2×N1, A = h−1
f Q̂he. Тогда: A ∈ Lin(L1, L2), [A](f, e) = Q.

Доказательство.
1. Пусть x ∈ L1. Тогда:

Ax = Qj
i [x]

i(e)fj = (h−1
f Q̂he)x.

Следовательно, A = h−1
f Q̂he.

2. Пусть x ∈ L1. Тогда:

Ax = (h−1
f Q̂he)x = Qj

i [x]
i(e)fj.

Следовательно: A ∈ Lin(L1, L2), [A](f, e) = Q.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈ N,
dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2; e — базис
пространства L1, f — базис пространства L2, A ∈ Lin(L1, L2), Q = [A](f, e).

Докажем, что ker(A) = h−1
e

[

ker(Q̂)
]

. Пусть x ∈ ker(A). Тогда:

x ∈ L1, Ax = θ2;

x ∈ L1, (h
−1
f Q̂he)x = θ2;

x ∈ L1, h
−1
f

(

Q̂(hex)
)

= θ2;

x ∈ L1, Q̂(hex) = θ̃2

(здесь θ̃2 — нулевой элемент пространства KN2). Обозначим, x̃ = hex. Тогда:

x ∈ L1, x̃ = hex, Q̂x̃ = θ̃2;
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x̃ ∈ KN1 , x = h−1
e x̃, Q̂x̃ = θ̃2;

x̃ ∈ ker(Q̂), x = h−1
e x̃;

x ∈ h−1
e

[

ker(Q̂)
]

.

Пусть x ∈ h−1
e

[

ker(Q̂)
]

. Тогда существует столбец x̃, удовлетворяющий условиям: x̃ ∈
ker(Q̂), x = h−1

e x̃. Следовательно:

x̃ ∈ KN1 , x = h−1
e x̃, Q̂x̃ = θ̃2;

x ∈ L1, x̃ = hex, Q̂x̃ = θ̃2;

x ∈ L1, Q̂(hex) = θ̃2;

x ∈ L1, h
−1
f

(

Q̂(hex)
)

= θ2;

x ∈ L1, (h
−1
f Q̂he)x = θ2;

x ∈ L1, Ax = θ2;

x ∈ ker(A).

Так как KN1
h−1
e≈ L1, то:

dim
(

ker(A)
)

= dim
(

h−1
e

[

ker(Q̂)
]

)

= dim
(

ker(Q̂)
)

.

Пусть N1 = N2. Докажем, что ker(A) = {θ1} ⇐⇒ det(Q) 6= 0. Пусть ker(A) = {θ1}.
Тогда: ker(Q̂) = he

[

ker(A)
]

= {θ̃1}. Следовательно, det(Q) 6= 0.

Пусть det(Q) 6= 0. Тогда ker(Q̂) = {θ̃1}. Следовательно: ker(A) = h−1
e

[

ker(Q̂)
]

= {θ1}.
Очевидно:

R(A) = A[L1] = (h−1
f Q̂he)[L1] = h−1

f

[

Q̂
[

he[L1]
]

]

= h−1
f

[

Q̂
[

KN1
]

]

= h−1
f

[

L(Q1, . . . , QN1)
]

=

= L(h−1
f Q1, . . . , h

−1
f QN1).

Так как KN2

h−1
f≈ L2, то:

rank(A) = dim
(

R(A)
)

= dim
(

h−1
f

[

L(Q1, . . . , QN1)
]

)

= dim
(

L(Q1, . . . , QN1)
)

= rank(Q).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈
N, dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2; e —
базис пространства L1, f — базис пространства L2.

1. Пусть A, B ∈ Lin(L1, L2). Тогда [A+B](f, e) = [A](f, e) + [B](f, e).
2. Пусть: λ ∈ K, A ∈ Lin(L1, L2). Тогда [λA](f, e) = λ[A](f, e).

Доказательство.
1. Пусть i = 1, N1. Очевидно, (A+ B)ei = [A+B]ji (f, e)fj. С другой стороны:

(A+ B)ei = Aei + Bei = [A]ji (f, e)fj + [B]ji (f, e)fj =
(

[A]ji (f, e) + [B]ji (f, e)
)

fj.

Тогда: [A+ B]ji (f, e) = [A]ji (f, e) + [B]ji (f, e) при j = 1, N2. Следовательно: [A+ B]ji (f, e) =
(

[A](f, e) + [B](f, e)
)j

i
при j = 1, N2. Тогда [A+ B](f, e) = [A](f, e) + [B](f, e).
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2. Пусть i = 1, N1. Очевидно, (λA)ei = [λA]ji (f, e)fj. С другой стороны:

(λA)ei = λA(ei) = λ
(

[A]ji (f, e)fj
)

=
(

λ[A]ji (f, e)
)

fj.

Тогда: [λA]ji (f, e) = λ[A]ji (f, e) при j = 1, N2. Следовательно: [λA]ji (f, e) =
(

λ[A](f, e)
)j

i
при

j = 1, N2. Тогда [λA](f, e) = λ[A](f, e).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈ N,
dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2.

Пусть: e0 — базис пространства L1, f0 — базис пространства L2. Обозначим: ϕ(A) =
[A](f0, e0) при A ∈ Lin(L1, L2). Очевидно, ϕ — изоморфизм пространства Lin(L1, L2) на
пространство KN2×N1 . Тогда: dim

(

Lin(L1, L2)
)

= dim(KN2×N1) = N1N2.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈
N, dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2;
L3 — линейное пространство над полем K, N3 ∈ N, dim(L3) = N3; A ∈ Lin(L1, L2),
B ∈ Lin(L2, L3), e — базис пространства L1, f — базис пространства L2, g — базис
пространства L3. Тогда [BA](g, e) = [B](g, f)[A](f, e).

Доказательство. Пусть i = 1, N1. Очевидно, (BA)ei = [BA]ki (g, e)gk. С другой стороны:

(BA)ei = B(Aei) = B
(

[A]ji (f, e)fj
)

= [A]ji (f, e)B(fj) = [A]ji (f, e)
(

[B]kj (g, f)gk
)

=

=
(

[B]kj (g, f)[A]
j
i (f, e)

)

gk.

Тогда: [BA]ki (g, e) = [B]kj (g, f)[A]
j
i (f, e) при k = 1, N3. Следовательно: [BA]ki (g, e) =

(

[B](g, f)[A](f, e)
)k

i
при k = 1, N3. Тогда [BA](g, e) = [B](g, f)[A](f, e).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈
N, dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2; e,
e′ — базисы пространства L1, f , f

′ — базисы пространства L2.
1. Пусть A ∈ Lin(L1, L2). Тогда: [A]j

′

i′ (f
′, e′) = αj′

j (f
′, f)[A]ji (f, e)α

i
i′(e, e

′) при: i′ = 1, N1,

j′ = 1, N2; [A](f
′, e′) = α(f ′, f)[A](f, e)α(e, e′).

2. Пусть: A : L1 =⇒ L2, A — полулинейный оператор. Тогда: [A]j
′

i′ (f
′, e′) =

αj′

j (f
′, f)[A]ji (f, e)α

i
i′(e, e

′) при: i′ = 1, N1, j
′ = 1, N2; [A](f

′, e′) = α(f ′, f)[A](f, e)α(e, e′).

Доказательство.
1. Пусть: i′ = 1, N1, j

′ = 1, N2. Тогда:

[A]j
′

i′ (f
′, e′) = [Ae′i′ ]

j′(f ′) =
[

A
(

αi
i′(e, e

′)ei
)

]j′

(f ′) = αi
i′(e, e

′)[Aei]
j′(f ′) =

= αi
i′(e, e

′)
(

αj′

j (f
′, f)[Aei]

j(f)
)

= αj′

j (f
′, f)[A]ji (f, e)α

i
i′(e, e

′).

Следовательно:

[A]j
′

i′ (f
′, e′) = αj′

j (f
′, f)[A]ji (f, e)α

i
i′(e, e

′) =
(

α(f ′, f)[A](f, e)
)j′

i
αi
i′(e, e

′) =

=
(

α(f ′, f)[A](f, e)α(e, e′)
)j′

i′
.

Тогда [A](f ′, e′) = α(f ′, f)[A](f, e)α(e, e′).
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2. Пусть: i′ = 1, N1, j
′ = 1, N2. Тогда:

[A]j
′

i′ (f
′, e′) = [Ae′i′ ]

j′(f ′) =
[

A
(

αi
i′(e, e

′)ei
)

]j′

(f ′) = αi
i′(e, e

′)[Aei]
j′(f ′) =

= αi
i′(e, e

′)
(

αj′

j (f
′, f)[Aei]

j(f)
)

= αj′

j (f
′, f)[A]ji (f, e)α

i
i′(e, e

′).

Следовательно:

[A]j
′

i′ (f
′, e′) = αj′

j (f
′, f)[A]ji (f, e)α

i
i′(e, e

′) =
(

α(f ′, f)[A](f, e)
)j′

i
αi
i′(e, e

′) =

=
(

α(f ′, f)[A](f, e)α(e, e′)
)j′

i′
.

Тогда [A](f ′, e′) = α(f ′, f)[A](f, e)α(e, e′).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈ N,
dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2; A ∈
Lin(L1, L2).

Пусть: e — базис пространства L1, i = 1, N1. Очевидно,
{

[A]i(f, e)
}

f
∈ (TL2)

1
0.

Пусть: f — базис пространства L2, j = 1, N2. Очевидно,
{

[A]j(f, e)
}

e
∈ (TL1)

0
1.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L).

Очевидно,
{

[A](e)
}

e
∈ (TL)11.

Так как
{

[A](e)
}

e
∈ (TL)11, то: tr

(

[A](e′)
)

= tr
(

[A](e)
)

, det
(

[A](e′)
)

= det
(

[A](e)
)

при: e,
e′ — базисы пространства L.

Выберем некоторый базис e пространства L. Обозначим: tr(A) = tr
(

[A](e)
)

, det(A) =
det
(

[A](e)
)

.

Очевидно: tr(A) = tr
(

{

[A](e)
}

e

)

, det(A) = det
(

{

[A](e)
}

e

)

.
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Лекция 13. Собственные значения и собственные векто-

ры линейного оператора

13.1. Инвариантные подпространства линейного оператора

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L— линейное пространство над полем K; A ∈ lin(L,L).
Будем говорить, что Q — инвариантное подпространство оператора A, если: Q — подпро-
странство пространства L, Q ⊆ D(A), A[Q] ⊆ Q.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; A ∈
lin(L,L), Q — инвариантное подпространство оператора A. Тогда A|Q ∈ Lin(Q,Q).

Доказательство. Так как Q — инвариантное подпространство оператора A, то: Q — под-
пространство пространства L, Q ⊆ D(A), A[Q] ⊆ Q.

Так как: A ∈ lin(L,L), Q — подпространство пространства L, то A|Q ∈ lin(L,L). Так
как Q ⊆ D(A), то: D(A|Q) = Q ∩ D(A) = Q. Так как A[Q] ⊆ Q, то: R(A|Q) = A[Q] ⊆ Q.
Итак, A|Q ∈ Lin(Q,Q).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; A ∈
lin(L,L), r ∈ N, Q1, . . . , Qr — инвариантные подпространства оператора A. Тогда Q1 +
· · ·+Qr — инвариантное подпространство оператора A.

Доказательство. Так как Q1, . . . , Qr — подпространства пространства L, то Q1+· · ·+Qr —
подпространство пространства L.

Пусть u ∈ Q1 + · · ·+Qr. Тогда существуют векторы x1, . . . , xr, удовлетворяющие усло-
виям: x1 ∈ Q1, . . . , xr ∈ Qr, u = x1+ · · ·+xr. Следовательно: x1 ∈ Q1 ⊆ D(A), . . . , xr ∈ Qr ⊆
D(A), u = x1+· · ·+xr. Тогда: u ∈ D(A), Au = A(x1+· · ·+xr) = Ax1+· · ·+Axr ∈ Q1+· · ·+Qr.
Итак, Q1 + · · ·+Qr — инвариантное подпространство оператора A.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; A,
B ∈ Lin(L,L), A, B — коммутирующие операторы. Тогда: ker(B) — инвариантное под-
пространство оператора A; R(B) — инвариантное подпространство оператора A.

Доказательство. Так как B ∈ lin(L,L), то ker(B) — подпространство пространства L.
Пусть x ∈ ker(B). Тогда: x ∈ L, Bx = θ. Следовательно: Ax ∈ L, B(Ax) = (BA)x =

(AB)x = A(Bx) = Aθ = θ. Тогда Ax ∈ ker(B). Итак, ker(B) — инвариантное подпростран-
ство оператора A.

Так как B ∈ lin(L,L), то R(B) — подпространство пространства L.
Пусть x ∈ R(B). Тогда существует вектор u, удовлетворяющий условиям: u ∈ L, x =

Bu. Следовательно: Au ∈ L, Ax = A(Bu) = (AB)u = (BA)u = B(Au). Тогда Ax ∈ R(B).
Итак, R(B) — инвариантное подпространство оператора A.

Утверждение (вспомогательный результат). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное про-
странство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; e — базис пространства L.

Пусть: r ∈ N, i1, . . . , ir = 1, N , i1 < · · · < ir.

1. Пусть: α1, . . . , αr ∈ K, x =
r
∑

k=1

αkeik . Тогда: x ∈ L, [x]ik(e) = αk при k = 1, r;

[x]j(e) = 0 при: j = 1, N , j /∈ {i1, . . . , ir}.
2. Пусть: x ∈ L, [x]ik(e) = αk при k = 1, r; [x]j(e) = 0 при: j = 1, N , j /∈ {i1, . . . , ir}.

Тогда: α1, . . . , αr ∈ K, x =
r
∑

k=1

αkeik .
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Доказательство.
1. Очевидно, x ∈ L. Обозначим: x̃ik = αk при k = 1, r; x̃j = 0 при: j = 1, N , j /∈

{i1, . . . , ir}. Тогда: x̃ ∈ KN , x = x̃jej. Следовательно, [x](e) = x̃. Тогда: [x]ik(e) = x̃ik = αk

при k = 1, r; [x]j(e) = x̃j = 0 при: j = 1, N , j /∈ {i1, . . . , ir}.
2. Очевидно: α1, . . . , αr ∈ K, x =

N
∑

j=1

[x]j(e)ej =
r
∑

k=1

αkeik .

Утверждение (вспомогательный результат). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное про-
странство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; e — базис пространства L.

Пусть: r ∈ N, i1, . . . , ir = 1, N , i1 < · · · < ir, Q = L(ei1 , . . . , eir).
1. Пусть x ∈ Q. Тогда: x ∈ L, [x]j(e) = 0 при: j = 1, N , j /∈ {i1, . . . , ir}.
2. Пусть: x ∈ L, [x]j(e) = 0 при: j = 1, N , j /∈ {i1, . . . , ir}. Тогда x ∈ Q.

Доказательство.
1. Так как x ∈ Q, то существуют числа α1, . . . , αr, удовлетворяющие условиям:

α1, . . . , αr ∈ K, x =
r
∑

k=1

αkeik . Тогда: x ∈ L, [x]j(e) = 0 при: j = 1, N , j /∈ {i1, . . . , ir}.
2. Очевидно:

x =
N
∑

j=1

[x]j(e)ej =
r
∑

k=1

[x]ik(e)eik ∈ Q.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L), e — базис пространства L.

Пусть: r ∈ N, i1, . . . , ir = 1, N , i1 < · · · < ir, Q = L(ei1 , . . . , eir).
1. Пусть Q — инвариантное подпространство оператора A. Тогда: [A]jik(e) = 0 при:

k = 1, r, j = 1, N , j /∈ {i1, . . . , ir}.
2. Пусть: [A]jik(e) = 0 при: k = 1, r, j = 1, N , j /∈ {i1, . . . , ir}. Тогда Q — инвариантное

подпространство оператора A.
3. Пусть Q — инвариантное подпространство оператора A. Тогда:

[A|Q]mk (ei1 , . . . , eir) = [A]imik (e) при k, m = 1, r.

Доказательство.
1. Пусть k = 1, r. Тогда eik ∈ Q. Так как Q — инвариантное подпространство опера-

тора A, то Aeik ∈ Q. Тогда: [Aeik ]
j(e) = 0 при: j = 1, N , j /∈ {i1, . . . , ir}. Следовательно:

[A]jik(e) = [Aeik ]
j(e) = 0 при: j = 1, N , j /∈ {i1, . . . , ir}.

2. Очевидно, Q — подпространство пространства L. Пусть x ∈ Q. Тогда: [x]j(e) = 0
при: j = 1, N , j /∈ {i1, . . . , ir}. Следовательно:

Ax =
∑

i,j=1,N

[A]ji (e)[x]
i(e)ej =

∑

k=1,r,
j=1,N

[A]jik(e)[x]
ik(e)ej =

∑

k,m=1,r

[A]imik (e)[x]
ik(e)eim ∈ Q.

Итак, Q — инвариантное подпространство пространства L.

3. Пусть k = 1, r. Очевидно, A|Q eik =
r
∑

m=1

[A|Q]mk (ei1 , . . . , eir)eim . Так как Q — инва-

риантное подпространство оператора A, то: [A]jik(e) = 0 при: j = 1, N , j /∈ {i1, . . . , ir}.
Тогда:

A|Q eik = Aeik =
N
∑

j=1

[A]jik(e)ej =
r
∑

m=1

[A]imik (e)eim .
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Следовательно: [A|Q]mk (ei1 , . . . , eir) = [A]imik (e) при m = 1, r. Итак: [A|Q]mk (ei1 , . . . , eir) =

[A]imik (e) при k, m = 1, r.

13.2. Собственные значения и собственные векторы линейного опе-
ратора

Замечание (оператор A − λI). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над
полем K; A ∈ lin(L,L), λ ∈ K.

Очевидно:

D(A− λI) = D(A) ∩D(I) = D(A) ∩ L = D(A).

Пусть x ∈ D(A− λI). Тогда:

(A− λI)x = Ax− λI(x) = Ax− λx.

Очевидно:

ker(A− λI) =
{

x : x ∈ D(A− λI) ∧ (A− λI)x = θ
}

=
{

x : x ∈ D(A) ∧ Ax− λx = θ
}

=

=
{

x : x ∈ D(A) ∧ Ax = λx
}

.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; A ∈ lin(L,L),
λ1, λ2 ∈ K.

Пусть x ∈ ker(A− λ2I). Тогда: x ∈ D(A), Ax = λ2x. Следовательно:

x ∈ D(A) = D(A− λ1I),

(A− λ1I)x = Ax− λ1x = λ2x− λ1x = (λ2 − λ1)x.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; A ∈
lin(L,L), λ1, λ2 ∈ K. Тогда ker(A − λ2I) — инвариантное подпространство оператора
A− λ1I.

Доказательство. Очевидно, ker(A− λ2I) — подпространство пространства L. Пусть x ∈
ker(A − λ2I). Тогда: x ∈ D(A − λ1I), (A − λ1I)x = (λ2 − λ1)x ∈ ker(A − λ2I). Итак,
ker(A− λ2I) — инвариантное подпространство оператора A.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L— линейное пространство над полем K; A ∈ lin(L,L).
1. Будем говорить, что λ — собственное значение оператора A (λ — точка дискретного

спектра оператора A), если: λ ∈ K, ker(A− λI) 6= {θ}.
Очевидно, λ является собственным значением оператора A тогда и только тогда,

когда:

λ ∈ K, ∃x
(

x ∈ ker(A− λI) ∧ x 6= θ
)

;

λ ∈ K, ∃x
(

x ∈ D(A− λI) ∧ (A− λI)x = θ ∧ x 6= θ
)

;

λ ∈ K, ∃x
(

x ∈ D(A) ∧ Ax− λx = θ ∧ x 6= θ
)

;

λ ∈ K, ∃x
(

x ∈ D(A) ∧ Ax = λx ∧ x 6= θ
)

.

Обозначим через SD(A) множество всех собственных значений оператора A.
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2. Будем говорить, что λ — точка непрерывного спектра оператора A, если: λ ∈ K,
ker(A− λI) = {θ}, R(A− λI) 6= L.

Обозначим через SC(A) множество всех точек непрерывного спектра оператора A.
3. Будем говорить, что λ — точка спектра оператора A, если: λ ∈ K, ker(A − λI) 6=

{θ} ∨ R(A− λI) 6= L.
4. Будем говорить, что λ — регулярная точка оператора A, если: λ ∈ K, ker(A− λI) =

{θ}, R(A− λI) = L.
5. Пусть λ — собственное значение оператора A. Будем говорить, что x — собственный

вектор оператора A, соответствующий собственному значению λ, если: x ∈ ker(A − λI),
x 6= θ.

Очевидно, x является собственным вектором оператора A, соответствующим соб-
ственному значению λ, тогда и только тогда, когда:

x ∈ D(A− λI), (A− λI)x = θ, x 6= L;

x ∈ D(A), Ax− λx = θ, x 6= θ;

x ∈ D(A), Ax = λx, x 6= θ.

6. Пусть λ — собственное значение оператора A. Будем говорить, что ker(A − λI) —
собственное подпространство оператора A, соответствующее собственному значению λ.

Пусть λ ∈ K. Обозначим, HA(λ) = ker(A− λI).
7. Пусть λ— собственное значение оператора A. Будем говорить, что dim

(

ker(A−λI)
)

—
геометрическая кратность собственного значения λ.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K,
dim(L) 6= +∞; A ∈ Lin(L,L). Тогда SC(A) = ∅.

Доказательство. Предположим, что SC(A) 6= ∅. Тогда существует число λ, удовлетворя-
ющее условию λ ∈ SC(A). Следовательно: λ ∈ K, ker(A−λI) = {θ}, R(A−λI) 6= L. Соглас-
но 1-й теореме Фредгольма, так как: dim(L) 6= +∞, A− λI ∈ Lin(L,L), ker(A− λI) = {θ},
то R(A− λI) = L. Итак, SC(A) = ∅.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; A ∈
lin(L,L), r ∈ N, λ1, . . . , λr — различные собственные значения оператора A, H1, . . . , Hr —
соответствующие собственные подпространства. Тогда H1, . . . , Hr — линейно независи-
мые подпространства.

Доказательство. Очевидно, утверждение справедливо при r = 1.
Пусть: r0 ∈ N, утверждение справедливо при r = r0. Докажем, что утверждение спра-

ведливо при r = r0 + 1. Пусть: x1 ∈ H1, . . . , xr0+1 ∈ Hr0+1,
r0+1
∑

k=1

xk = θ. Тогда:

(A− λr0+1I)

r0+1
∑

k=1

xk = (A− λr0+1I)θ,

r0+1
∑

k=1

(A− λr0+1I)xk = (A− λr0+1I)θ,

r0
∑

k=1

(λk − λr0+1)xk = θ.
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Так как H1, . . . , Hr0 — линейно независимые подпространства, то: (λk − λr0+1)xk = θ при

k = 1, r0. Так как: λk 6= λr0+1 при k = 1, r0, то: xk = θ при k = 1, r0. Так как
r0+1
∑

k=1

xk = θ, то

xr0+1 = θ.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; A ∈ lin(L,L).
Пусть: λ — собственное значение оператора A, x — собственный вектор оператора A,

соответствующий собственному значению λ. Тогда: λ — собственное значение оператора A,
x ∈ ker(A− λI), x 6= θ. Следовательно: λ ∈ K, x ∈ ker(A− λI), x 6= θ.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ ker(A− λI), x 6= θ. Тогда: λ ∈ K, ker(A− λI) 6= {θ}; x ∈ ker(A− λI),
x 6= θ. Следовательно: λ — собственное значение оператора A, x ∈ ker(A − λI), x 6=
θ. Тогда: λ — собственное значение оператора A, x — собственный вектор оператора A,
соответствующий собственному значению λ.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; A ∈ lin(L,L).
Пусть x — собственный вектор оператора A. Тогда: x ∈ ⋃

λ∈SD(A)

HA(λ), x 6= θ.

Пусть: x ∈
⋃

λ∈SD(A)

HA(λ), x 6= θ. Тогда x — собственный вектор оператора A.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e — базис пространства L, i = 1, N , A ∈ Lin(L,L).

Пусть: λ — собственное значение оператора A, ei — собственный вектор оператора A,
соответствующий собственному значению λ. Тогда: λ ∈ K, ei ∈ ker(A−λI). Следовательно:
λ ∈ K, Aei = λei. Тогда: λ ∈ K, [A]ji (e) = [Aei]

j(e) = [λei]
j(e) при j = 1, N . Следовательно:

[A]ii(e) = λ, [A]ji (e) = 0 при: j = 1, N , j 6= i.
Пусть: [A]ii(e) = λ, [A]ji (e) = 0 при: j = 1, N , j 6= i. Тогда: λ ∈ K, [A]ii(e) = λ, [A]ji (e) = 0

при: j = 1, N , j 6= i. Следовательно: λ ∈ K, Aei = [A]ji (e)ej = λei. Тогда: λ ∈ K, ei ∈
ker(A− λI). Так как ei 6= θ, то: λ — собственное значение оператора A, ei — собственный
вектор оператора A, соответствующий собственному значению λ.

Утверждение (приведение матрицы линейного оператора к диагональному виду).
Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ;
A ∈ Lin(L,L).

1. Пусть: e — базис пространства L, λ1, . . . , λN — собственные значения оператора A,
e1, . . . , eN — соответствующие собственные векторы. Тогда: e — базис пространства L,

[A](e) =















λ1 · 0
0 · 0
...

...
...

0 · 0
0 · λN















.

2. Пусть: e — базис пространства L,

[A](e) =















λ1 · 0
0 · 0
...

...
...

0 · 0
0 · λN















.
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Тогда: e — базис пространства L, λ1, . . . , λN — собственные значения оператора A,
e1, . . . , eN — соответствующие собственные векторы.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L).

Пусть: r ∈ N, λ1, . . . , λr — различные собственные значения оператора A; Nk ∈ N,
fk,1, . . . , fk,Nk

— линейно независимые собственные векторы оператора A, соответству-

ющие собственному значению λk при k = 1, r;
r
∑

k=1

Nk = N .

Тогда: λ1, . . . , λr — все различные собственные значения оператора A;
(fk,1, . . . , fk,Nk

) — базис подпространства HA(λk) при k = 1, r.

Доказательство. Пусть k = 1, r. Так как: fk,1, . . . , fk,Nk
∈ HA(λk), fk,1, . . . , fk,Nk

— линейно
независимые векторы, то dim

(

HA(λk)
)

> Nk.
Предположим, что существует число λr+1, удовлетворяющее условиям: λr+1 — соб-

ственное значение оператора A, λr+1 /∈ {λ1, . . . , λr}. Так как λr+1 — собственное зна-
чение оператора A, то dim

(

HA(λk+1)
)

> 1. Так как: λ1, . . . , λr — различные числа,
λr+1 /∈ {λ1, . . . , λr}, то λ1, . . . , λr+1 — различные числа. Тогда HA(λ1), . . . , HA(λr+1) — ли-
нейно независимые подпространства. Следовательно:

dim(L) > dim
(

r+1
∑

k=1

HA(λk)
)

=
r+1
∑

k=1

dim
(

HA(λk)
)

>

(

r
∑

k=1

Nk

)

+ 1 = N + 1

(что противоречит утверждению dim(L) = N). Итак, λ1, . . . , λr — все различные собствен-
ные значения оператора A.

Предположим, что существует число k0, удовлетворяющее условиям: k0 = 1, N ,
dim

(

HA(λk0)
)

6= Nk0 . Тогда dim
(

HA(λk0)
)

> Nk0 +1. Так как λ1, . . . , λr — различные числа,
то HA(λ1), . . . , HA(λr) — линейно независимые подпространства. Тогда:

dim(L) > dim
(

r
∑

k=1

HA(λk)
)

=
r
∑

k=1

dim
(

HA(λk)
)

>

(

r
∑

k=1

Nk

)

+ 1 = N + 1

(что противоречит утверждению dim(L) = N). Итак: dim
(

HA(λk)
)

= Nk при k = 1, r.
Пусть k = 1, r. Так как: fk,1, . . . , fk,Nk

∈ HA(λk), fk,1, . . . , fk,Nk
— линейно независимые

векторы, dim
(

HA(λk)
)

= Nk, то (fk,1, . . . , fk,Nk
) — базис подпространства HA(λk).

13.3. Общие сведения о полиномах

Определение. Пусть K ∈ {C,R,Q}.
Пусть: N ∈ Z+, a0, . . . , aN ∈ K, N 6= 0 =⇒ aN 6= 0, F (x) =

N
∑

k=0

akx
k при x ∈ K.

Очевидно, F : K =⇒ K. Будем говорить, что: F — полином на множестве K, N — степень
полинома F , a0, . . . , aN — коэффициенты полинома F .

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ Z+, a0, . . . , aN ∈ K, F (x) =
N
∑

k=0

akx
k при x ∈ K.

Тогда F — полином на множестве K.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ Z+, a0, . . . , aN ∈ K, b0, . . . , bN ∈ K, Q ⊆ K,

Q — бесконечное множество,
N
∑

k=0

akx
k =

N
∑

k=0

bkx
k при x ∈ Q. Тогда: ak = bk при k = 0, N .
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Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1 ∈ Z+, a0, . . . , aN1 ∈ K, N1 6= 0 =⇒ aN1 6= 0,
N2 ∈ Z+, b0, . . . , bN2 ∈ K, N2 6= 0 =⇒ bN2 6= 0, Q ⊆ K, Q — бесконечное множество,
N1
∑

k=1

akx
k =

N2
∑

k=0

bkx
k при x ∈ Q. Тогда: N1 = N2, ak = bk при k = 1, N1.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; F — полином на множестве K. Выберем число N ,
удовлетворяющее условию: N — степень полинома F . Обозначим, deg(F ) = N .

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; F — полином на множестве K, deg(F ) 6= 0, r ∈ N,
x1, . . . , xr — различные корни полинома F , m1, . . . ,mr — соответствующие кратности.
Тогда m1 + · · ·+mr 6 deg(F ).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; F — полином на множестве K, deg(F ) 6= 0.
Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr — различные корни полинома F . Тогда r 6 deg(F ).
Справедливы утверждения: ker(F ) — конечное множество, card

(

ker(F )
)

6 deg(F ).

Определение. Пусть K ∈ {C,R,Q}. Будем говорить, что K — алгебраически замкнутое
поле, если для любой функции F , удовлетворяющей условиям: F — полином на множестве
K, deg(F ) 6= 0, справедливо утверждение: ker(F ) 6= ∅.

Замечание. Очевидно, Q не является алгебраически замкнутым полем. Очевидно, R не
является алгебраически замкнутым полем.

Теорема (основная теорема алгебры; будет доказана в 3-ем семестре). Справедливо
утверждение: C — алгебраически замкнутое поле.

Утверждение. Пусть: C — алгебраически замкнутое поле, F — полином на мно-
жестве C, deg(F ) 6= 0, r ∈ N, z1, . . . , zr — все различные корни полинома F , m1, . . . ,mr —
соответствующие кратности. Тогда m1 + · · ·+mr = deg(F ).

Определение. Пусть: K1, K2 ∈ {C,R,Q}, K1 ⊆ K2; F — полином на множестве K1. Выберем
число N , выберем числа a0, . . . , aN , удовлетворяющие условиям: N — степень полинома F ,
a0, . . . , aN — коэффициенты полинома F . Будем говорить, что F̃ — продолжение полино-

ма F на множество K2, если: F̃ (x) =
N
∑

k=0

akx
k при x ∈ K2.

Замечание. Пусть: K1, K2 ∈ {C,R,Q}, K1 ⊆ K2.
Пусть: F — полином на множестве K1, N — степень полинома F , a0, . . . , aN — коэф-

фициенты полинома F . Пусть F̃ — продолжение полинома F на множество K2. Тогда:
F̃ — полином на множестве K2, N — степень полинома F̃ , a0, . . . , aN — коэффициенты
полинома F̃ .

Пусть: F — полином на множестве K1, N — степень полинома F , a0, . . . , aN — коэф-
фициенты полинома F . Пусть: F̃ — полином на множестве K2, N — степень полинома F̃ ,
a0, . . . , aN — коэффициенты полинома F̃ . Тогда F̃ — продолжение полинома F на множе-
ство K2.

Пусть F — полином на множестве K1. Пусть F̃ — продолжение полинома F на множе-
ство K2. Тогда: F̃ — полином на множестве K2, F̃ (x) = F (x) при x ∈ K1.

Пусть F — полином на множестве K1. Пусть: F̃ — полином на множестве K2, F̃ (x) =
F (x) при x ∈ K1. Тогда F̃ — продолжение полинома F на множество K2.

Пусть: N ∈ Z+, a0, . . . , aN ∈ K1, F (x) =
N
∑

k=0

akx
k при x ∈ K1; F̃ (x) =

N
∑

k=0

akx
k при x ∈ K2.

Тогда F̃ — продолжение полинома F на множество K2.
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Пусть: F1 — полином на множестве K1, F̃1 — продолжение полинома F1 на множе-
ство K2, F2 — полином на множестве K1, F̃2 — продолжение полинома F2 на множество K2.
Тогда F̃1 + F̃2 — продолжение полинома F1 + F2 на множество K2.

Пусть: λ ∈ K1, F — полином на множестве K1, F̃ — продолжение полинома F на
множество K2. Тогда λF̃ — продолжение полинома λF на множество K2.

Пусть: F1 — полином на множестве K1, F̃1 — продолжение полинома F1 на множе-
ство K2, F2 — полином на множестве K1, F̃2 — продолжение полинома F2 на множество K2.
Тогда F̃1F̃2 — продолжение полинома F1F2 на множество K2.

Пусть: F — полином на множестве K1, F̃ — продолжение полинома F на множество K2.
Тогда:

ker(F ) =
{

x : x ∈ K1 ∧ F (x) = 0
}

=
{

x : x ∈ K1 ∧ x ∈ K2 ∧ F (x) = 0
}

=

=
{

x : x ∈ K1 ∧ x ∈ K2 ∧ F̃ (x) = 0
}

=
{

x : x ∈ K1 ∧ x ∈ ker(F̃ )
}

= ker(F̃ ) ∩K1.

Очевидно: ker(F ) = ker(F̃ )∩K1 ⊆ ker(F̃ ). Пусть: x0 ∈ ker(F ), m — кратность числа x0 как
корня полинома F . Тогда: x0 ∈ ker(F̃ ), m — кратность числа x0 как корня полинома F̃ .
Пусть ker(F̃ ) ⊆ K1. Тогда: ker(F ) = ker(F̃ ) ∩ K1 = ker(F̃ ). Пусть ker(F ) = ker(F̃ ). Тогда:
ker(F̃ ) = ker(F ) ⊆ K1.

13.4. Характеристический полином линейного оператора

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N, Ã ∈ KN×N .
Пусть: m = 1, N , j = 0. Обозначим, Xm,j(Ã) = Ãm.
Пусть: m = 1, N , j = 1. Обозначим, Xm,j(Ã) = Ĩm (здесь Ĩ — единичная матрица из

множества KN×N).
Обозначим через µN множество всех функций σ, удовлетворяющих условию:

σ : {1, . . . , N} =⇒ {0, 1}.
Пусть k = 0, N . Обозначим через µN,k множество всех функций σ, удовлетворяющих

условиям: σ ∈ µN , σ(1) + · · ·+ σ(N) = k.
Пусть k = 0, N . Обозначим:

αk(Ã) = (−1)k
∑

σ∈µN,k

det
(

X1,σ(1)(Ã), . . . , XN,σ(N)(Ã)
)

.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N, Ã ∈ KN×N , λ ∈ K. Тогда det(Ã − λĨ) =
N
∑

k=0

αk(Ã)λ
k.

Доказательство. Очевидно:

det(Ã− λĨ) = det
(

(Ã− λĨ)1, . . . , (Ã− λĨ)N
)

= det
(

Ã1 + (−λ)Ĩ1, . . . , ÃN + (−λ)ĨN
)

=

=
∑

σ∈µN

det
(

X1,σ(1)(Ã), . . . , XN,σ(N)(Ã)
)

(−λ)σ(1)+···+σ(N) =

=
N
∑

k=0

∑

σ∈µN,k

det
(

X1,σ(1)(Ã), . . . , XN,σ(N)(Ã)
)

(−λ)k =

=
N
∑

k=0

(

(−1)k
∑

σ∈µN,k

det
(

X1,σ(1)(Ã), . . . , XN,σ(N)(Ã)
)

)

λk =
N
∑

k=0

αk(Ã)λ
k.
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Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N, Ã ∈ KN×N . Очевидно:

α0(Ã) = (−1)0 det(Ã1, . . . , ÃN) = det(Ã);

αN−1(Ã) = (−1)N−1

N
∑

m=1

det(Ĩ1, . . . , Ĩm−1, Ãm, Ĩm+1, . . . , ĨN) = (−1)N−1

N
∑

m=1

Ãm
m =

= (−1)N−1 tr(Ã);

αN(Ã) = (−1)N det(Ĩ1, . . . , ĨN) = (−1)N det(Ĩ) = (−1)N .

Замечание (определение характеристического полинома). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — ли-
нейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L).

Обозначим: FA(λ) = det(A − λI) при λ ∈ K. Пусть: e — базис пространства L, λ ∈ K.
Тогда:

FA(λ) = det(A− λI) = det
(

[A− λI](e)
)

= det
(

[A](e)− λĨ
)

=
N
∑

k=0

αk

(

[A](e)
)

λk.

Так как: αN

(

[A](e)
)

= (−1)N 6= 0, то: FA — полином на множестве K, N — степень поли-
нома FA, α0

(

[A](e)
)

, . . . , αN

(

[A](e)
)

— коэффициенты полинома FA. Будем говорить, что
FA — характеристический полином оператора A.

Пусть e, e′ — базисы пространства L. Так как: N — степень полинома FA,
α0

(

[A](e′)
)

, . . . , αN

(

[A](e′)
)

— коэффициенты полинома FA; N — степень полинома FA,
α0

(

[A](e)
)

, . . . , αN

(

[A](e)
)

— коэффициенты полинома FA, то: αk

(

[A](e′)
)

= αk

(

[A](e)
)

при

k = 0, N .
Выберем некоторый базис e пространства L. Обозначим: αk(A) = αk

(

[A](e)
)

при k =

0, N .
Пусть e — базис пространства L. Тогда: N — степень полинома FA, α0(A), . . . , αN —

коэффициенты полинома FA;

α0(A) = α0

(

[A](e)
)

= det
(

[A](e)
)

= det(A);

αN−1(A) = αN−1

(

[A](e)
)

= (−1)N−1 tr
(

[A](e)
)

= (−1)N−1 tr(A);

αN(A) = αN

(

[A](e)
)

= (−1)N .

Обозначим через F̃A продолжение полинома FA на множество C. Пусть: e — базис
пространства L, λ ∈ C. Тогда:

F̃A(λ) =
N
∑

k=0

αk

(

[A](e)
)

λk = det
(

[A](e)− λĨ
)

.

Утверждение (основное свойство характеристического полинома). Пусть: K ∈
{C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L).
Тогда SD(A) = ker(FA).

Доказательство. Выберем некоторый базис e пространства L. Тогда:

SD(A) =
{

λ : λ ∈ K ∧ ker(A− λI) 6= {θ}
}

=
{

λ : λ ∈ K ∧ det
(

[A− λI](e)
)

= 0
}

=

=
{

λ : λ ∈ K ∧ FA(λ) = 0
}

= ker(FA).
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Определение (алгебраическая кратность собственного значения). Пусть: K ∈ {C,R,Q};
L — линейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L).

Пусть: λ ∈ C, F̃A(λ) 6= 0. Обозначим, mA(λ) = 0.
Пусть: λ ∈ C, F̃A(λ) = 0. Обозначим через mA(λ) кратность числа λ как корня поли-

нома F̃A.
Пусть λ ∈ SD(A). Будем говорить, чтоmA(λ) — алгебраическая кратность собственного

значения λ.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L).

Так как: deg(FA) = N , N 6= 0, то: ker(FA) — конечное множество, card
(

ker(FA)
)

6 N .
Пусть ker(FA) 6= ∅. Тогда

∑

λ∈ker(FA)

mA(λ) 6 N .

Так как: deg(F̃A) = N , N 6= 0, то: ker(F̃A) — конечное множество, card
(

ker(F̃A)
)

6 N .

Пусть ker(F̃A) 6= ∅. Тогда
∑

λ∈ker(F̃A)

mA(λ) 6 N .

Пусть C — алгебраически замкнутое поле. Так как: deg(F̃A) = N , N 6= 0, то:
ker(F̃A) 6= ∅,

∑

λ∈ker(F̃A)

mA(λ) = N .

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L), λ0 — собственное значение оператора A. Тогда gA(λ0) 6

mA(λ0).

Доказательство. Обозначим: H = HA(λ0), g = gA(λ0), m = mA(λ0). Очевидно, g = 1, N .
Так как: g ∈ N, dim(H) = g, то существуют векторы e1, . . . , eg, удовлетворяющие условиям:
e1, . . . , eg ∈ H, e1, . . . , eg — линейно независимые векторы.

Пусть g = N . Так как: e1, . . . , eg ∈ L, e1, . . . , eg — линейно независимые векторы,
dim(L) = N = g, то (e1, . . . , eg) — базис пространства L. Обозначим, Ã = [A](e). Так
как e1, . . . , eg ∈ H, то: Ãj

i = λ0δ
j
i при i, j = 1, g. Пусть λ ∈ K. Тогда:

FA(λ) = det(Ã− λĨ) = (λ0 − λ)g.

Следовательно, m = g.
Пусть g 6= N . Тогда g < N . Так как: e1, . . . , eg ∈ L, e1, . . . , eg — линейно независимые

векторы, N ∈ N, g < N = dim(L), то существуют векторы eg+1, . . . , eN , удовлетворя-
ющие условиям: eg+1, . . . , eN ∈ L, e1, . . . , eN — линейно независимые векторы. Так как:
e1, . . . , eN ∈ L, e1, . . . , eN — линейно независимые векторы, dim(L) = N , то (e1, . . . , eN) —
базис пространства L. Обозначим, Ã = [A](e). Так как e1, . . . , eg ∈ H, то: Ãj

i = λ0δ
j
i при:

i = 1, g, j = 1, N . Пусть λ ∈ K. Тогда:

FA(λ) = det(Ã− λĨ) = (λ0 − λ)g det
(

{Ãg+j
g+i − λδg+j

g+i }j=1,N−g

i=1,N−g

)

.

Следовательно, m > g.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; I — конечное множество, Qα — подпространство пространства L при
α ∈ I.

1. Пусть существуют векторы e1, . . . , eN , удовлетворяющие условиям: e — базис про-
странства L, e1, . . . , eN ∈ ⋃

α∈I

Qα. Тогда: I 6= ∅,
∑

α∈I

Qα = L.
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2. Пусть: I 6= ∅,
∑

α∈I

Qα = L. Тогда существуют векторы e1, . . . , eN , удовлетворяющие

условиям: e — базис пространства L, e1, . . . , eN ∈ ⋃

α∈I

Qα.

Доказательство.
1. Так как e1 ∈ ⋃

α∈I

Qα, то I 6= ∅. Так как: e1, . . . , eN ∈ ⋃

α∈I

Qα,
⋃

α∈I

Qα ⊆ ∑

α∈I

Qα, то

e1, . . . , eN ∈ ∑
α∈I

Qα. Так как
∑

α∈I

Qα — подпространство пространства L, то L(e1, . . . , eN) ⊆
∑

α∈I

Qα. Так как e — базис пространства L, то L(e1, . . . , eN) = L. Тогда L ⊆
∑

α∈I

Qα. Очевид-

но,
∑

α∈I

Qα ⊆ L. Тогда
∑

α∈I

Qα = L.

2. Пусть α ∈ I. Так как: Qα — подпространство пространства L, dim(Qα) 6= +∞, то
существует число Nα ∈ N, существуют векторы xα,1, . . . , xα,Nα

∈ L, удовлетворяющие
условию Qα = L(xα,1, . . . , xα,Nα

). Обозначим:

X = {xα,k}α∈I, k=1,Nα

(здесь X — семейство векторов). Тогда:

L =
∑

α∈I

Qα =
∑

α∈I

L(xα,1, . . . , xα,Nα
) = L(X).

Обозначим:

X∗ =
{

xα,k : α ∈ I ∧ k = 1, Nα

}

(здесь X∗ — множество векторов). Тогда:

rank(X∗) = dim
(

L(X)
)

= dim(L) = N.

Так как N ∈ N, то существуют векторы e1, . . . , eN , удовлетворяющие условию: e — базис
множества X∗. Тогда e — базис подпространства L(X). Следовательно, e — базис про-
странства L. Очевидно:

e1, . . . , eN ∈ X∗ ⊆
⋃

α∈I

L(xα,1, . . . , xα,Nα
) =

⋃

α∈I

Qα.

Утверждение (приведение матрицы линейного оператора к диагональному виду).
Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ;
A ∈ Lin(L,L).

1. Пусть существуют векторы e1, . . . , eN , удовлетворяющие условиям: e — базис
пространства L, e1, . . . , eN — собственные векторы оператора A. Тогда: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

HA(λ) = L.

2. Пусть: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

HA(λ) = L. Тогда существуют векторы e1, . . . , eN , удо-

влетворяющие условиям: e — базис пространства L, e1, . . . , eN — собственные векторы
оператора A.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; I — конечное множество, Qα — подпространство пространства L при
α ∈ I; {Qα}α∈I — линейно независимые подпространства (если I 6= ∅).
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1. Пусть: I 6= ∅,
∑

α∈I

Qα = L. Тогда: I 6= ∅,
∑

α∈I

dim(Qα) = N .

2. Пусть: I 6= ∅,
∑

α∈I

dim(Qα) = N . Тогда: I 6= ∅,
∑

α∈I

Qα = L.

Доказательство.
1. Так как {Qα}α∈I — линейно независимые подпространства, то:

∑

α∈I

dim(Qα) = dim
(

∑

α∈I

Qα

)

= dim(L) = N.

2. Так как {Qα}α∈I — линейно независимые подпространства, то:

dim
(

∑

α∈I

Qα

)

=
∑

α∈I

dim(Qα) = N.

Так как:
∑

α∈I

Qα — подпространство пространства L, dim(L) = N , N 6= +∞, то
∑

α∈I

Qα =

L.

Утверждение (приведение матрицы линейного оператора к диагональному виду).
Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ;
A ∈ Lin(L,L).

1. Пусть: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

HA(λ) = L. Тогда: SD(A) 6= ∅,
∑

α∈I

gA(λ) = N .

2. Пусть: SD(A) 6= ∅,
∑

α∈I

gA(λ) = N . Тогда: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

HA(λ) = L.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L). Пусть: C — алгебраически замкнутое поле, ker(F̃A) ⊆ K.
Тогда: SD(A) 6= ∅,

∑

λ∈SD(A)

mA(λ) = N .

Доказательство. Так как C — алгебраически замкнутое поле, то: ker(F̃A) 6= ∅,
∑

λ∈ker(F̃A)

mA(λ) = N . Так как ker(F̃A) ⊆ K, то ker(FA) = ker(F̃A). Тогда:

SD(A) = ker(FA) = ker(F̃A) 6= ∅;
∑

λ∈SD(A)

mA(λ) =
∑

λ∈ker(F̃A)

mA(λ) = N.

Утверждение (приведение матрицы линейного оператора к диагональному виду).
Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ;
A ∈ Lin(L,L).

1. Пусть: C — алгебраически замкнутое поле, ker(F̃A) ⊆ K, ∀λ ∈ SD(A)
(

gA(λ) =
mA(λ)

)

. Тогда: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

HA(λ) = L.

2. Пусть: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

HA(λ) = L. Тогда: ker(F̃A) ⊆ K, ∀λ ∈ SD(A)
(

gA(λ) =

mA(λ)
)

.

Доказательство.
1. Так как: C — алгебраически замкнутое поле, ker(F̃A) ⊆ K, то: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

mA(λ) = N . Так как ∀λ ∈ SD(A)
(

gA(λ) = mA(λ)
)

, то: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

gA(λ) = N .

Тогда: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

HA(λ) = L.
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2. Так как: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

HA(λ) = L, то: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

gA(λ) = N .

Предположим, что существует число λ0, удовлетворяющее условиям: λ0 ∈ ker(F̃A),
λ0 /∈ K. Тогда: λ0 ∈ ker(F̃A), λ0 /∈ SD(A). Следовательно:

∑

λ∈SD(A)

gA(λ) 6
∑

λ∈SD(A)

mA(λ) <
∑

λ∈ker(F̃A)

mA(λ) 6 N

(что противоречит утверждению
∑

λ∈SD(A)

gA(λ) = N). Итак, ker(F̃A) ⊆ K.

Предположим, что существует число λ0, удовлетворяющее условиям: λ0 ∈ SD(A),
gA(λ0) 6= mA(λ0). Тогда: λ0 ∈ SD(A), gA(λ0) < mA(λ0). Следовательно:

∑

λ∈SD(A)

gA(λ) <
∑

λ∈SD(A)

mA(λ) 6 N

(что противоречит утверждению
∑

λ∈SD(A)

gA(λ) = N). Итак, ∀λ ∈ SD(A)
(

gA(λ) = mA(λ)
)

.

13.5. Факультативный материал. Теорема Гамильтона—Кэли

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, dim(L) 6= 0.

Пусть: N ∈ Z+, a0, . . . , aN ∈ K, N 6= 0 =⇒ aN 6= 0, F (A) =
N
∑

k=0

akA
k при A ∈ Lin(L,L).

Очевидно, F : Lin(L,L) =⇒ Lin(L,L). Будем говорить, что: F — полином на множестве
Lin(L,L), N — степень полинома F , a0, . . . , aN — коэффициенты полинома F .

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, dim(L) 6= 0.

Пусть: N ∈ Z+, a0, . . . , aN ∈ K, F (A) =
N
∑

k=0

akA
k при A ∈ Lin(L,L). Тогда F — полином

на множестве Lin(L,L).

Пусть: N ∈ Z+, a0, . . . , aN ∈ K, x ∈ K. Тогда
N
∑

k=0

ak(xI)
k =

( N
∑

k=0

akx
k
)

I.

Пусть: y1, y2 ∈ K, y1I = y2I. Тогда y1 = y2.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K,

dim(L) 6= 0; N ∈ Z+, a0, . . . , aN ∈ K, b0, . . . , bN ∈ K,
N
∑

k=0

akA
k =

N
∑

k=0

bkA
k при A ∈ Lin(L,L).

Тогда: ak = bk при k = 0, N .

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K,
dim(L) 6= 0; N1 ∈ Z+, a0, . . . , aN1 ∈ K, N1 6= 0 =⇒ aN1 6= 0, N2 ∈ Z+, b0, . . . , bN2 ∈ K,

N2 6= 0 =⇒ bN2 6= 0,
N1
∑

k=1

akA
k =

N2
∑

k=0

bkA
k при A ∈ Lin(L,L). Тогда: N1 = N2, ak = bk при

k = 0, N1.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, dim(L) 6= 0;
F — полином на множестве Lin(L,L). Выберем число N , удовлетворяющее условию: N —
степень полинома F . Обозначим, deg(F ) = N .



13.5. Факультативный материал. Теорема Гамильтона—Кэли 121

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, dim(L) 6= 0;
F — полином на множестве K. Выберем число N , выберем числа a0, . . . , aN , удовлетворяю-
щие условиям: N — степень полинома F , a0, . . . , aN — коэффициенты полинома F . Будем

говорить, что F̂ — продолжение полинома F на множество Lin(L,L), если: F̂ (A) =
N
∑

k=0

akA
k

при A ∈ Lin(L,L).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, dim(L) 6= 0.

Пусть: F — полином на множестве K, N — степень полинома F , a0, . . . , aN — коэффи-
циенты полинома F . Пусть F̂ — продолжение полинома F на множество Lin(L,L). Тогда:
F̂ — полином на множестве Lin(L,L), N — степень полинома F̂ , a0, . . . , aN — коэффици-
енты полинома F̂ .

Пусть: F — полином на множестве K, N — степень полинома F , a0, . . . , aN — коэффици-
енты полинома F . Пусть: F̂ — полином на множестве Lin(L,L), N — степень полинома F̂ ,
a0, . . . , aN — коэффициенты полинома F̂ . Тогда F̂ — продолжение полинома F на множе-
ство Lin(L,L).

Пусть F — полином на множестве K. Пусть F̂ — продолжение полинома F на множе-
ство Lin(L,L). Тогда: F̂ — полином на множестве Lin(L,L), F̂ (xI) = F (x)I при x ∈ K.

Пусть F — полином на множестве K. Пусть: F̂ — полином на множестве Lin(L,L),
F̂ (xI) = F (x)I при x ∈ K. Тогда F̂ — продолжение полинома F на множество Lin(L,L).

Пусть: N ∈ Z+, a0, . . . , aN ∈ K, F (x) =
N
∑

k=0

akx
k при x ∈ K; F̂ (A) =

N
∑

k=0

akA
k при

A ∈ Lin(L,L). Тогда F̂ — продолжение полинома F на множество Lin(L,L).

Пусть: F1 — полином на множестве K, F̂1 — продолжение полинома F1 на множе-
ство Lin(L,L), F2 — полином на множестве K, F̂2 — продолжение полинома F2 на множе-
ство Lin(L,L). Тогда F̂1 + F̂2 — продолжение полинома F1 + F2 на множество Lin(L,L).

Пусть: λ ∈ K, F — полином на множестве K1, F̂ — продолжение полинома F на мно-
жество Lin(L,L). Тогда λF̂ — продолжение полинома λF на множество Lin(L,L).

Пусть: F1 — полином на множестве K, F̂1 — продолжение полинома F1 на множе-
ство Lin(L,L), F2 — полином на множестве K, F̂2 — продолжение полинома F2 на множе-
ство Lin(L,L). Тогда F̂1F̂2 — продолжение полинома F1F2 на множество Lin(L,L).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L). Обозначим через F̂A продолжение полинома FA на множе-
ство Lin(L,L).

Теорема (теорема Гамильтона—Кэли). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное простран-
ство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L). Тогда F̂A(A) = Θ.

Доказательство. Пусть e — базис пространства L. Обозначим, Ã = [A](e). Пусть k,

i = 1, N . Обозначим: Mk
i (λ) = (−1)k+i∆

k

i (Ã − λĨ) при λ ∈ K. Тогда Mk
i — полином на

множестве K. Обозначим через M̂k
i продолжение полинома Mk

i на множество Lin(L,L).
Пусть i, j = 1, N . Обозначим: ϕj

i (λ) = Ãj
i−λδji при λ ∈ K. Тогда: ϕj

i (λ) = Ãj
iλ

0+(−δji )λ1 при
λ ∈ K. Следовательно, ϕj

i — полином на множестве K. Обозначим через ϕ̂j
i продолжение

полинома ϕj
i на множество Lin(L,L). Тогда: ϕ̂j

i (B) = Ãj
iB

0 + (−δji )B1 при B ∈ Lin(L,L).
Следовательно: ϕ̂j

i (B) = Ãj
iI − δjiB при B ∈ Lin(L,L).



122 13. Собственные значения и собственные векторы линейного оператора

Пусть: k, j = 1, N , λ ∈ K. Обозначим:

Q =

























(Ã− λĨ)1

...

(Ã− λĨ)k−1

(Ã− λĨ)j

(Ã− λĨ)k+1

...

(Ã− λĨ)N

























.

Тогда: det(Q) = δjk det(Ã − λĨ), ∆
k

i (Q) = ∆
k

i (Ã − λĨ), Qk
i = (Ã − λĨ)ji при i = 1, N .

Следовательно:

(δjkFA)(λ) = δjkFA(λ) = δjk det(Ã− λĨ) = det(Q) =
N
∑

i=1

(−1)k+i∆
k

i (Q)Q
k
i =

=
N
∑

i=1

(−1)k+i∆
k

i (Ã− λĨ)(Ã− λĨ)ji =
N
∑

i=1

Mk
i (λ)(Ã

j
i − λδji ) =

N
∑

i=1

Mk
i (λ)ϕ

j
i (λ) =

=
(

N
∑

i=1

Mk
i ϕ

j
i

)

(λ).

Тогда δjkFA =
N
∑

i=1

Mk
i ϕ

j
i . Следовательно, δjkF̂A =

N
∑

i=1

M̂k
i ϕ̂

j
i .

Пусть: k, j = 1, N , B ∈ Lin(L,L). Тогда:

δjkF̂A(B) = (δjkF̂A)(B) =
(

N
∑

i=1

M̂k
i ϕ̂

j
i

)

(B) =
N
∑

i=1

M̂k
i (B)ϕ̂j

i (B) =
N
∑

i=1

M̂k
i (B)(Ãj

iI − δjiB).

Пусть i = 1, N . Тогда:

(Ãj
iI − δjiA)(ej) = Ãj

iI(ej)− δjiA(ej) = Ãj
iej − A(ei) = θ.

Пусть k = 1, N . Тогда:

F̂A(A)(ek) =
(

δjkF̂A(A)
)

(ej) =
(

N
∑

i=1

M̂k
i (A)(Ã

j
iI − δjiA)

)

(ej) =
N
∑

i=1

(

M̂k
i (A)(Ã

j
iI − δjiA)

)

(ej) =

=
N
∑

i=1

M̂k
i (A)

(

(Ãj
iI − δjiA)(ej)

)

=
N
∑

i=1

M̂k
i (A)(θ) = θ.

Пусть x ∈ L. Тогда:

F̂A(A)(x) = F̂A(A)
(

[x]k(e)ek
)

= [x]k(e)F̂A(A)(ek) = θ.

Следовательно, F̂A(A) = Θ.
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Лекция 14. Линейные, билинейные и квадратичные фор-

мы

14.1. Линейные формы (полулинейные формы)

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.

1. Будем говорить, что A — линейная форма в пространстве L, если A ∈ Lin(L,K).
2. Будем говорить, что A — полулинейная форма в пространстве L, если: A : L =⇒ K,

A — полулинейный оператор.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e — базис пространства L, A — линейная (полулинейная) форма в простран-
стве L. Пусть: [A](e) ∈ K1×N , [A]k(e) = A(ek) при k = 1, N . Будем говорить, что [A](e) —
набор компонент линейной (полулинейной) формы A в базисе e.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e — базис пространства L.

1. Пусть A — линейная форма в пространстве L. Тогда: A(x) = [A]k(e)[x]
k(e) при

x ∈ L.
2. Пусть: Ã ∈ K1×N , A(x) = Ãk[x]

k(e) при x ∈ L. Тогда: A — линейная форма в
пространстве L, [A](e) = Ã.

3. Пусть A — полулинейная форма в пространстве L. Тогда: A(x) = [A]k(e)[x]k(e) при
x ∈ L.

4. Пусть: Ã ∈ K1×N , A(x) = Ãk[x]k(e) при x ∈ L. Тогда: A — полулинейная форма в
пространстве L, [A](e) = Ã.

Доказательство.

1. Пусть x ∈ L. Тогда:

A(x) = A
(

[x]k(e)ek
)

= [x]k(e)A(ek) = [A]k(e)[x]
k(e).

2. Докажем, что A — линейная форма в пространстве L. Очевидно, A : L =⇒ K.
Пусть x, y ∈ L. Тогда:

A(x+ y) = Ãk[x+ y]k(e) = Ãk

(

[x]k(e) + [y]k(e)
)

= Ãk[x]
k(e) + Ãk[y]

k(e) = A(x) + A(y).

Пусть: λ ∈ K, x ∈ L. Тогда:

A(λx) = Ãk[λx]
k(e) = Ãk

(

λ[x]k(e)
)

= λ
(

Ãk[x]
k(e)

)

= λA(x).

Докажем, что [A](e) = Ã. Пусть k = 1, N . Тогда:

[A]k(e) = A(ek) = Ãm[ek]
m(e) = Ãmδ

m
k = Ãk.

Следовательно, [A](e) = Ã.
3. Пусть x ∈ L. Тогда:

A(x) = A
(

[x]k(e)ek
)

= [x]k(e)A(ek) = [A]k(e)[x]k(e).
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4. Докажем, что A — полулинейная форма в пространстве L. Очевидно, A : L =⇒ K.
Пусть x, y ∈ L. Тогда:

A(x+ y) = Ãk[x+ y]k(e) = Ãk

(

[x]k(e) + [y]k(e)
)

= Ãk[x]k(e) + Ãk[y]k(e) = A(x) + A(y).

Пусть: λ ∈ K, x ∈ L. Тогда:

A(λx) = Ãk[λx]k(e) = Ãk

(

λ[x]k(e)
)

= λ
(

Ãk[x]k(e)
)

= λA(x).

Докажем, что [A](e) = Ã. Пусть k = 1, N . Тогда:

[A]k(e) = A(ek) = Ãm[ek]m(e) = Ãmδmk = Ãmδ
m
k = Ãk.

Следовательно, [A](e) = Ã.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e, e′ — базисы пространства L.

1. Пусть A — линейная форма в пространстве L. Тогда: [A]k′(e
′) = [A]k(e)α

k
k′(e, e

′) при
k′ = 1, N ; [A](e′) = [A](e)α(e, e′).

2. Пусть A — полулинейная форма в пространстве L. Тогда: [A]k′(e
′) = [A]k(e)αk

k′(e, e
′)

при k′ = 1, N ; [A](e′) = [A](e)α(e, e′).

Доказательство.
1. Пусть k′ = 1, N . Тогда:

[A]k′(e
′) = A(e′k′) = A

(

αk
k′(e, e

′)ek
)

= αk
k′(e, e

′)A(ek) = [A]k(e)α
k
k′(e, e

′) =
(

[A](e)α(e, e′)
)

k′
.

Следовательно, [A](e′) = [A](e)α(e, e′).
2. Пусть k′ = 1, N . Тогда:

[A]k′(e
′) = A(e′k′) = A

(

αk
k′(e, e

′)ek
)

= αk
k′(e, e

′)A(ek) = [A]k(e)αk
k′(e, e

′) =
(

[A](e)α(e, e′)
)

k′
.

Следовательно, [A](e′) = [A](e)α(e, e′).

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N . Обозначим через L∗ множество всех линейных форм в пространстве L. Оче-
видно, L∗ — линейное пространство над полем K. Будем говорить, что L∗ — сопряжённое
пространство к пространству L.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e — базис пространства L.

Пусть: ω1, . . . , ωN ∈ L∗, ωm(ek) = δmk при k, m = 1, N . Тогда: ω1, . . . , ωN ∈ L∗, [ωm]k(e) =
δmk при k, m = 1, N .

Пусть: ω1, . . . , ωN ∈ L∗, [ωm]k(e) = δmk при k, m = 1, N . Тогда: ω1, . . . , ωN ∈ L∗, ωm(ek) =
δmk при k, m = 1, N .

Очевидно, существует единственный набор функций ω1, . . . , ωN , удовлетворяющий
условиям: ω1, . . . , ωN ∈ L∗, [ωm]k(e) = δmk при k, m = 1, N . Тогда существует единственный
набор функций ω1, . . . , ωN , удовлетворяющий условиям: ω1, . . . , ωN ∈ L∗, ωm(ek) = δmk при
k, m = 1, N .
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Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e — базис пространства L.

Обозначим: ϕ(A) = [A](e) при A ∈ L∗. Очевидно, ϕ — изоморфизм пространства L∗ на
пространство K1×N . Тогда: dim(L∗) = dim(K1×N) = N .

Пусть: ω1, . . . , ωN ∈ L∗, ωm(ek) = δmk при k, m = 1, N . Тогда: ω1, . . . , ωN ∈ L∗, [ωm]k(e) =
δmk при k, m = 1, N . Следовательно: ωm ∈ L∗, [ωm](e) = Ĩm при m = 1, N . Тогда: ωm ∈
L∗, ϕ(ωm) = Ĩm при m = 1, N . Следовательно: Ĩm ∈ K1×N , ωm = ϕ−1(Ĩm) при m =

1, N . Так как: (Ĩ1, . . . , ĨN) — базис пространства K1×N , K1×N
ϕ−1

≈ L∗, то (ω1, . . . , ωN) —
базис пространства L∗. Будем говорить, что (ω1, . . . , ωN) — сопряжённый базис к базису e
пространства L.

Пусть: x ∈ L, m = 1, N . Тогда:

ωm(x) = [ωm]k(e)[x]
k(e) = δmk [x]

k(e) = [x]m(e).

Пусть A ∈ L∗. Пусть x ∈ L. Тогда:

A(x) = [A]k(e)[x
k](e) = [A]k(e)ω

k(x) =
(

[A]k(e)ω
k
)

(x).

Следовательно, A = [A]k(e)ω
k. Тогда [A]1(e), . . . , [A]N (e) — координаты элемента A в базисе

(ω1, . . . , ωN).

14.2. Билинейные и квадратичные формы (полуторалинейные и
обобщённые квадратичные формы)

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.
1. Будем говорить, что A — билинейная форма в пространстве L, если: A : L2 =⇒ K,

A(x1 + x2, y) = A(x1, y) + A(x2, y) при x1, x2, y ∈ L; A(λx, y) = λA(x, y) при: λ ∈ K, x,
y ∈ L; A(x, y1 + y2) = A(x, y1) + A(x, y2) при x, y1, y2 ∈ L; A(x, λy) = λA(x, y) при: λ ∈ K,
x, y ∈ L.

2. Пусть A— билинейная форма в пространстве L. Будем говорить, что A— симметрич-
ная (антисимметричная) билинейная форма, если: A(y, x) = A(x, y) (A(y, x) = −A(x, y))
при x, y ∈ L.

3. Пусть: K ∈ {R,Q}, A — билинейная форма в пространстве L. Будем писать A > 0
(A > 0, A < 0, A 6 0, A = 0), если: A(x, x) > 0 (A(x, x) > 0, A(x, x) < 0, A(x, x) 6 0,
A(x, x) = 0) при: x ∈ L, x 6= θ. Будем говорить, что A — знакопеременная билинейная
форма, если: ∃x ∈ L

(

A(x, x) > 0
)

, ∃x ∈ L
(

A(x, x) < 0
)

.
4. Будем говорить, что A — полуторалинейная форма в пространстве L, если:

A : L2 =⇒ K, A(x1 + x2, y) = A(x1, y) +A(x2, y) при x1, x2, y ∈ L; A(λx, y) = λA(x, y) при:
λ ∈ K, x, y ∈ L; A(x, y1 + y2) = A(x, y1) + A(x, y2) при x, y1, y2 ∈ L; A(x, λy) = λA(x, y)
при: λ ∈ K, x, y ∈ L.

5. Пусть A — полуторалинейная форма в пространстве L. Будем говорить, что A —
эрмитова (антиэрмитова) полуторалинейная форма, если: A(y, x) = A(x, y) (A(y, x) =
−A(x, y)) при x, y ∈ L.

Пусть A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L. Тогда: A(x, x) =
A(x, x) при x ∈ L. Следовательно: A(x, x) ∈ R при x ∈ L.

6. Пусть: A — полуторалинейная форма в пространстве L, A(x, x) ∈ R при x ∈ L. Будем
писать A > 0 (A > 0, A < 0, A 6 0, A = 0), если: A(x, x) > 0 (A(x, x) > 0, A(x, x) < 0,
A(x, x) 6 0, A(x, x) = 0) при: x ∈ L, x 6= θ. Будем говорить, что A — знакопеременная
полуторалинейная форма, если: ∃x ∈ L

(

A(x, x) > 0
)

, ∃x ∈ L
(

A(x, x) < 0
)

.
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Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.
1. Будем говорить, что Q — квадратичная форма в пространстве L, если: Q — функция,

D(Q) = L, существует функция A, удовлетворяющая условиям: A — билинейная форма в
пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L.

Пусть Q — квадратичная форма в пространстве L. Очевидно, Q : L =⇒ K.
2. Пусть: K ∈ {R,Q}, Q — квадратичная форма в пространстве L. Будем писать Q > 0

(Q > 0, Q < 0, Q 6 0, Q = 0), если: Q(x) > 0 (Q(x) > 0, Q(x) < 0, Q(x) 6 0, Q(x) = 0)
при: x ∈ L, x 6= θ. Будем говорить, что Q — знакопеременная квадратичная форма, если:
∃x ∈ L

(

Q(x) < 0
)

, ∃x ∈ L
(

Q(x) > 0
)

.
3. Будем говорить, что Q — обобщённая квадратичная форма в пространстве L, ес-

ли: Q — функция, D(Q) = L, существует функция A, удовлетворяющая условиям: A —
полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L.

Пусть Q — обобщённая квадратичная форма в пространстве L. Очевидно, Q : L =⇒
K.

4. Будем говорить, что Q — эрмитова обобщённая квадратичная форма в простран-
стве L, если: Q — функция, D(Q) = L, существует функция A, удовлетворяющая услови-
ям: A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L.

Пусть Q — эрмитова обобщённая квадратичная форма в пространстве L. Очевидно:
Q — обобщённая квадратичная форма в пространстве L, R(Q) ⊆ R.

5. Пусть: Q — обобщённая квадратичная форма в пространстве L, R(Q) ⊆ R. Будем
писать Q > 0 (Q > 0, Q < 0, Q 6 0, Q = 0), если: Q(x) > 0 (Q(x) > 0, Q(x) < 0, Q(x) 6 0,
Q(x) = 0) при: x ∈ L, x 6= θ. Будем говорить, что Q — знакопеременная обобщённая
квадратичная форма, если: ∃x ∈ L

(

Q(x) < 0
)

, ∃x ∈ L
(

Q(x) > 0
)

.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q —
квадратичная форма в пространстве L. Тогда существует функция A, удовлетворяющая
условиям: A — симметричная билинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при
x ∈ L.

Доказательство. По определению квадратичной формы, существует функция A0, удо-
влетворяющая условиям: A0 — билинейная форма в пространстве L, Q(x) = A0(x, x) при
x ∈ L. Обозначим: A(x, y) = 1

2

(

A0(x, y)+A0(y, x)
)

при x, y ∈ L. Очевидно, A — билинейная
форма в пространстве L. Пусть x, y ∈ L. Тогда:

A(y, x) =
1

2

(

A0(y, x) + A0(x, y)
)

=
1

2

(

A0(x, y) + A0(y, x)
)

= A(x, y).

Следовательно, A — симметричная билинейная форма. Пусть x ∈ L. Тогда:

A(x, x) =
1

2

(

A0(x, x) + A0(x, x)
)

= A0(x, x) = Q(x).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; A —
симметричная билинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L. Тогда:
A(x, y) = 1

2

(

Q(x+ y)−Q(x)−Q(y)
)

при x, y ∈ L.

Доказательство. Пусть x, y ∈ L. Тогда:

Q(x+ y) = A(x+ y, x+ y) = A(x, x) + A(x, y) + A(y, x) + A(y, y) = Q(x) + 2A(x, y) +Q(y);

A(x, y) =
1

2

(

Q(x+ y)−Q(x)−Q(y)
)

.
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Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.

Пусть: A1, A2 — симметричные билинейные формы в пространстве L, A1(x, x) =
A2(x, x) при x ∈ L. Докажем, что A1 = A2. Обозначим: Q(x) = A1(x, x) при x ∈ L.
Так как A1 — симметричная билинейная форма в пространстве L, то: A1(x, y) =

1
2

(

Q(x+
y)−Q(x)−Q(y)

)

при x, y ∈ L. Пусть x ∈ L. Тогда: Q(x) = A1(x, x) = A2(x, x). Так как A2 —
симметричная билинейная форма в пространстве L, то: A2(x, y) =

1
2

(

Q(x+y)−Q(x)−Q(y)
)

при x, y ∈ L. Пусть x, y ∈ L. Тогда:

A1(x, y) =
1

2

(

Q(x+ y)−Q(x)−Q(y)
)

= A2(x, y).

Следовательно, A1 = A2.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q —
обобщённая квадратичная форма в пространстве L, R(Q) ⊆ R. Тогда существует функ-
ция A, удовлетворяющая условиям: A — эрмитова полуторалинейная форма в простран-
стве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L.

Доказательство. По определению обобщённой квадратичной формы, существует функ-
ция A0, удовлетворяющая условиям: A0 — полуторалинейная форма в пространстве L,
Q(x) = A0(x, x) при x ∈ L. Обозначим: A(x, y) = 1

2

(

A0(x, y) + A0(y, x)
)

при x, y ∈ L.
Очевидно, A — полуторалинейная форма в пространстве L. Пусть x, y ∈ L. Тогда:

A(y, x) =
1

2

(

A0(y, x) + A0(x, y)
)

=
1

2

(

A0(y, x) + A0(x, y)
)

=
1

2

(

A0(x, y) + A0(y, x)
)

=

= A(x, y).

Следовательно, A — эрмитова полуторалинейная форма. Пусть x ∈ L. Тогда:

A(x, x) =
1

2

(

A0(x, x) + A0(x, x)
)

=
1

2

(

Q(x) +Q(x)
)

=
1

2

(

Q(x) +Q(x)
)

= Q(x).

Утверждение. Пусть: L — линейное пространство над полем C; A — полуторалиней-
ная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L. Тогда:

A(x, y) =
1

2

(

Q(x+ y)−Q(x)−Q(y)− i
(

Q(x+ iy)−Q(x)−Q(y)
)

)

, x, y ∈ L.

Доказательство. Пусть: x, y ∈ L, λ ∈ C. Тогда:

Q(x+ λy) = A(x+ λy, x+ λy) = A(x, x) + A(x, λy) + A(λy, x) + A(λy, λy) =

= A(x, x) + λA(x, y) + λA(y, x) + λλA(y, y) = Q(x) + λA(x, y) + λA(y, x) + |λ|2Q(y);
λA(x, y) + λA(y, x) = Q(x+ λy)−Q(x)− |λ|2Q(y);

A(x, y) + A(y, x) = Q(x+ y)−Q(x)−Q(y),

iA(x, y)− iA(y, x) = Q(x+ iy)−Q(x)−Q(y);

A(x, y) =
1

2

(

Q(x+ y)−Q(x)−Q(y)− i
(

Q(x+ iy)−Q(x)−Q(y)
)

)

.

Замечание. Пусть L — линейное пространство над полем C.
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Пусть: A1, A2 — полуторалинейные формы в пространстве L, A1(x, x) = A2(x, x) при
x ∈ L. Докажем, что A1 = A2. Обозначим: Q(x) = A1(x, x) при x ∈ L. Так как: L —
линейное пространство над полем C, A1 — полуторалинейная форма в пространстве L, то:

A1(x, y) =
1

2

(

Q(x+ y)−Q(x)−Q(y)− i
(

Q(x+ iy)−Q(x)−Q(y)
)

)

, x, y ∈ L.

Пусть x ∈ L. Тогда: Q(x) = A1(x, x) = A2(x, x). Так как: L — линейное пространство над
полем C, A2 — полуторалинейная форма в пространстве L, то:

A2(x, y) =
1

2

(

Q(x+ y)−Q(x)−Q(y)− i
(

Q(x+ iy)−Q(x)−Q(y)
)

)

, x, y ∈ L.

Пусть x, y ∈ L. Тогда:

A1(x, y) =
1

2

(

Q(x+ y)−Q(x)−Q(y)− i
(

Q(x+ iy)−Q(x)−Q(y)
)

)

= A2(x, y).

Следовательно, A1 = A2.
Пусть: Q — эрмитова обобщённая квадратичная форма в пространстве L, A — полу-

торалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L. Докажем, что A —

эрмитова полуторалинейная форма. Так как Q — эрмитова обобщённая квадратич-
ная форма в пространстве L, то существует функция A0, удовлетворяющая условиям:
A0 — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A0(x, x) при x ∈ L.
Так как: L — линейное пространство над полем C, A — полуторалинейная форма в про-
странстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L; A0 — полуторалинейная форма в пространстве L,
Q(x) = A0(x, x) при x ∈ L, то A = A0. Так как A0 — эрмитова полуторалинейная форма,
то A — эрмитова полуторалинейная форма.

Утверждение. Пусть: L — линейное пространство над полем C; A — полуторалиней-
ная форма в пространстве L, A(x, x) ∈ R при x ∈ L. Тогда A — эрмитова полуторали-
нейная форма.

Доказательство. Обозначим: Q(x) = A(x, x) при x ∈ L. Тогда: Q — обобщённая квадра-
тичная форма в пространстве L, R(Q) ⊆ R. Следовательно, Q — эрмитова обобщённая
квадратичная форма в пространстве L. Так как: L — линейное пространство над полем C,
A — полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L, то A — эрми-
това полуторалинейная форма.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e — базис пространства L, A — билинейная (полуторалинейная) форма в
пространстве L. Обозначим: [A]k,m(e) = A(ek, em) при k, m = 1, N . Очевидно, [A](e) ∈
KN×N . Будем говорить, что [A](e) — матрица билинейной (полуторалинейной) формы A
в базисе e.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e — базис пространства L.

1. Пусть A — билинейная форма в пространстве L. Тогда: A(x, y) =
[A]k,m(e)[x]

k(e)[y]m(e) при x, y ∈ L.
2. Пусть: Ã ∈ KN×N , A(x, y) = Ãk,m[x]

k(e)[y]m(e) при x, y ∈ L. Тогда: A — билинейная
форма в пространстве L, [A](e) = Ã.
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3. Пусть A — полуторалинейная форма в пространстве L. Тогда: A(x, y) =
[A]k,m(e)[x]k(e)[y]

m(e) при x, y ∈ L.

4. Пусть: Ã ∈ KN×N , A(x, y) = Ãk,m[x]k(e)[y]
m(e) при x, y ∈ L. Тогда: A — полутора-

линейная форма в пространстве L, [A](e) = Ã.

Доказательство.
1. Пусть x, y ∈ L. Тогда:

A(x, y) = A
(

[x]k(e)ek, [y]
m(e)em

)

= [x]k(e)[y]m(e)A(ek, em) = [A]k,m(e)[x]
k(e)[y]m(e).

2. Очевидно, A — билинейная форма в пространстве L. Пусть k, m = 1, N . Тогда:

[A]k,m(e) = A(ek, em) = Ãi,j [ek]
i(e)[em]

j(e) = Ãi,jδ
i
kδ

j
m = Ãk,m.

Следовательно, [A](e) = Ã.
3. Пусть x, y ∈ L. Тогда:

A(x, y) = A
(

[x]k(e)ek, [y]
m(e)em

)

= [x]k(e)[y]m(e)A(ek, em) = [A]k,m(e)[x]k(e)[y]
m(e).

4. Очевидно, A— полуторалинейная форма в пространстве L. Пусть k,m = 1, N . Тогда:

[A]k,m(e) = A(ek, em) = Ãi,j [ek]i(e)[em]
j(e) = Ãi,jδikδ

j
m = Ãi,jδ

i
kδ

j
m = Ãk,m.

Следовательно, [A](e) = Ã.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N, Ã ∈ KN×N .
Обозначим, ∆0(Ã) = 1. Обозначим: ∆k(Ã) = det

(

{Ãi,j}i,j=1,k

)

при k = 1, N . Будем

говорить, что ∆1(Ã), . . . ,∆N(Ã) — угловые миноры матрицы Ã.
Будем говорить, что Ã — симметричная (антисимметричная) матрица, если ÃT = Ã

(ÃT = −Ã).

Будем говорить, что Ã — эрмитова (антиэрмитова) матрица, если ÃT = Ã (ÃT = −Ã).
Пусть Ã — эрмитова матрица. Очевидно:

Ãk,k =
(

ÃT

)

k,k
= (ÃT )k,k = Ãk,k,

∆k(Ã) = ∆k

(

ÃT

)

= ∆(ÃT ) = ∆k(Ã), k = 1, N.

Тогда: Ãk,k, ∆k(Ã) ∈ R при k = 1, N .
Будем говорить, что Ã — ортогональная матрица, если ÃÃT = Ĩ.
Пусть Ã — ортогональная матрица. Тогда: det(Ã) 6= 0, Ã−1 = ÃT .
Пусть: det(Ã) 6= 0, Ã−1 = ÃT . Тогда Ã — ортогональная матрица.

Будем говорить, что Ã — унитарная матрица, если ÃÃT = Ĩ.

Пусть Ã — унитарная матрица. Тогда: det(Ã) 6= 0, Ã−1 = ÃT .

Пусть: det(Ã) 6= 0, Ã−1 = ÃT . Тогда Ã — унитарная матрица.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e — базис пространства L.

Пусть A — симметричная билинейная форма в пространстве L. Очевидно: [A](e) —
симметричная матрица, A(x, y) = [A]k,m(e)[x]

k(e)[y]m(e) при x, y ∈ L.
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Пусть: Ã ∈ KN×N , Ã — симметричная матрица, A(x, y) = Ãk,m[x]
k(e)[y]m(e) при x,

y ∈ L. Очевидно: A — симметричная билинейная форма в пространстве L, [A](e) = Ã.
Пусть A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L. Очевидно: [A](e) —

эрмитова матрица, A(x, y) = [A]k,m(e)[x]k(e)[y]
m(e) при x, y ∈ L.

Пусть: Ã ∈ KN×N , Ã — эрмитова матрица, A(x, y) = Ãk,m[x]k(e)[y]
m(e) при x, y ∈ L.

Очевидно: A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L, [A](e) = Ã.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e, e′ — базисы пространства L.

1. Пусть A — билинейная форма в пространстве L. Тогда: [A]k′,m′(e′) =
[A]k,m(e)α

k
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′) при k′, m′ = 1, N ; [A](e′) = α(e, e′)T [A](e)α(e, e′).

2. Пусть A — полуторалинейная форма в пространстве L. Тогда: [A]k′,m′(e′) =

[A]k,m(e)αk
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′) при k′,m′ = 1, N ; [A](e′) = α(e, e′)T [A](e)α(e, e′).

Доказательство.
1. Пусть k′, m′ = 1, N . Тогда:

[A]k′,m′(e′) = A(e′k′ , e
′
m′) = A

(

αk
k′(e, e

′)ek, α
m
m′(e, e′)em

)

= αk
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′)A(ek, em) =

= [A]k,m(e)α
k
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′) =

(

α(e, e′)T [A](e)α(e, e′)
)

k′,m′
.

Следовательно, [A](e′) = α(e, e′)T [A](e)α(e, e′).
2. Пусть k′, m′ = 1, N . Тогда:

[A]k′,m′(e′) = A(e′k′ , e
′
m′) = A

(

αk
k′(e, e

′)ek, α
m
m′(e, e′)em

)

= αk
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′)A(ek, em) =

= [A]k,m(e)αk
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′) =

(

α(e, e′)T [A](e)α(e, e′)
)

k′,m′
.

Следовательно, [A](e′) = α(e, e′)T [A](e)α(e, e′).

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e — базис пространства L, Q — квадратичная форма в пространстве L.

Так как Q — квадратичная форма в пространстве L, то существует единственная функ-
ция A, удовлетворяющая условиям: A — симметричная билинейная форма в простран-
стве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L. Обозначим, [Q](e) = [A](e). Будем говорить, что [Q](e) —
матрица квадратичной формы Q в базисе e.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e — базис пространства L.

1. Пусть Q — квадратичная форма в пространстве L. Тогда: [Q](e) — симметричная
матрица, Q(x) = [Q]k,m(e)[x]

k(e)[x]m(e) при x ∈ L.
2. Пусть: Q̃ ∈ KN×N , Q̃ — симметричная матрица, Q(x) = Q̃k,m[x]

k(e)[x]m(e) при
x ∈ L. Тогда: Q — квадратичная форма в пространстве L, [Q](e) = Q̃.

3. Пусть: Q̃ ∈ KN×N , Q(x) = Q̃k,m[x]
k(e)[x]m(e) при x ∈ L. Тогда: Q — квадратичная

форма в пространстве L, [Q](e) = 1
2
(Q̃+ Q̃T ).

Доказательство.
1. Так как Q — квадратичная форма в пространстве L, то существует единственная

функция A, удовлетворяющая условиям: A — симметричная билинейная форма в про-
странстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L. Так как: Q — квадратичная форма в простран-
стве L, A — симметричная билинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L,
то [Q](e) = [A](e).
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Так как A — симметричная билинейная форма, то [A](e) — симметричная матрица.
Так как [Q](e) = [A](e), то [Q](e) — симметричная матрица.

Пусть x ∈ L. Тогда:

Q(x) = A(x, x) = [A]k,m(e)[x]
k(e)[x]m(e) = [Q]k,m(e)[x]

k(e)[x]m(e).

2. Обозначим: A(x, y) = Q̃k,m[x]
k(e)[y]m(e) при x, y ∈ L. Так как Q̃ — симметричная

матрица, то: A — симметричная билинейная форма в пространстве L, [A](e) = Q̃. Пусть
x ∈ L. Тогда:

A(x, x) = Q̃k,m[x]
k(e)[x]m(e) = Q(x).

Так как: A — билинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L, то Q —
квадратичная форма в пространстве L.

Так как: Q — квадратичная форма в пространстве L, A — симметричная билинейная
форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L, то [Q](e) = [A](e). Так как [A](e) = Q̃,
то [Q](e) = Q̃.

3. Обозначим, ˜̃Q = 1
2
(Q̃ + Q̃T ). Тогда: ˜̃Q ∈ KN×N , ˜̃Q — симметричная матрица. Пусть

x ∈ L. Тогда:

˜̃Qk,m[x]
k(e)[x]m(e) =

1

2
(Q̃k,m + Q̃m,k)[x]

k(e)[x]m(e) =

=
1

2
Q̃k,m[x]

k(e)[x]m(e) +
1

2
Q̃m,k[x]

k(e)[x]m(e) =
1

2
Q̃k,m[x]

k(e)[x]m(e) +
1

2
Q̃m,k[x]

m(e)[x]k(e) =

=
1

2
Q̃k,m[x]

k(e)[x]m(e) +
1

2
Q̃j,i[x]

j(e)[x]i(e) =
1

2
Q̃k,m[x]

k(e)[x]m(e) +
1

2
Q̃k,m[x]

k(e)[x]m(e) =

= Q̃k,m[x]
k(e)[x]m(e) = Q(x).

Следовательно: Q — квадратичная форма в пространстве L, [Q](e) = ˜̃Q.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e, e′ — базисы пространства L, Q — квадратичная форма в простран-
стве L. Тогда: [Q]k′,m′(e′) = [Q]k,m(e)α

k
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′) при k′, m′ = 1, N ; [Q](e′) =

α(e, e′)T [Q](e)α(e, e′).

Доказательство. Так как Q — квадратичная форма в пространстве L, то существует
единственная функция A, удовлетворяющая условиям: A — симметричная билинейная
форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L. Так как: Q — квадратичная форма в
пространстве L, A — симметричная билинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x)
при x ∈ L, то: [Q](e) = [A](e), [Q](e′) = [A](e′).

Пусть k′, m′ = 1, N . Тогда:

[Q]k′,m′(e′) = [A]k′,m′(e′) = [A]k,m(e)α
k
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′) = [Q]k,m(e)α

k
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′) =

=
(

α(e, e′)T [Q](e)α(e, e′)
)

k′,m′
.

Следовательно, [Q](e′) = α(e, e′)T [Q](e)α(e, e′).

Определение. Пусть: L — линейное пространство над полем C, N ∈ N, dim(L) = N ; e —
базис пространства L, Q — обобщённая квадратичная форма в пространстве L.
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Так как: L — линейное пространство над полем C, Q — обобщённая квадратичная фор-
ма в пространстве L, то существует единственная функция A, удовлетворяющая условиям:
A — полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L. Обозначим,
[Q](e) = [A](e). Будем говорить, что [Q](e) — матрица обобщённой квадратичной формы Q
в базисе e.

Утверждение. Пусть: L — линейное пространство над полем C, N ∈ N, dim(L) = N ;
e — базис пространства L.

1. Пусть Q — обобщённая квадратичная форма в пространстве L. Тогда: Q(x) =
[Q]k,m(e)[x]k(e)[x]

m(e) при x ∈ L.

2. Пусть: Q̃ ∈ CN×N , Q(x) = Q̃k,m[x]k(e)[x]
m(e) при x ∈ L. Тогда: Q — обобщённая

квадратичная форма в пространстве L, [Q](e) = Q̃.

Доказательство.
1. Так как: L — линейное пространство над полем C, Q — обобщённая квадратичная

форма в пространстве L, то существует единственная функция A, удовлетворяющая усло-
виям: A — полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L. Так как:
L — линейное пространство над полем C, Q — обобщённая квадратичная форма в про-
странстве L, A — полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L,
то [Q](e) = [A](e).

Пусть x ∈ L. Тогда:

Q(x) = A(x, x) = [A]k,m(e)[x]k(e)[x]
m(e) = [Q]k,m(e)[x]k(e)[x]

m(e).

2. Обозначим: A(x, y) = Q̃k,m[x]k(e)[y]
m(e) при x, y ∈ L. Тогда: A — полуторалинейная

форма в пространстве L, [A](e) = Q̃. Пусть x ∈ L. Тогда:

A(x, x) = Q̃k,m[x]k(e)[x]
m(e) = Q(x).

Так как: A — полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L,
то Q — обобщённая квадратичная форма в пространстве L.

Так как: L — линейное пространство над полем C, Q — обобщённая квадратичная
форма в пространстве L, A — полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x)
при x ∈ L, то [Q](e) = [A](e). Так как [A](e) = Q̃, то [Q](e) = Q̃.

Утверждение. Пусть: L — линейное пространство над полем C, N ∈ N, dim(L) = N ;
e — базис пространства L.

1. Пусть Q — эрмитова обобщённая квадратичная форма в пространстве L. Тогда:
[Q](e) — эрмитова матрица, Q(x) = [Q]k,m(e)[x]k(e)[x]

m(e) при x ∈ L.

2. Пусть: Q̃ ∈ CN×N , Q̃ — эрмитова матрица, Q(x) = Q̃k,m[x]k(e)[x]
m(e) при x ∈ L.

Тогда: Q — эрмитова обобщённая квадратичная форма в пространстве L, [Q](e) = Q̃.

Доказательство.
1. Так как: L — линейное пространство над полем C, Q — обобщённая квадратичная

форма в пространстве L, то существует единственная функция A, удовлетворяющая усло-
виям: A — полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L. Так как:
L — линейное пространство над полем C, Q — обобщённая квадратичная форма в про-
странстве L, A — полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L,
то [Q](e) = [A](e).



14.2. Билинейные и квадратичные формы 133

Так как: L — линейное пространство над полем C, Q — эрмитова обобщённая квад-
ратичная форма в пространстве L, A — полуторалинейная форма в пространстве L,
Q(x) = A(x, x) при x ∈ L, то A — эрмитова полуторалинейная форма. Тогда [A](e) —
эрмитова матрица. Так как [Q](e) = [A](e), то [Q](e) — эрмитова матрица.

Пусть x ∈ L. Тогда:

Q(x) = A(x, x) = [A]k,m(e)[x]k(e)[x]
m(e) = [Q]k,m(e)[x]k(e)[x]

m(e).

2. Обозначим: A(x, y) = Q̃k,m[x]k(e)[y]
m(e) при x, y ∈ L. Так как Q̃ — эрмитова матрица,

то: A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L, [A](e) = Q̃. Пусть x ∈ L.
Тогда:

A(x, x) = Q̃k,m[x]k(e)[x]
m(e) = Q(x).

Так как: A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x)
при x ∈ L, то Q — эрмитова обобщённая квадратичная форма в пространстве L.

Так как: L — линейное пространство над полем C, Q — обобщённая квадратичная
форма в пространстве L, A — полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x)
при x ∈ L, то [Q](e) = [A](e). Так как [A](e) = Q̃, то [Q](e) = Q̃.

Утверждение. Пусть: L — линейное пространство над полем C, N ∈ N, dim(L) = N ;
e, e′ — базисы пространства L, Q — обобщённая квадратичная форма в простран-
стве L. Тогда: [Q]k′,m′(e′) = [Q]k,m(e)αk

k′(e, e
′)αm

m′(e, e′) при k′, m′ = 1, N ; [Q](e′) =

α(e, e′)T [Q](e)α(e, e′).

Доказательство. Так как: L — линейное пространство над полем C, Q — обобщённая
квадратичная форма в пространстве L, то существует единственная функция A, удовле-
творяющая условиям: A — полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при
x ∈ L. Так как: L — линейное пространство над полем C, Q — обобщённая квадратичная
форма в пространстве L, A — полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x)
при x ∈ L, то: [Q](e) = [A](e), [Q](e′) = [A](e′).

Пусть k′, m′ = 1, N . Тогда:

[Q]k′,m′(e′) = [A]k′,m′(e′) = [A]k,m(e)αk
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′) = [Q]k,m(e)αk

k′(e, e
′)αm

m′(e, e′) =

=
(

α(e, e′)T [Q](e)α(e, e′)
)

k′,m′
.

Следовательно, α(e, e′)T [Q](e)α(e, e′).
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Лекция 15. Метод Лагранжа, закон инерции, критерий

Сильвестра

15.1. Метод Лагранжа

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N, Ã ∈ KN×N .
Обозначим:

µ∗(Ã) =
{

k0 : k0 = 1, N ∧ ∀k = 1, N(k 6= k0 =⇒ Ãk0,k = 0 ∧ Ãk,k0 = 0)
}

.

Очевидно, µ∗(Ã) ⊆ {1, . . . , N}.
Пусть Ã — диагональная матрица. Тогда µ∗(Ã) = {1, . . . , N}.
Пусть µ∗(Ã) = {1, . . . , N}. Тогда Ã — диагональная матрица.
Пусть Ã — эрмитова (симметричная) матрица. Тогда:

µ∗(Ã) =
{

k0 : k0 = 1, N ∧ ∀k = 1, N(k 6= k0 =⇒ Ãk0,k = 0)
}

,

µ∗(Ã) =
{

k0 : k0 = 1, N ∧ ∀k = 1, N(k 6= k0 =⇒ Ãk,k0 = 0)
}

.

Утверждение (один шаг метода Лагранжа для эрмитовой полуторалинейной формы).
Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ;
A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L.

1. Пусть: e — базис пространства L, k0 = 1, N , [A]k0,k0(e) 6= 0. Тогда существуют
векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′ — базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊆
µ∗

(

[A](e′)
)

, k0 ∈ µ∗

(

[A](e′)
)

.

2. Пусть: e — базис пространства L, k0, m0 = 1, N , [A]k0,k0(e), [A]m0,m0(e) = 0,
[A]k0,m0(e) 6= 0. Тогда существуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′ —

базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, [A]k0,k0(e
′) 6= 0.

3. Пусть: e — базис пространства L, k0, m0 = 1, N , [A]k0,k0(e), [A]m0,m0(e) = 0,
[A]k0,m0(e) 6= 0. Тогда существуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′ —

базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, k0 ∈ µ∗

(

[A](e′)
)

.
4. Пусть: e — базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

6= {1, . . . , N}. Тогда существуют век-
торы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′ — базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊂
µ∗

(

[A](e′)
)

.

Доказательство.
1. Обозначим, Ã = [A](e). Пусть: x ∈ L, x̃ = [x](e). Тогда:

A(x, x) =
∑

k,m=1,N

Ãk,mx̃kx̃
m =

= Ãk0,k0x̃
k0 x̃k0 +

∑

m=1,N,
m 6=k0

Ãk0,mx̃
k0x̃m +

∑

k=1,N,
k 6=k0

Ãk,k0 x̃
kx̃k0 +

∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0

Ãk,mx̃kx̃
m =

= Ãk0,k0

(

x̃k0x̃k0 +
∑

m=1,N,
m 6=k0

Ãk0,m

Ãk0,k0

x̃k0 x̃m +
∑

k=1,N,
k 6=k0

Ãk,k0

Ãk0,k0

x̃kx̃k0

)

+
∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0

Ãk,mx̃kx̃
m =

= Ãk0,k0

(

(

x̃k0 +
∑

k=1,N,
k 6=k0

Ãk0,k

Ãk0,k0

x̃k
)(

x̃k0 +
∑

m=1,N,
m 6=k0

Ãk0,m

Ãk0,k0

x̃m
)

−
∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0

Ãk,k0Ãk0,m

Ãk0,k0Ãk0,k0

x̃kx̃m

)

+
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+
∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0

Ãk,mx̃kx̃
m =

= Ãk0,k0

(

x̃k0 +
∑

k=1,N,
k 6=k0

Ãk0,k

Ãk0,k0

x̃k
)(

x̃k0 +
∑

m=1,N,
m 6=k0

Ãk0,m

Ãk0,k0

x̃m
)

+
∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0

(

Ãk,m − Ãk,k0Ãk0,m

Ãk0,k0

)

x̃kx̃m.

Обозначим:

˜̃Ak0,k0 = Ãk0,k0 ,

˜̃Ak0,m = 0, m = 1, N, m 6= k0;

˜̃Ak,k0 = 0, k = 1, N, k 6= k0;

˜̃Ak,m = Ãk,m − Ãk,k0Ãk0,m

Ãk0,k0

, k, m = 1, N, k, m 6= k0.

Тогда: ˜̃A ∈ KN×N , ˜̃A — эрмитова матрица, µ∗(Ã) ⊆ µ∗(
˜̃A), k0 ∈ µ∗(

˜̃A). Обозначим:

˜̃xk0 = x̃k0 +
∑

m=1,N,
m 6=k0

Ãk0,m

Ãk0,k0

x̃m,

˜̃xj = x̃j, j = 1, N, j 6= k0.

Тогда ˜̃x ∈ KN . Очевидно:

A(x, x) =
∑

k,m=1,N

˜̃Ak,m
˜̃xk ˜̃xm.

Обозначим:

βk0
k0

= 1,

βk0
m =

Ãk0,m

Ãk0,k0

, m = 1, N, m 6= k0;

βj
m = δjm, j = 1, N, j 6= k0, m = 1, N.

Тогда: β ∈ KN×N , det(β) = 1, ˜̃x = βx̃. Так как det(β) 6= 0, то существует единственный
объект e′, удовлетворяющий условиям: e′ — базис пространства L, α(e′, e) = β. Тогда:
[x](e′) = α(e′, e)[x](e) = βx̃ = ˜̃x. Следовательно:

A(x, x) = ˜̃Ak,m[x]k(e′)[x]
m(e′).

В силу произвольности выбора вектора x ∈ L получаем, что:

A(x, x) = ˜̃Ak,m[x]k(e′)[x]
m(e′), x ∈ L.

Так как ˜̃A — эрмитова матрица, то [A](e′) = ˜̃A. Тогда: µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, k0 ∈
µ∗

(

[A](e′)
)

.
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2. Обозначим, Ã = [A](e). Так как: Ãk0,k0 = 0, Ãk0,m0 6= 0, то k0 6= m0. Так как Ãk0,m0 6= 0,
то k0, m0 /∈ µ∗(Ã). Пусть: x ∈ L, x̃ = [x](e). Тогда:

A(x, x) =
∑

k,m=1,N

Ãk,mx̃kx̃
m = Ãk0,m0 x̃

k0 x̃m0 + Ãm0,k0 x̃
m0 x̃k0 +

+
∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

Ãk0,mx̃
k0x̃m +

∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

Ãm0,mx̃
m0 x̃m +

∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

Ãk,k0x̃
kx̃k0 +

∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

Ãk,m0 x̃
kx̃m0 +

+
∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0,m0

Ãk,mx̃kx̃
m.

Обозначим:

I1(x) = Ãk0,m0 x̃
k0x̃m0 + Ãm0,k0 x̃

m0 x̃k0 ,

I2(x) =
∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

Ãk0,mx̃
k0 x̃m +

∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

Ãm0,mx̃
m0 x̃m,

I3(x) =
∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

Ãk,k0x̃
kx̃k0 +

∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

Ãk,m0x̃
kx̃m0 ,

I4(x) =
∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0,m0

Ãk,mx̃kx̃
m.

Обозначим, λ =
Ãk0,m0

|Ãk0,m0 | . Тогда: Ãk0,m0λ =
∣

∣

∣Ãk0,m0

∣

∣

∣, Ãm0,k0λ =
∣

∣

∣Ãk0,m0

∣

∣

∣. Так как λ 6= 0, то

существует единственный столбец ˜̃x, удовлетворяющий условиям:

˜̃x ∈ KN ,

x̃k0 = λ
(

˜̃xk0 − ˜̃xm0

)

,

x̃m0 = ˜̃xk0 + ˜̃xm0 ,

x̃j = ˜̃xj, j = 1, N, j /∈ {k0,m0}.

Очевидно:

I1(x) =
∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣

(

˜̃xk0 − ˜̃xm0

)(

˜̃xk0 + ˜̃xm0

)

+
∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣

(

˜̃xk0 + ˜̃xm0

)(

˜̃xk0 − ˜̃xm0

)

=

= 2
∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣

˜̃xk0 ˜̃xk0 − 2
∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣

˜̃xm0 ˜̃xm0 ;

I2(x) =
∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

λÃk0,m

(

˜̃xk0 − ˜̃xm0

)

˜̃xm +
∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

Ãm0,m

(

˜̃xk0 + ˜̃xm0

)

˜̃xm =

=
∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

(

Ãm0,m + λÃk0,m

)

˜̃xk0 ˜̃xm +
∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

(

Ãm0,m − λÃk0,m

)

˜̃xm0 ˜̃xm;

I3(x) =
∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

λÃk,k0
˜̃xk
(

˜̃xk0 − ˜̃xm0

)

+
∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

Ãk,m0
˜̃xk
(

˜̃xk0 + ˜̃xm0

)

=
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=
∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

(

Ãk,m0 + λÃk,k0

)

˜̃xk ˜̃xk0 +
∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

(

Ãk,m0 − λÃk,k0

)

˜̃xk ˜̃xm0 ;

I4(x) =
∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0,m0

Ãk,m
˜̃xk ˜̃xm.

Обозначим:

˜̃Ak0,k0 = 2
∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣
,

˜̃Ak0,m0 = 0,

˜̃Am0,k0 = 0,

˜̃Am0,m0 = −2
∣

∣

∣Ãk0,m0

∣

∣

∣ ,

˜̃Ak0,m = Ãm0,m + λÃk0,m, m = 1, N, m /∈ {k0,m0};
˜̃Am0,m = Ãm0,m − λÃk0,m, m = 1, N, m /∈ {k0,m0};
˜̃Ak,k0 = Ãk,m0 + λÃk,k0 , k = 1, N, k /∈ {k0,m0};
˜̃Ak,m0 = Ãk,m0 − λÃk,k0 , k = 1, N, k /∈ {k0,m0};
˜̃Ak,m = Ãk,m, k, m = 1, N, k, m /∈ {k0,m0}.

Тогда: ˜̃A ∈ KN×N , ˜̃A — эрмитова матрица, µ∗(Ã) ⊆ µ∗(
˜̃A), ˜̃Ak0,k0 = 2

∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣
6= 0. Очевидно:

A(x, x) =
∑

k,m=1,N

˜̃Ak,m
˜̃xk ˜̃xm.

Обозначим:

βk0
k0

= λ,

βk0
m0

= −λ,
βk0
m = 0, m = 1, N, m /∈ {k0,m0};

βm0
k0

= 1,

βm0
m0

= 1,

βm0
m = 0, m = 1, N, m /∈ {k0,m0};

βj
m = δjm, j = 1, N, j /∈ {k0,m0}, m = 1, N.

Тогда: β ∈ KN×N , det(β) = 2λ sgn(m0 − k0) 6= 0, x̃ = β ˜̃x. Следовательно, ˜̃x = β−1x̃. Так
как det(β−1) 6= 0, то существует единственный объект e′, удовлетворяющий условиям: e′ —
базис пространства L, α(e′, e) = β−1. Тогда: [x](e′) = α(e′, e)[x](e) = β−1x̃ = ˜̃x. Следова-
тельно:

A(x, x) =
∑

k,m=1,N

˜̃Ak,m[x]k(e′)[x]
m(e′).
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В силу произвольности выбора вектора x ∈ L получаем, что:

A(x, x) =
∑

k,m=1,N

˜̃Ak,m[x]k(e′)[x]
m(e′), x ∈ L.

Так как ˜̃A — эрмитова матрица, то [A](e′) = ˜̃A. Тогда: µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, [A]k0,k0(e
′) 6=

0.
3. Очевидно, существуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′ — базис

пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, [A]k0,k0(e
′) 6= 0. Так как [A]k0,k0(e

′) 6= 0, то су-
ществуют векторы e′′1, . . . , e

′′
N , удовлетворяющие условиям: e′′ — базис пространства L,

µ∗

(

[A](e′)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′′)
)

, k0 ∈ µ∗

(

[A](e′′)
)

. Так как µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, то: e′′ — базис
пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′′)
)

, k0 ∈ µ∗

(

[A](e′′)
)

.
4. Так как µ∗

(

[A](e)
)

6= {1, . . . , N}, то:

∃k0 = 1, N
(

k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

)

.

Пусть:

∃k0 = 1, N
(

k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

∧ [A]k0,k0(e) 6= 0
)

.

Выберем число k0, удовлетворяющее условиям: k0 = 1, N , k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

, [A]k0,k0(e) 6= 0.
Так как [A]k0,k0(e) 6= 0, то существуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′ —

базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, k0 ∈ µ∗

(

[A](e′)
)

. Так как k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

,
то: e′ — базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊂ µ∗

(

[A](e′)
)

.
Пусть:

∀k0 = 1, N
(

k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

=⇒ [A]k0,k0(e) = 0
)

.

Выберем число k0, удовлетворяющее условиям: k0 = 1, N , k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

. Тогда
[A]k0,k0(e) = 0. Так как: [A](e) — эрмитова матрица, k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

, то существу-

ет число m0, удовлетворяющее условиям: m0 = 1, N , m0 6= k0, [A]k0,m0(e) 6= 0. Тогда
m0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

. Следовательно, [A]m0,m0(e) = 0. Так как: [A]k0,k0(e) = 0, [A]k0,m0(e) 6= 0, то
существуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′ — базис пространства L,

µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, k0 ∈ µ∗

(

[A](e′)
)

. Так как k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

, то: e′ — базис простран-
ства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊂ µ∗

(

[A](e′)
)

.

Теорема (метод Лагранжа для эрмитовой полуторалинейной формы). Пусть: K ∈
{C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; A — эрмито-
ва полуторалинейная форма в пространстве L. Тогда существуют векторы e1, . . . , eN ,
удовлетворяющие условиям: e — базис пространства L, [A](e) — диагональная матрица.

Утверждение (один шаг метода Лагранжа для симметричной билинейной формы).
Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ;
A — симметричная билинейная форма в пространстве L.

1. Пусть: e — базис пространства L, k0 = 1, N , [A]k0,k0(e) 6= 0. Тогда существуют
векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′ — базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊆
µ∗

(

[A](e′)
)

, k0 ∈ µ∗

(

[A](e′)
)

.
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2. Пусть: e — базис пространства L, k0, m0 = 1, N , [A]k0,k0(e), [A]m0,m0(e) = 0,
[A]k0,m0(e) 6= 0. Тогда существуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′ —

базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, [A]k0,k0(e
′) 6= 0.

3. Пусть: e — базис пространства L, k0, m0 = 1, N , [A]k0,k0(e), [A]m0,m0(e) = 0,
[A]k0,m0(e) 6= 0. Тогда существуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′ —

базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, k0 ∈ µ∗

(

[A](e′)
)

.
4. Пусть: e — базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

6= {1, . . . , N}. Тогда существуют век-
торы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′ — базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊂
µ∗

(

[A](e′)
)

.

Доказательство.
1. Обозначим, Ã = [A](e). Пусть: x ∈ L, x̃ = [x](e). Тогда:

A(x, x) =
∑

k,m=1,N

Ãk,mx̃
kx̃m =

= Ãk0,k0x̃
k0 x̃k0 +

∑

m=1,N,
m 6=k0

Ãk0,mx̃
k0x̃m +

∑

k=1,N,
k 6=k0

Ãk,k0 x̃
kx̃k0 +

∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0

Ãk,mx̃
kx̃m =

= Ãk0,k0

(

x̃k0x̃k0 +
∑

m=1,N,
m 6=k0

Ãk0,m

Ãk0,k0

x̃k0 x̃m +
∑

k=1,N,
k 6=k0

Ãk,k0

Ãk0,k0

x̃kx̃k0

)

+
∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0

Ãk,mx̃
kx̃m =

= Ãk0,k0

(

(

x̃k0 +
∑

k=1,N,
k 6=k0

Ãk0,k

Ãk0,k0

x̃k
)(

x̃k0 +
∑

m=1,N,
m 6=k0

Ãk0,m

Ãk0,k0

x̃m
)

−
∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0

Ãk,k0Ãk0,m

Ãk0,k0Ãk0,k0

x̃kx̃m

)

+

+
∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0

Ãk,mx̃
kx̃m =

= Ãk0,k0

(

x̃k0 +
∑

k=1,N,
k 6=k0

Ãk0,k

Ãk0,k0

x̃k
)(

x̃k0 +
∑

m=1,N,
m 6=k0

Ãk0,m

Ãk0,k0

x̃m
)

+
∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0

(

Ãk,m − Ãk,k0Ãk0,m

Ãk0,k0

)

x̃kx̃m.

Обозначим:

˜̃Ak0,k0 = Ãk0,k0 ,

˜̃Ak0,m = 0, m = 1, N, m 6= k0;

˜̃Ak,k0 = 0, k = 1, N, k 6= k0;

˜̃Ak,m = Ãk,m − Ãk,k0Ãk0,m

Ãk0,k0

, k, m = 1, N, k, m 6= k0.

Тогда: ˜̃A ∈ KN×N , ˜̃A — симметричная матрица, µ∗(Ã) ⊆ µ∗(
˜̃A), k0 ∈ µ∗(

˜̃A). Обозначим:

˜̃xk0 = x̃k0 +
∑

m=1,N,
m 6=k0

Ãk0,m

Ãk0,k0

x̃m,

˜̃xj = x̃j, j = 1, N, j 6= k0.
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Тогда ˜̃x ∈ KN . Очевидно:

A(x, x) =
∑

k,m=1,N

˜̃Ak,m
˜̃xk ˜̃xm.

Обозначим:

βk0
k0

= 1,

βk0
m =

Ãk0,m

Ãk0,k0

, m = 1, N, m 6= k0;

βj
m = δjm, j = 1, N, j 6= k0, m = 1, N.

Тогда: β ∈ KN×N , det(β) = 1, ˜̃x = βx̃. Так как det(β) 6= 0, то существует единственный
объект e′, удовлетворяющий условиям: e′ — базис пространства L, α(e′, e) = β. Тогда:
[x](e′) = α(e′, e)[x](e) = βx̃ = ˜̃x. Следовательно:

A(x, x) = ˜̃Ak,m[x]
k(e′)[x]m(e′).

В силу произвольности выбора вектора x ∈ L получаем, что:

A(x, x) = ˜̃Ak,m[x]
k(e′)[x]m(e′), x ∈ L.

Так как ˜̃A — симметричная матрица, то [A](e′) = ˜̃A. Тогда: µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, k0 ∈
µ∗

(

[A](e′)
)

.

2. Обозначим, Ã = [A](e). Так как: Ãk0,k0 = 0, Ãk0,m0 6= 0, то k0 6= m0. Так как Ãk0,m0 6= 0,
то k0, m0 /∈ µ∗(Ã). Пусть: x ∈ L, x̃ = [x](e). Тогда:

A(x, x) =
∑

k,m=1,N

Ãk,mx̃
kx̃m = Ãk0,m0 x̃

k0 x̃m0 + Ãm0,k0 x̃
m0 x̃k0 +

+
∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

Ãk0,mx̃
k0x̃m +

∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

Ãm0,mx̃
m0 x̃m +

∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

Ãk,k0x̃
kx̃k0 +

∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

Ãk,m0 x̃
kx̃m0 +

+
∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0,m0

Ãk,mx̃
kx̃m.

Обозначим:

I1(x) = Ãk0,m0 x̃
k0x̃m0 + Ãm0,k0 x̃

m0 x̃k0 ,

I2(x) =
∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

Ãk0,mx̃
k0 x̃m +

∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

Ãm0,mx̃
m0 x̃m,

I3(x) =
∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

Ãk,k0x̃
kx̃k0 +

∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

Ãk,m0x̃
kx̃m0 ,

I4(x) =
∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0,m0

Ãk,mx̃
kx̃m.
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Очевидно, существует единственный столбец ˜̃x, удовлетворяющий условиям:

˜̃x ∈ KN ,

x̃k0 = ˜̃xk0 − ˜̃xm0 ,

x̃m0 = ˜̃xk0 + ˜̃xm0 ,

x̃j = ˜̃xj, j = 1, N, j /∈ {k0,m0}.
Очевидно:

I1(x) = Ãk0,m0

(

˜̃xk0 − ˜̃xm0

)(

˜̃xk0 + ˜̃xm0

)

+ Ãk0,m0

(

˜̃xk0 + ˜̃xm0

)(

˜̃xk0 − ˜̃xm0

)

=

= 2Ãk0,m0
˜̃xk0 ˜̃xk0 − 2Ãk0,m0

˜̃xm0 ˜̃xm0 ;

I2(x) =
∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

Ãk0,m

(

˜̃xk0 − ˜̃xm0

)

˜̃xm +
∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

Ãm0,m

(

˜̃xk0 + ˜̃xm0

)

˜̃xm =

=
∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

(

Ãm0,m + Ãk0,m

)

˜̃xk0 ˜̃xm +
∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

(

Ãm0,m − Ãk0,m

)

˜̃xm0 ˜̃xm;

I3(x) =
∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

Ãk,k0
˜̃xk
(

˜̃xk0 − ˜̃xm0

)

+
∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

Ãk,m0
˜̃xk
(

˜̃xk0 + ˜̃xm0

)

=

=
∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

(

Ãk,m0 + Ãk,k0

)

˜̃xk ˜̃xk0 +
∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

(

Ãk,m0 − Ãk,k0

)

˜̃xk ˜̃xm0 ;

I4(x) =
∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0,m0

Ãk,m
˜̃xk ˜̃xm.

Обозначим:

˜̃Ak0,k0 = 2
∣

∣

∣Ãk0,m0

∣

∣

∣ ,

˜̃Ak0,m0 = 0,

˜̃Am0,k0 = 0,

˜̃Am0,m0 = −2
∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣
,

˜̃Ak0,m = Ãm0,m + Ãk0,m, m = 1, N, m /∈ {k0,m0};
˜̃Am0,m = Ãm0,m − Ãk0,m, m = 1, N, m /∈ {k0,m0};
˜̃Ak,k0 = Ãk,m0 + Ãk,k0 , k = 1, N, k /∈ {k0,m0};
˜̃Ak,m0 = Ãk,m0 − Ãk,k0 , k = 1, N, k /∈ {k0,m0};
˜̃Ak,m = Ãk,m, k, m = 1, N, k, m /∈ {k0,m0}.

Тогда: ˜̃A ∈ KN×N , ˜̃A — симметричная матрица, µ∗(Ã) ⊆ µ∗(
˜̃A), ˜̃Ak0,k0 = 2

∣

∣

∣Ãk0,m0

∣

∣

∣ 6= 0.

Очевидно:

A(x, x) =
∑

k,m=1,N

˜̃Ak,m
˜̃xk ˜̃xm.
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Обозначим:

βk0
k0

= 1,

βk0
m0

= −1,

βk0
m = 0, m = 1, N, m /∈ {k0,m0};

βm0
k0

= 1,

βm0
m0

= 1,

βm0
m = 0, m = 1, N, m /∈ {k0,m0};

βj
m = δjm, j = 1, N, j /∈ {k0,m0}, m = 1, N.

Тогда: β ∈ KN×N , det(β) = 2 sgn(m0 − k0) 6= 0, x̃ = β ˜̃x. Следовательно, ˜̃x = β−1x̃. Так
как det(β−1) 6= 0, то существует единственный объект e′, удовлетворяющий условиям: e′ —
базис пространства L, α(e′, e) = β−1. Тогда: [x](e′) = α(e′, e)[x](e) = β−1x̃ = ˜̃x. Следова-
тельно:

A(x, x) =
∑

k,m=1,N

˜̃Ak,m[x]
k(e′)[x]m(e′).

В силу произвольности выбора вектора x ∈ L получаем, что:

A(x, x) =
∑

k,m=1,N

˜̃Ak,m[x]
k(e′)[x]m(e′), x ∈ L.

Так как ˜̃A — симметричная матрица, то [A](e′) = ˜̃A. Тогда: µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

,
[A]k0,k0(e

′) 6= 0.
3. Очевидно, существуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′ — базис

пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, [A]k0,k0(e
′) 6= 0. Так как [A]k0,k0(e

′) 6= 0, то су-
ществуют векторы e′′1, . . . , e

′′
N , удовлетворяющие условиям: e′′ — базис пространства L,

µ∗

(

[A](e′)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′′)
)

, k0 ∈ µ∗

(

[A](e′′)
)

. Так как µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, то: e′′ — базис
пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′′)
)

, k0 ∈ µ∗

(

[A](e′′)
)

.
4. Так как µ∗

(

[A](e)
)

6= {1, . . . , N}, то:

∃k0 = 1, N
(

k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

)

.

Пусть:

∃k0 = 1, N
(

k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

∧ [A]k0,k0(e) 6= 0
)

.

Выберем число k0, удовлетворяющее условиям: k0 = 1, N , k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

, [A]k0,k0(e) 6= 0.
Так как [A]k0,k0(e) 6= 0, то существуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′ —

базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, k0 ∈ µ∗

(

[A](e′)
)

. Так как k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

,
то: e′ — базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊂ µ∗

(

[A](e′)
)

.
Пусть:

∀k0 = 1, N
(

k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

=⇒ [A]k0,k0(e) = 0
)

.
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Выберем число k0, удовлетворяющее условиям: k0 = 1, N , k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

. Тогда
[A]k0,k0(e) = 0. Так как: [A](e) — симметричная матрица, k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

, то существу-

ет число m0, удовлетворяющее условиям: m0 = 1, N , m0 6= k0, [A]k0,m0(e) 6= 0. Тогда
m0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

. Следовательно, [A]m0,m0(e) = 0. Так как: [A]k0,k0(e) = 0, [A]k0,m0(e) 6= 0, то
существуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′ — базис пространства L,

µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, k0 ∈ µ∗

(

[A](e′)
)

. Так как k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

, то: e′ — базис простран-
ства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊂ µ∗

(

[A](e′)
)

.

Теорема (метод Лагранжа для симметричной билинейной формы). Пусть: K ∈
{C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; A — сим-
метричная билинейная форма в пространстве L. Тогда существуют векторы e1, . . . , eN ,
удовлетворяющие условиям: e — базис пространства L, [A](e) — диагональная матрица.

15.2. Закон инерции

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; A — полу-
торалинейная форма в пространстве L, Q — подпространство пространства L, N1 ∈ N,
dim(Q) = N1, e — базис подпространства Q. Пусть: x ∈ L, ∀k = 1, N1

(

A(ek, x) = 0
)

.
Докажем, что ∀u ∈ Q

(

A(u, x) = 0
)

.
Пусть u ∈ Q. Обозначим, ũ = [u](e). Тогда:

A(u, x) = A(ũkek, x) = ũkA(ek, x) = 0.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; A — по-
луторалинейная форма в пространстве L, Q1, Q2 — подпространства пространства L,
dim(Q1) < dim(Q2), dim(Q2) 6= +∞. Тогда существует вектор x, удовлетворяющий усло-
виям: x ∈ Q2, x 6= θ, ∀u ∈ Q1

(

A(u, x) = 0
)

.

Доказательство. Обозначим: N1 = dim(Q1), N2 = dim(Q2). Тогда: N1, N2 ∈ Z+, N1 < N2,
N2 6= +∞. Следовательно: N1 ∈ Z+, N2 ∈ N. Так как N2 ∈ N, то существуют векторы
e′1, . . . , e

′
N2

, удовлетворяющие условию: e′ — базис подпространства Q2.
Пусть N1 = 0. Тогда Q1 = {θ}. Очевидно: e′1 ∈ Q2, e

′
1 6= θ, A(u, e′1) = A(θ, e′1) = 0 при

u ∈ Q1.
Пусть N1 6= 0. Тогда N1 ∈ N. Следовательно, существуют векторы e1, . . . , eN1 , удо-

влетворяющие условию: e — базис подпространства Q1. Так как N1 < N2, то существует
столбец x̃, удовлетворяющий условиям: x̃ ∈ KN2 , x̃ 6= θ̃2, ∀k = 1, N1

(

A(ek, e
′
k′)x̃

k′ = 0
)

.

Обозначим, x = x̃k
′

e′k′ . Так как: x̃ ∈ KN2 , x̃ 6= θ̃2, то: x ∈ Q2, x 6= θ. Так как
∀k = 1, N1

(

A(ek, e
′
k′)x̃

k′ = 0
)

, то:

A(ek, x̃
k′e′k′) = 0, k = 1, N1;

A(ek, x) = 0, k = 1, N1;

A(u, x) = 0, u ∈ Q1.

Теорема (закон инерции для эрмитовых полуторалинейных форм). Пусть: K ∈
{C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; A — эрми-
това полуторалинейная форма в пространстве L.

Пусть: e — базис пространства L, [A](e) — диагональная матрица, p1 — количество
положительных элементов на главной диагонали матрицы [A](e), n1 — количество от-
рицательных элементов на главной диагонали матрицы [A](e).
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Пусть: e′ — базис пространства L, [A](e′) — диагональная матрица, p2 — количество
положительных элементов на главной диагонали матрицы [A](e′), n2 — количество от-
рицательных элементов на главной диагонали матрицы [A](e′). Тогда: p1 = p2, n1 = n2.

Доказательство. Очевидно, p1, n1, p2, n2 = 0, N . Без ограничения общности можно счи-
тать, что: [A]k,k(e) > 0 при k = 1, p1; [A]k,k(e) < 0 при k = p1 + 1, p1 + n1; [A]k′,k′(e

′) > 0 при
k′ = 1, p2; [A]k′,k′(e

′) < 0 при k′ = p2 + 1, p2 + n2. Тогда: [A]k,k(e) = 0 при k = p1 + n1 + 1, N ;

[A]k′,k′(e
′) = 0 при k′ = p2 + n2 + 1, N . Обозначим: Ã = [A](e), ˜̃A = [A](e′). Предположим,

что p1 < p2. Тогда: p1 = 0, N − 1, p2 = 1, N .

Предположим, что p1 = 0. Обозначим, x̃ = [e′1](e). Тогда:

A(e′1, e
′
1) =

∑

k,m=1,N

Ãk,mx̃kx̃
m =

∑

k=1,N

Ãk,k

∣

∣x̃k
∣

∣

2
6 0.

Очевидно: A(e′1, e
′
1) = ˜̃A1,1 > 0 (что противоречит утверждению: A(e′1, e

′
1) 6 0). Итак,

p1 6= 0. Тогда p1 = 1, N − 1.

Очевидно: dim
(

L(e1, . . . , ep1)
)

= p1, dim
(

L(e′1, . . . , e
′
p2
)
)

= p2. Так как p1 < p2, то
существует вектор x, удовлетворяющий условиям: x ∈ L(e′1, . . . , e

′
p2
), x 6= θ, ∀u ∈

L(e1, . . . , ep1)
(

A(u, x) = 0
)

. Обозначим, x̃ = [x](e). Тогда:

A(x, x) = A
(

∑

k=1,N

x̃kek, x
)

=
∑

k=1,N

A(ek, x)x̃k =
∑

k=p1+1,N

A(ek, x)x̃k =

=
∑

k=p1+1,N

A
(

ek,
∑

m=1,N

x̃mem

)

x̃k =
∑

k=p1+1,N

∑

m=1,N

A(ek, em)x̃kx̃
m =

∑

k=p1+1,N

∑

m=1,N

Ãk,mx̃kx̃
m =

=
∑

k=p1+1,N

Ãk,k

∣

∣x̃k
∣

∣

2
6 0.

Обозначим, ˜̃x = [x](e′1, . . . , e
′
p2
). Так как: x ∈ L(e′1, . . . , e

′
p2
), x 6= θ, то: ˜̃x ∈ Kp2 , ˜̃x 6= θ̃2. Тогда:

A(x, x) = A
(

∑

k′=1,p2

˜̃xk
′

e′k′ ,
∑

m′=1,p2

˜̃xm
′

e′m′

)

=
∑

k′,m′=1,p2

A(e′k′ , e
′
m′)˜̃xk

′ ˜̃xm
′

=
∑

k′,m′=1,p2

˜̃Ak′,m′
˜̃xk′ ˜̃xm

′

=

=
∑

k′=1,p2

˜̃Ak′,k′

∣

∣

∣

˜̃xk
′

∣

∣

∣

2

> 0

(что противоречит утверждению: A(x, x) 6 0). Итак, p2 6 p1.

Аналогично получаем, что p1 6 p2. Тогда p1 = p2. Аналогично получаем, что n1 =
n2.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L. Пусть: e — базис
пространства L, [A](e) — диагональная матрица, p — количество положительных элемен-
тов на главной диагонали матрицы [A](e), n — количество отрицательных элементов на
главной диагонали матрицы [A](e). Будем говорить, что (p, n) — сигнатура формы A.
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15.3. Критерий Сильвестра

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L.

Пусть: A > 0, e — базис пространства L. Пусть k = 1, N . Так как ek 6= θ, то: [A]k,k(e) =
A(ek, ek) > 0.

Пусть e, e′ — базисы пространства L. Тогда:

det
(

[A](e′)
)

= det
(

α(e, e′)T [A](e)α(e, e′)
)

=
∣

∣

∣
det
(

α(e, e′)
)

∣

∣

∣

2

det
(

[A](e)
)

.

Следовательно, sgn
(

det
(

[A](e′)
)

)

= sgn
(

det
(

[A](e)
)

)

.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ Z,
N > 2, dim(L) = N ; A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L, e —
базис пространства L, A(x, x) > 0 при: x ∈ L(e1, . . . , eN−1), x 6= θ. Тогда существуют
векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′ — базис пространства L, e′k = ek при

k = 1, N − 1; N ∈ µ∗

(

[A](e′)
)

.

Доказательство. Очевидно: dim
(

L(e1, . . . , eN−1)
)

= N − 1, dim(L) = N . Так как
N − 1 < N , то существует вектор x, удовлетворяющий условиям: x ∈ L, x 6= θ, ∀u ∈
L(e1, . . . , eN−1)

(

A(u, x) = 0
)

. Предположим, что e1, . . . , eN−1, x — линейно зависимые век-
торы. Так как e1, . . . , eN−1 — линейно независимые векторы, то x ∈ L(e1, . . . , eN−1). Тогда
A(x, x) = 0. Так как: x ∈ L(e1, . . . , eN−1), x 6= θ, то A(x, x) > 0 (что противоречит утвер-
ждению: A(x, x) = 0). Итак, e1, . . . , eN−1, x — линейно независимые векторы.

Обозначим: e′k = ek при k = 1, N − 1; e′N = x. Тогда: e′1, . . . , e
′
N — линейно независимые

векторы пространства L, e′k = ek при k = 1, N − 1; A(e′k, e
′
N) = 0 при k = 1, N − 1. Так

как: e′1, . . . , e
′
N — линейно независимые векторы пространства L, dim(L) = N , то e′ — базис

пространства L. Пусть k = 1, N − 1. Тогда: [A]k,N(e
′) = A(e′k, e

′
N) = 0. Так как [A](e′) —

эрмитова матрица, то N ∈ µ∗

(

[A](e′)
)

.

Теорема (критерий Сильвестра). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над
полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L,
e — базис пространства L, Ã = [A](e).

1. Справедливо утверждение: A > 0 тогда и только тогда, когда ∀k = 1, N
(

∆k(Ã) >
0
)

.
2. Справедливо утверждение: A < 0 тогда и только тогда, когда ∀k =

1, N
(

sgn
(

∆k(Ã)
)

= (−1)k
)

.

3. Пусть: det(Ã) 6= 0, ¬(A > 0), ¬(A < 0). Тогда A — знакопеременная форма.

Доказательство.
1. Пусть A > 0. Докажем, что: ∆k(Ã) > 0 при k = 1, N .

Пусть N = 1. Так как: A > 0, e1 6= θ, то: Ã1,1 = A(e1, e1) > 0. Тогда:

∆1(Ã) = det(Ã) = Ã1,1 > 0.

Пусть: N0 ∈ N, утверждение справедливо при N = N0. Пусть N = N0 + 1. Так как
A > 0, то: A(x, x) > 0 при: x ∈ L(e1, . . . , eN0), x 6= θ. Так как утверждение справедливо при
N = N0, то: ∆k(Ã) > 0 при k = 1, N0. Так как A — эрмитова полуторалинейная форма
в пространстве L, то существуют векторы e′1, . . . , e

′
N0+1, удовлетворяющие условиям: e′ —
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базис пространства L, [A](e′) — диагональная матрица. Обозначим, ˜̃A = [A](e′). Пусть

k = 1, N0 + 1. Так как: A > 0, e′k 6= θ, то: ˜̃Ak,k = A(e′k, e
′
k) > 0. Так как ˜̃A — диагональная

матрица, то: det( ˜̃A) = ˜̃A1,1 · · · ˜̃AN0+1,N0+1 > 0. Тогда det(Ã) > 0. Следовательно: ∆N0+1(Ã) =
det(Ã) > 0.

Пусть: ∆k(Ã) > 0 при k = 1, N . Докажем, что A > 0.
Пусть N = 1. Пусть: x ∈ L, x 6= θ. Обозначим, x̃ = [x](e). Тогда: x̃ ∈ K1, x̃ 6= θ̃. Так

как ∆1(Ã) > 0, то:

A(x, x) = Ã1,1

∣

∣x̃1
∣

∣

2
= det(Ã)

∣

∣x̃1
∣

∣

2
= ∆1(Ã)

∣

∣x̃1
∣

∣

2
> 0.

Пусть: N0 ∈ N, утверждение справедливо при N = N0. Пусть N = N0 + 1. Так
как: ∆k(Ã) > 0 при k = 1, N0; утверждение справедливо при N = N0, то: A(x, x) > 0
при: x ∈ L(e1, . . . , eN0), x 6= θ. Тогда существуют векторы e′1, . . . , e

′
N0+1, удовлетворяющие

условиям: e′ — базис пространства L, e′k = ek при k = 1, N0;N0+1 ∈ µ∗

(

[A](e′)
)

. Обозначим,
˜̃A = [A](e′). Так как: e′k = ek при k = 1, N0, то: ˜̃Ak,m = Ãk,m при k, m = 1, N0. Так как

∆N0(Ã) > 0, то: ∆N0(
˜̃A) = ∆N0(Ã) > 0. Так как ∆N0+1(Ã) > 0, то: det(Ã) = ∆N0+1(Ã) > 0.

Тогда det( ˜̃A) > 0. Так как: ˜̃Ak,N0+1 = 0 при k = 1, N0, то det( ˜̃A) = ˜̃AN0+1,N0+1∆N0(
˜̃A). Тогда:

˜̃AN0+1,N0+1 =
det( ˜̃A)

∆N0(
˜̃A)
> 0.

Пусть: x ∈ L, x 6= θ. Обозначим, x̃ = [x](e′). Тогда: x̃ ∈ KN0+1, x̃ 6= θ̃. Следовательно:

A(x, x) = A
(

∑

k=1,N0+1

x̃ke′k,
∑

m=1,N0+1

x̃me′m

)

=

= A
(

∑

k=1,N0

x̃ke′k + x̃N0+1e′N0+1,
∑

m=1,N0

x̃me′m + x̃N0+1e′N0+1

)

=

= A
(

∑

k=1,N0

x̃ke′k,
∑

m=1,N0

x̃me′m

)

+ ˜̃AN0+1,N0+1

∣

∣x̃N0+1
∣

∣

2
> 0.

2. Обозначим: B(x, y) = −A(x, y) при x, y ∈ L. Тогда B — эрмитова полуторалинейная
форма в пространстве L. Обозначим, B̃ = [B](e). Тогда B̃ = −Ã.

Пусть A < 0. Тогда B > 0. Следовательно ∀k = 1, N
(

∆k(B̃) > 0
)

. Тогда:

sgn
(

∆k(Ã)
)

= sgn
(

∆k(−B̃)
)

= sgn
(

(−1)k∆k(B̃)
)

= (−1)k при k = 1, N .

Пусть ∀k = 1, N
(

sgn
(

∆k(Ã)
)

= (−1)k
)

. Тогда: ∆k(B̃) = ∆k(−Ã) = (−1)k∆k(Ã) > 0

при k = 1, N . Следовательно, B > 0. Тогда A < 0.
3. Так как A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L, то существуют

векторы e′1, . . . , e
′
N , удовлетворяющие условиям: e′ — базис пространства L, [A](e′) — диа-

гональная матрица. Обозначим, ˜̃A = [A](e′). Так как det(Ã) 6= 0, то det( ˜̃A) 6= 0. Так как
˜̃A — диагональная матрица, то: ˜̃A1,1 · · · ˜̃AN,N = det( ˜̃A) 6= 0. Тогда ∀k = 1, N( ˜̃Ak,k 6= 0).

Предположим, что ∀k = 1, N( ˜̃Ak,k > 0). Так как ˜̃A — диагональная матрица, то

A > 0 (что противоречит утверждению: ¬(A > 0)). Итак, ∃k = 1, N( ˜̃Ak,k 6 0). Так как

∀k = 1, N( ˜̃Ak,k 6= 0), то ∃k = 1, N( ˜̃Ak,k < 0).
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Предположим, что ∀k = 1, N( ˜̃Ak,k < 0). Так как ˜̃A — диагональная матрица, то A < 0

(что противоречит утверждению: ¬(A < 0)). Итак, ∃k = 1, N( ˜̃Ak,k > 0). Так как ∀k =

1, N( ˜̃Ak,k 6= 0), то ∃k = 1, N( ˜̃Ak,k > 0). Так как: ∃k = 1, N( ˜̃Ak,k < 0), ˜̃A — диагональная
матрица, то A — знакопеременная форма.
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Лекция 16. Линейные евклидовы и линейные псевдоев-

клидовы пространства

16.1. Линейные евклидовы пространства

Определение (линейное евклидово пространство). Пусть: K ∈ {C,R}; L — линейное про-
странство над полем K, F : L× L =⇒ K. Далее обычно будем писать «(x, y)» вме-
сто «F (x, y)».

Пусть:

1. (x, y) = (y, x) при x, y ∈ L;
2. (x, y1 + y2) = (x, y1) + (x, y2) при x, y1, y2 ∈ L;
3. (x, λy) = λ(x, y) при: λ ∈ K, x, y ∈ L;
4. (x, x) > 0 при: x ∈ L, x 6= θ.

Будем говорить, что: (L, F ) — линейное евклидово пространство над полем K; F —
скалярное произведение пространства (L, F ).

Замечание. Пусть K ∈ {C,R}.
Пусть (L, F ) — линейное евклидово пространство над полем K. Тогда: L — линейное

пространство над полем K, F — положительная эрмитова полуторалинейная форма в
пространстве L.

Пусть: L — линейное пространство над полем K, F — положительная эрмитова полу-
торалинейная форма в пространстве L. Тогда (L, F ) — линейное евклидово пространство
над полем K.

Утверждение (неравенство Коши–Буняковского). Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное
евклидово пространство над полем K.

1. Пусть: x, y ∈ H, x, y — линейно зависимые векторы. Тогда:

∣

∣(x, y)
∣

∣ =
√

(x, x)
√

(y, y).

2. Пусть: x, y ∈ H, x, y — линейно независимые векторы. Тогда:

∣

∣(x, y)
∣

∣ <
√

(x, x)
√

(y, y).

Доказательство.

1. Пусть x = θ. Тогда: (x, y) = 0, (x, x) = 0. Следовательно:
∣

∣(x, y)
∣

∣ = 0,
√

(x, x)
√

(y, y) = 0. Тогда
∣

∣(x, y)
∣

∣ =
√

(x, x)
√

(y, y).
Пусть x 6= θ. Тогда x — линейно независимый вектор. Так как x, y — линейно за-

висимые векторы, то существует число λ, удовлетворяющее условиям: λ ∈ K, y = λx.
Тогда:

∣

∣(x, y)
∣

∣ =
∣

∣(x, λx)
∣

∣ =
∣

∣λ(x, x)
∣

∣ = |λ| (x, x);
√

(x, x)
√

(y, y) =
√

(x, x)
√

(λx, λx) =
√

(x, x)

√

λλ(x, x) =
√

(x, x)

√

|λ|2 (x, x) =

=
√

(x, x)

√

|λ|2
√

(x, x) = |λ| (x, x).

Следовательно,
∣

∣(x, y)
∣

∣ =
√

(x, x)
√

(y, y).
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2. Так как x, y — линейно независимые векторы, то x, y 6= θ. Тогда (x, x), (y, y) > 0.
Пусть (x, y) = 0. Тогда:

∣

∣(x, y)
∣

∣ = 0,
√

(x, x)
√

(y, y) > 0. Следовательно,
∣

∣(x, y)
∣

∣ <
√

(x, x)
√

(y, y).

Пусть (x, y) 6= 0. Пусть t ∈ R. Обозначим, λ = (x,y)
|(x,y)|

t. Так как: x, y — линейно
независимые векторы, 1 6= 0, то: x+ λy = 1x+ λy 6= θ. Тогда:

(x+ λy, x+ λy) > 0,

(x, x) + (x, λy) + (λy, x) + (λy, λy) > 0,

(x, x) + λ(x, y) + λ(y, x) + λλ(y, y) > 0,

(x, x) + λ(x, y) + λ · (x, y) + λλ(y, y) > 0,

(x, x) + 2
∣

∣(x, y)
∣

∣t+ (y, y)t2 > 0.

Следовательно:

∀t ∈ R

(

(x, x) + 2
∣

∣(x, y)
∣

∣t+ (y, y)t2 > 0
)

.

Так как (y, y) > 0, то:

(

2
∣

∣(x, y)
∣

∣

)2

− 4(y, y)(x, x) < 0,
∣

∣(x, y)
∣

∣ <
√

(x, x)
√

(y, y).

Замечание (норма вектора). Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство
над полем K.

Пусть x ∈ H. Обозначим, ‖x‖ =
√

(x, x). Тогда ‖x‖ ∈ R. Будем говорить, что ‖x‖ —
норма вектора x.

Пусть x ∈ H. Очевидно: ‖x‖ =
√

(x, x) > 0, ‖x‖2 =
(

√

(x, x)
)2

= (x, x).

Докажем утверждения.
1. Пусть x, y ∈ H. Тогда ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖ (неравенство треугольника).
2. Пусть: λ ∈ K, x ∈ H. Тогда ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖.
3. Пусть: x ∈ H, x 6= θ. Тогда ‖x‖ > 0.
1. Очевидно:

‖x+ y‖ =
√

(x+ y, x+ y) =
√

(x, x) + (x, y) + (y, x) + (y, y) =

=

√

(x, x) + (x, y) + (x, y) + (y, y) =
√

(x, x) + 2Re
(

(x, y)
)

+ (y, y) 6

6

√

(x, x) + 2
∣

∣(x, y)
∣

∣+ (y, y) 6

√

(x, x) + 2
√

(x, x)
√

(y, y) + (y, y) =

=

√

‖x‖2 + 2 ‖x‖ · ‖y‖+ ‖y‖2 =
√

(

‖x‖+ ‖y‖
)2

= ‖x‖+ ‖y‖ .

2. Очевидно:

‖λx‖ =
√

(λx, λx) =

√

λλ(x, x) =

√

|λ|2 (x, x) =
√

|λ|2
√

(x, x) = |λ| · ‖x‖ .

3. Очевидно:

‖x‖ =
√

(x, x) > 0.
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Пусть x, y ∈ H. Обозначим, ρ(x, y) = ‖x− y‖. Тогда ρ(x, y) ∈ R. Будем говорить, что
ρ — метрика пространства H.

Справедливы утверждения.

1. Пусть x, y ∈ H. Тогда ρ(x, y) = ρ(y, x).
2. Пусть x, y, z ∈ H. Тогда ρ(x, z) 6 ρ(x, y) + ρ(y, z) (неравенство треугольника).
3. Пусть x, y ∈ H. Тогда ρ(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.

Пусть: x0 ∈ H, δ ∈ (0,+∞). Обозначим, Bδ(x0) =
{

x : x ∈ H ∧ ρ(x, x0) < δ
}

.

Будем говорить, что A — открытое множество в пространстве H, если: A ⊆ H, ∀x0 ∈
A∃δ ∈ (0,+∞)

(

Bδ(x0) ⊆ A
)

.

Обозначим через τH множество всех открытых множеств в пространстве H. Тогда
τH ⊆ P (H). Будем говорить, что τH — топология пространства H.

Справедливы утверждения.

1. Справедливы утверждения: ∅ ∈ τH , H ∈ τH (∅ — открытое множество, H — откры-
тое множество).

2. Пусть A, B ∈ τH . Тогда A ∩ B ∈ τH (пересечение двух открытых множеств есть
открытое множество).

3. Пусть µ ⊆ τH . Тогда ∪µ ∈ τH (объединение любого количества открытых множеств
есть открытое множество).

Замечание (угол между векторами). Пусть H — линейное евклидово пространство над
полем R.

Пусть: x, y ∈ H, x = θ ∨ y = θ. Обозначим, ϕ(x, y) = 0. Тогда ϕ(x, y) ∈ R. Будем
говорить, что ϕ(x, y) — угол между векторами x, y.

Пусть: x, y ∈ H, x 6= θ ∧ y 6= θ. Обозначим, ϕ(x, y) = arccos
(

(x,y)
‖x‖·‖y‖

)

. Тогда ϕ(x, y) ∈ R.

Будем говорить, что ϕ(x, y) — угол между векторами x, y.

Пусть x, y ∈ H. Очевидно, ϕ(x, y) ∈ [0, π].

Пусть x, y ∈ H. Очевидно, (x, y) = ‖x‖ · ‖y‖ cos
(

ϕ(x, y)
)

.

Замечание (ортогональность). Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство
над полем K.

1. Пусть x, y ∈ H. Будем писать x ⊥ y, если (x, y) = 0.
Пусть: x, y ∈ H; x ⊥ y. Тогда y ⊥ x.
Пусть: x, y1, y2 ∈ H; x ⊥ y1, x ⊥ y2. Тогда x ⊥ y1 + y2.
Пусть: λ ∈ K, x, y ∈ H; x ⊥ y. Тогда x ⊥ λy.

2. Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ H. Будем говорить, что x1, . . . , xr — ортогональная после-
довательность векторов, если: xk ⊥ xm при: k, m = 1, r, k 6= m.

Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ H. Будем говорить, что x1, . . . , xr — нормированная после-
довательность векторов, если: ‖xk‖ = 1 при k = 1, r.

Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ H. Будем говорить, что x1, . . . , xr — ортонормированная
последовательность векторов, если: xk ⊥ xm при: k, m = 1, r, k 6= m; ‖xk‖ = 1 при k = 1, r.

Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ H, x1, . . . , xr — ортогональные векторы, x1, . . . , xr 6= θ.
Докажем, что x1, . . . , xr — линейно независимые векторы.

Пусть: C1, . . . , Cr ∈ K,
∑

m=1,r

Cmxm = θ. Пусть k = 1, r. Так как xk 6= θ, то (xk, xk) 6= 0.

Тогда:

(

xk,
∑

m=1,r

Cmxm

)

= (xk, θ),
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∑

m=1,r

Cm(xk, xm) = 0,

Ck(xk, xk) = 0,

Ck = 0.

Следовательно, x1, . . . , xr — линейно независимые векторы.
3. Пусть: x ∈ H, Q ⊆ H. Будем писать x ⊥ Q, если ∀u ∈ Q(x ⊥ u).
4. Пусть Q1, Q2 ⊆ H. Будем писать Q1 ⊥ Q2, если ∀x1 ∈ Q1∀x2 ∈ Q2(x1 ⊥ x2).

Пусть: Q1, Q2 ⊆ H; Q1 ⊥ Q2. Тогда Q2 ⊥ Q1.
5. Пусть: r ∈ N, Q1, . . . , Qr ⊆ H. Будем говорить, что Q1, . . . , Qr — ортогональная

последовательность множеств, если: Qk ⊥ Qm при: k, m = 1, r, k 6= m.
Пусть: r ∈ N, Q1, . . . , Qr — подпространства пространства H, Q1, . . . , Qr — ортого-

нальные подпространства. Докажем, что Q1, . . . , Qr — линейно независимые под-

пространства.

Пусть: x1 ∈ Q1, . . . , xr ∈ Qr,
∑

m=1,r

xm = θ. Пусть k = 1, r. Тогда:

(

xk,
∑

m=1,r

xm

)

= (xk, θ),

∑

m=1,r

(xk, xm) = 0,

(xk, xk) = 0,

xk = θ.

Следовательно, Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства.

Определение (ортогональное дополнение). Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово
пространство над полем K; Q ⊆ H. Обозначим, Q⊥ = {x : x ∈ H ∧ x ⊥ Q}.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K.
1. Пусть Q ⊆ H. Тогда Q⊥ — подпространство пространства H.
2. Пусть: Q ⊆ H; Q0 ⊆ H, Q0 ⊥ Q. Тогда Q0 ⊆ Q⊥.
3. Пусть: Q ⊆ H; Q0 ⊆ Q⊥. Тогда: Q0 ⊆ H, Q0 ⊥ Q.
4. Пусть Q ⊆ H. Тогда Q ⊆ (Q⊥)⊥.
5. Пусть: Q ⊆ H; Q0 ⊆ H, Q0 ⊥ Q, Q0 +Q = H. Тогда Q0 = Q⊥.
6. Пусть: Q ⊆ H, Q+Q⊥ = H. Тогда Q = (Q⊥)⊥.

Доказательство.
1. Очевидно: Q⊥ ⊆ H, θ ∈ Q⊥.

Пусть: x1 ∈ Q⊥, x2 ∈ Q⊥. Тогда: x1 ∈ H, x1 ⊥ Q; x2 ∈ H, x2 ⊥ Q. Пусть u ∈ Q.
Тогда: x1 ∈ H, x1 ⊥ u; x2 ∈ H, x2 ⊥ u. Следовательно: x1 + x2 ∈ H, x1 + x2 ⊥ u. Тогда:
x1 + x2 ∈ H, x1 + x2 ⊥ Q. Следовательно, x1 + x2 ∈ Q⊥.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ Q⊥. Тогда: λ ∈ K, x ∈ H, x ⊥ Q. Пусть u ∈ Q. Тогда: λ ∈ K, x ∈ H,
x ⊥ u. Следовательно: λx ∈ H, λx ⊥ u. Тогда: λx ∈ H, λx ⊥ Q. Следовательно, λx ∈ Q⊥.
Итак, Q⊥ — подпространство пространства H.

2. Пусть x ∈ Q0. Так как: Q0 ⊆ H, Q0 ⊥ Q, то: ∀x ∈ Q0(x ∈ H), ∀x ∈ Q0∀u ∈ Q(x ⊥ u).
Тогда: x ∈ H, ∀u ∈ Q(x ⊥ u). Следовательно: x ∈ H, x ⊥ Q. Тогда x ∈ Q⊥. Следовательно,
∀x ∈ Q0(x ∈ Q⊥). Тогда Q0 ⊆ Q⊥.
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3. Пусть x ∈ Q0. Так как Q0 ⊆ Q⊥, то ∀x ∈ Q0(x ∈ Q⊥). Тогда x ∈ Q⊥. Следовательно:
x ∈ H, x ⊥ Q. Тогда: x ∈ H, ∀u ∈ Q(x ⊥ u). Следовательно: ∀x ∈ Q0(x ∈ H), ∀x ∈ Q0∀u ∈
Q(x ⊥ u). Тогда: Q0 ⊆ H, Q0 ⊥ Q.

4. Очевидно: Q ⊆ H; Q⊥ ⊆ Q⊥. Тогда: Q ⊆ H; Q⊥ ⊆ H, Q⊥ ⊥ Q. Следовательно:
Q⊥ ⊆ H; Q ⊆ H, Q ⊥ Q⊥. Тогда Q ⊆ (Q⊥)⊥.

5. Так как: Q ⊆ H; Q0 ⊆ H, Q0 ⊥ Q, то Q0 ⊆ Q⊥.
Пусть x ∈ Q⊥. Тогда: x ∈ H, x ⊥ Q. Так как: Q0 + Q = H, x ∈ H, то существуют

векторы x1, x2, удовлетворяющие условиям: x1 ∈ Q0, x2 ∈ Q, x1+x2 = x. Так как: Q0 ⊥ Q,
x1 ∈ Q0, x2 ∈ Q, то x1 ⊥ x2. Так как: x ⊥ Q, x2 ∈ Q, то x ⊥ x2. Тогда:

(x1 + x2, x2) = (x, x2),

(x1, x2) + (x2, x2) = (x, x2),

(x2, x2) = 0,

x2 = θ.

Следовательно: x = x1 + x2 = x1 ∈ Q0. Тогда Q⊥ ⊆ Q0. Итак, Q0 = Q⊥.
6. Очевидно: Q ⊆ H; Q⊥ ⊆ Q⊥, Q + Q⊥ = H. Тогда: Q ⊆ H; Q⊥ ⊆ H, Q⊥ ⊥ Q,

Q+Q⊥ = H. Следовательно: Q⊥ ⊆ H; Q ⊆ H, Q ⊥ Q⊥, Q+Q⊥ = H. Тогда Q = (Q⊥)⊥.

Определение (ортогональная проекция). Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово про-
странство над полем K.

1. Пусть: Q — подпространство пространства H, x ∈ H. Будем говорить, что x′ —
ортогональная проекция вектора x на подпространство Q, если: x′ ∈ Q, x− x′ ⊥ Q.

2. Пусть: Q — подпространство пространства H, x ∈ H. Будем говорить, что x′′ —
перпендикуляр вектора x к подпространству Q, если: x′′ ∈ H, x′′ ⊥ Q, x− x′′ ∈ Q.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K.
1. Пусть: Q — подпространство пространства H, x ∈ H, x′ — ортогональная про-

екция вектора x на подпространство Q, x′′ — ортогональная проекция вектора x на
подпространство Q. Тогда x′ = x′′.

2. Пусть: Q — подпространство пространства H, x1 ∈ H, x′1 — ортогональная проек-
ция вектора x1 на подпространство Q, x2 ∈ H, x′2 — ортогональная проекция вектора x2
на подпространство Q. Тогда x′1 + x′2 — ортогональная проекция вектора x1 + x2 на под-
пространство Q.

3. Пусть: Q — подпространство пространства H, λ ∈ K, x ∈ H, x′ — ортогональ-
ная проекция вектора x на подпространство Q. Тогда λx′ — ортогональная проекция
вектора λx на подпространство Q.

4. Пусть: Q — подпространство пространства H, x ∈ Q. Тогда x — ортогональная
проекция вектора x на подпространство Q.

5. Пусть: Q — подпространство пространства H, x ∈ H, x ⊥ Q. Тогда θ — ортого-
нальная проекция вектора x на подпространство Q.

6. Пусть: r ∈ N, Q1, . . . , Qr — ортогональные подпространства пространства H, x1 ∈
Q1, . . . , xr ∈ Qr, x = x1 + · · ·+ xr. Тогда:

∀k = 1, r(xk — ортогональная проекция вектора x на подпространство Qk).

7. Пусть: Q — подпространство пространства H, x ∈ H, x′ — ортогональная проек-
ция вектора x на подпространство Q. Тогда x−x′ — ортогональная проекция вектора x
на подпространство Q⊥.
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Замечание (ортогональная проекция). Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово про-
странство над полем K.

1. Пусть: Q — подпространство пространства H, x ∈ H. Будем говорить, что x1 —
ортогональная проекция вектора x на подпространство Q, если: x1 ∈ Q, x− x1 ⊥ Q.

Пусть: Q — подпространство пространства H, x ∈ H. Пусть x1 — ортогональная
проекция вектора x на подпространство Q. Будем говорить, что x− x1 — перпендикуляр
вектора x к подпространству Q.

Пусть: Q — подпространство пространства H, x ∈ H, x′1, x
′′
1 — ортогональные проек-

ции вектора x на подпространство Q. Тогда: x′1, x
′′
1 ∈ Q, x−x′1, x−x′′1 ∈ Q⊥. Следовательно:

(x′1 − x′′1, x
′
1 − x′′1) =

(

x′1 − x′′1, (x− x′′1)− (x− x′1)
)

= 0.

Тогда x′1 − x′′1 = θ. Следовательно, x′1 = x′′1.
Пусть: Q — подпространство пространства H, x ∈ H, x1 — ортогональная проекция

вектора x на подпространство Q, y ∈ H, y1 — ортогональная проекция вектора y на
подпространство Q. Тогда: x1, y1 ∈ Q, x − x1, y − y1 ∈ Q⊥. Следовательно: x1 + y1 ∈ Q,
(x + y) − (x1 + y1) = (x − x1) + (y − y1) ∈ Q⊥. Тогда x1 + y1 — ортогональная проекция
вектора x+ y на подпространство Q.

Пусть: Q — подпространство пространства H, λ ∈ K, x ∈ H, x1 — ортогональная про-
екция вектора x на подпространство Q. Тогда: λ ∈ K, x1 ∈ Q, x−x1 ∈ Q⊥. Следовательно:
λx ∈ Q, λx − λx1 = λ(x − x1) ∈ Q⊥. Тогда λx1 — ортогональная проекция вектора λx на
подпространство Q.

Пусть: Q — подпространство пространства H, x ∈ Q. Тогда: x ∈ Q, x − x = θ ⊥ Q.
Следовательно, x — ортогональная проекция вектора x на подпространство Q.

Пусть: Q — подпространство пространства H, x ∈ H, x ⊥ Q. Тогда: θ ∈ Q, x − θ =
x ⊥ Q. Следовательно, θ — ортогональная проекция вектора x на подпространство Q.

Пусть: Q — подпространство пространства H, x ∈ H, θ — ортогональная проекция
вектора x на подпространство Q. Тогда: x = x− θ ⊥ Q.

Пусть: r ∈ N, Q1, . . . , Qr — ортогональные подпространства пространства H; x1 ∈
Q1, . . . , xr ∈ Qr, x = x1 + · · · + xr. Докажем, что xk — ортогональная проекция

вектора x на подпространство Qk при k = 1, r.
Пусть k = 1, r. Пусть r = 1. Тогда k = 1. Очевидно: x1 ∈ Q1, x = x1. Тогда x1 —

ортогональная проекция вектора x на подпространство Q1.
Пусть r 6= 1. Тогда r > 2. Очевидно: xk ∈ Qk, x− xk =

∑

m=1,r,m 6=k

xm ∈ Q⊥
k . Тогда xk —

ортогональная проекция вектора x на подпространство Qk.
Пусть: Q — подпространство пространства H, x ∈ H, x1 — ортогональная проекция

вектора x на подпространство Q. Тогда: x1 ∈ Q, x−x1 ∈ Q⊥. Следовательно: x−x1 ∈ Q⊥,
x − (x − x1) = x1 ∈ Q ⊆ (Q⊥)⊥. Тогда x − x1 — ортогональная проекция вектора x на
подпространство Q⊥.

2. Пусть Q — подпространство пространства H. Будем говорить, что подпростран-
ство Q допускает ортогональное проектирование, если для любого вектора x ∈ H су-
ществует вектор x1, удовлетворяющий условию: x1 — ортогональная проекция вектора x
на подпространство Q.

Пусть:Q— подпространство пространстваH,Q допускает ортогональное проектиро-
вание. Пусть x ∈ H. Пусть x1 — ортогональная проекция вектора x на подпространство Q.
Обозначим, PQ(x) = x1. Очевидно, PQ : H =⇒ Q. Будем говорить, что PQ — оператор
ортогонального проектирования на подпространство Q.

Очевидно: PQ ∈ Lin(H,H), R(PQ) ⊆ Q, ker(PQ) = Q⊥, PQx = x при x ∈ Q.
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Пусть x ∈ H. Тогда: (PQPQ)x = PQ

(

PQx
)

= PQx. Следовательно, PQPQ = PQ. Пусть
x ∈ Q. Тогда: x ∈ H, x = PQx. Следовательно, x ∈ R(PQ). Тогда Q ⊆ R(PQ). Так как
R(PQ) ⊆ Q, то R(PQ) = Q. Итак: PQ ∈ Lin(H,H), R(PQ) = Q, ker(PQ) = Q⊥, PQPQ = PQ,
PQx = x при x ∈ Q.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K;
r ∈ N, Q1, . . . , Qr — ортогональные подпространства пространства H.

1. Пусть Q1 + · · · + Qr = H. Тогда: Q1, . . . , Qr допускают ортогональное проектиро-
вание, PQ1 + · · ·+ PQr

= I.
2. Пусть: Q1, . . . , Qr допускают ортогональное проектирование, PQ1 + · · · + PQr

= I.
Тогда Q1 + · · ·+Qr = H.

Доказательство.
1. Пусть k = 1, r. Пусть x ∈ H. Так как Q1 + · · · + Qr = H, то существуют векторы

x1, . . . , xr, удовлетворяющие условиям: x1 ∈ Q1, . . . , xr ∈ Qr, x = x1 + · · · + xr. Тогда xk —
ортогональная проекция вектора x на подпространство Qk. В силу произвольности выбора
вектора x ∈ H получаем, что подпространство Qk допускает ортогональное проектирова-
ние.

Пусть x ∈ H. Так как Q1 + · · ·+Qr = H, то существуют векторы x1, . . . , xr, удовле-
творяющие условиям: x1 ∈ Q1, . . . , xr ∈ Qr, x = x1 + · · · + xr. Пусть k = 1, r. Тогда xk —
ортогональная проекция вектора x на подпространство Qk. Следовательно, PQk

(x) = xk.
Тогда:

(

r
∑

k=1

PQk

)

(x) =
r
∑

k=1

PQk
(x) =

r
∑

k=1

xk = x = I(x).

Следовательно, PQ1 + · · ·+ PQr
= I.

2. Пусть x ∈ H. Тогда:

x = I(x) =
(

r
∑

k=1

PQk

)

(x) =
r
∑

k=1

PQk
(x) ∈

r
∑

k=1

Qk.

Следовательно, H ⊆ Q1+· · ·+Qr. Очевидно, Q1+· · ·+Qr ⊆ H. Тогда Q1+· · ·+Qr = H.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K;
Q — подпространство пространства H, Q допускает ортогональное проектирование.
Тогда: Q⊥ допускает ортогональное проектирование, PQ + PQ⊥ = I, Q + Q⊥ = H, Q =
(Q⊥)⊥.

Доказательство. Пусть x ∈ H. Тогда PQ(x) — ортогональная проекция вектора x на
подпространство Q. Следовательно, x − PQ(x) — ортогональная проекция вектора x на
подпространство Q⊥. В силу произвольности выбора вектора x ∈ H получаем, что под-
пространство Q⊥ допускает ортогональное проектирование.

Пусть x ∈ H. Тогда PQ(x) — ортогональная проекция вектора x на подпространство Q.
Следовательно, x − PQ(x) — ортогональная проекция вектора x на подпространство Q⊥.
Тогда PQ⊥(x) = x−PQ(x). Следовательно, PQ(x)+PQ⊥(x) = x. Тогда PQ(x)+PQ⊥(x) = I(x).
Следовательно, PQ + PQ⊥ = I. Тогда Q+Q⊥ = H. Следовательно, Q = (Q⊥)⊥.

Замечание (метрические тензоры линейного унитарного пространства). Пусть K ∈ {C,R}.
Пусть: (L, F ) — линейное евклидово пространство над полем K, N ∈ N, dim

(

(L, F )
)

= N .
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Тогда: L — линейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N , F — скалярное
произведение в пространстве L. Следовательно: L — линейное пространство над полем K,
N ∈ N, dim(L) = N , F — положительная эрмитова полуторалинейная форма в простран-
стве L. Так как F — положительная эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L,
то F — положительная эрмитова полуторалинейная форма в пространстве (L, F ).

1. Пусть e — базис пространства (L, F ). Обозначим: gk,m(e) = (ek, em) при k, m = 1, N .
Тогда: gk,m(e) = F (ek, em) = [F ]k,m(e) при k, m = 1, N . Следовательно, g(e) = [F ](e).
Так как F — положительная эрмитова полуторалинейная форма в пространстве (L, F ),
то: g(e) ∈ KN×N , g(e) — эрмитова матрица, (x, y) = gk,m(e)[x]k(e)[y]

m(e) при x, y ∈ L;
∆k

(

g(e)
)

∈ (0,+∞) при k = 1, N . Пусть k = 1, N . Так как ek 6= θ, то:

gk,k(e) = (ek, ek) ∈ (0,+∞);

gk,k(e) = (ek, ek) = ‖ek‖2 .

Пусть e, e′ — базисы пространства (L, F ). Так как F — полуторалинейная фор-

ма в пространстве (L, F ), то: gk′,m′(e′) = gk,m(e)αk
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′) при k′, m′ = 1, N ;

g(e′) = α(e, e′)T g(e)α(e, e′). Будем говорить, что g — ковариантный метрический тензор
пространства (L, F ).

Пусть e — базис пространства (L, F ). Пусть e — ортогональный базис. Тогда g(e) —
диагональная матрица. Пусть g(e) — диагональная матрица. Тогда e — ортогональный
базис. Пусть e — ортонормированный базис. Тогда g(e) = Ĩ. Пусть g(e) = Ĩ. Тогда e —
ортонормированный базис.

Пусть e, e′ — ортонормированные базисы пространства (L, F ). Тогда:

g(e′) = α(e, e′)Tg(e)α(e, e′),

Ĩ = α(e, e′)T Ĩα(e, e′),

Ĩ = α(e, e′)Tα(e, e′).

Следовательно: det
(

α(e, e′)
)

6= 0, α(e, e′)−1 = α(e, e′)T . Тогда α(e, e′)α(e, e′)T = Ĩ. Следова-
тельно, α(e, e′) — унитарная матрица.

Пусть: e — ортонормированный базис пространства (L, F ), e′1, . . . , e
′
N ∈ L, α(e, e′) —

унитарная матрица. Тогда: e— ортонормированный базис пространства (L, F ), e′1, . . . , e
′
N ∈

L, α(e, e′)α(e, e′)T = Ĩ. Следовательно: e — ортонормированный базис пространства (L, F ),
e′1, . . . , e

′
N ∈ L, det

(

α(e, e′)
)

6= 0, α(e, e′)−1 = α(e, e′)T . Тогда: e′ — базис пространства (L, F ),

g(e′) = α(e, e′)Tg(e)α(e, e′) = α(e, e′)T Ĩα(e, e′) = α(e, e′)Tα(e, e′) = Ĩ .

Следовательно, e′ — ортонормированный базис пространства (L, F ).
Так как F — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве (L, F ), то, согласно

теореме Лагранжа, существуют векторы e1, . . . , eN , удовлетворяющие условиям: e — ба-
зис пространства (L, F ), g(e) — диагональная матрица. Тогда e — ортогональный базис
пространства (L, F ). Обозначим: e′k =

1
‖ek‖

ek при k = 1, N . Тогда e′ — ортонормированный

базис пространства (L, F ).
Пусть: e — базис пространства (L, F ), x, y ∈ L. Пусть e — ортогональный базис.

Тогда:

(x, y) =
∑

k,m=1,N

gk,m(e)[x]k(e)[y]
m(e) =

∑

k=1,N

gk,k(e)[x]k(e)[y]
k(e) =

∑

k=1,N

(ek, ek)[x]k(e)[y]
k(e) =
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=
∑

k=1,N

‖ek‖2 [x]k(e)[y]k(e).

Пусть e — ортонормированный базис. Тогда:

(x, y) =
∑

k,m=1,N

gk,m(e)[x]k(e)[y]
m(e) =

∑

k,m=1,N

δkm[x]
k(e)[y]m(e) =

∑

k=1,N

[x]k(e)[y]k(e).

2. Пусть e — базис пространства (L, F ). Обозначим: gk,m(e) =
(

g(e)−1
)k,m

при k, m =

1, N . Так как: g(e) ∈ KN×N , g(e) — эрмитова матрица, det
(

g(e)
)

∈ (0,+∞), то: g(e)−1 ∈
KN×N , g(e)−1 — эрмитова матрица, det

(

g(e)−1
)

∈ (0,+∞).
Пусть e, e′ — базисы пространства (L, F ). Тогда:

g(e′)−1 =
(

α(e, e′)Tg(e)α(e, e′)
)−1

= α(e, e′)−1g(e)−1
(

α(e, e′)T
)−1

=

= α(e, e′)−1g(e)−1
(

α(e, e′)−1
)T

= α(e′, e)g(e)−1α(e′, e)T .

Следовательно: gk
′,m′

(e′) = gk,m(e)αk′

k (e
′, e)αm′

m (e′, e) при k′, m′ = 1, N . Будем говорить, что
{

g(e)−1
}

e
— контравариантный метрический тензор пространства (L, F ).

Пусть e— базис пространства (L, F ). Пусть e— ортогональный базис. Тогда: g(e)−1 —
диагональная матрица, gk,k(e) = 1

gk,k(e)
= 1

(ek,ek)
= 1

‖ek‖
2 при k = 1, N . Пусть g(e)−1 —

диагональная матрица. Тогда e — ортогональный базис. Пусть e — ортонормированный
базис. Тогда g(e)−1 = Ĩ. Пусть: g(e)−1 = Ĩ. Тогда e — ортонормированный базис.

Пусть: e — базис пространства (L, F ), x ∈ L. Пусть: k, m = 1, N . Тогда:

(em, x) =
(

em, [x]
n(e)en

)

= [x]n(e)(em, en) = gm,n(e)[x]
n(e);

gk,m(e)gm,n(e)[x]
n(e) = gk,m(e)(em, x),

δkn[x]
n(e) = gk,m(e)(em, x),

[x]k(e) = gk,m(e)(em, x);

x = [x]k(e)ek = gk,m(e)(em, x)ek.

Итак:

[x]k(e) = gk,m(e)(em, x), k = 1, N ;

x = gk,m(e)(em, x)ek.

Пусть e — ортогональный базис. Тогда:

[x]k(e) =
∑

m=1,N

gk,m(e)(em, x) =
(ek, x)

gk,k(e)
=

(ek, x)

(ek, ek)
=

(ek, x)

‖ek‖2
, k = 1, N ;

x =
∑

k,m=1,N

gk,m(e)(em, x)ek =
∑

k=1,N

(ek, x)

gk,k(e)
ek =

∑

k=1,N

(ek, x)

(ek, ek)
ek =

∑

k=1,N

(ek, x)

‖ek‖2
ek.

Пусть e — ортонормированный базис. Тогда:

[x]k(e) =
∑

m=1,N

gk,m(e)(em, x) =
∑

m=1,N

δkm(em, x) = (ek, x), k = 1, N ;

x =
∑

k,m=1,N

gk,m(e)(em, x)ek =
∑

k,m=1,N

δkm(em, x)ek =
∑

k=1,N

(ek, x)ek.
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Замечание (оператор ортогонального проектирования на простейшие подпространства).
Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K.

Очевидно: {θ} — допускает ортогональное проектирование, P{θ} = Θ.
Очевидно: H — допускает ортогональное проектирование, PH = I.

Утверждение (оператор ортогонального проектирования на подпространство натураль-
ной размерности). Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над по-
лем K; Q — подпространство пространства H, N1 ∈ N, dim(Q) = N1, G — ковариант-
ный метрический тензор подпространства Q, e — базис подпространства Q. Тогда: Q
допускает ортогональное проектирование, PQx = Gα,β(eβ, x)eα при x ∈ H.

Доказательство. Пусть x ∈ H. Обозначим, x1 = Gα,β(eβ, x)eα. Тогда x1 ∈ Q. Пусть γ =
1, N1. Тогда:

(eγ, x− x1) = (eγ, x)− (eγ, x1) = (eγ, x)−
(

eγ, G
α,β(eβ, x)eα

)

= (eγ, x)−Gα,β(eβ, x)(eγ, eα) =

= (eγ, x)−Gγ,αG
α,β(eβ, x) = (eγ, x)− δβγ (eβ, x) = (eγ, x)− (eγ, x) = 0.

Следовательно: x−x1 ⊥ L(e1, . . . , eN1) = Q. Итак, x1 — ортогональная проекция вектора x
на подпространство Q.

Пусть x ∈ H. Тогда Gα,β(eβ, x)eα — ортогональная проекция вектора x на подпростран-
ство Q. В силу произвольности выбора вектора x ∈ H получаем, что подпространство Q
допускает ортогональное проектирование.

Пусть x ∈ H. Тогда Gα,β(eβ, x)eα — ортогональная проекция вектора x на подпростран-
ство Q. Следовательно, PQx = Gα,β(eβ, x)eα.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K; Q —
подпространство пространства H, N1 ∈ N, dim(Q) = N1, G — ковариантный метрический
тензор подпространства Q.

Пусть: e — базис подпространства Q, x ∈ H. Пусть e — ортогональный базис. Тогда:

PQx =
∑

α,β=1,N1

Gα,β(eβ, x)eα =
∑

α=1,N1

(eα, x)

Gα,α(e)
eα =

∑

α=1,N1

(eα, x)

(eα, eα)
eα =

∑

α=1,N1

(eα, x)

‖eα‖2
eα.

Пусть e — ортонормированный базис. Тогда:

PQx =
∑

α,β=1,N1

Gα,β(eβ, x)eα =
∑

α,β=1,N1

δαβ (eβ, x)eα =
∑

α=1,N1

(eα, x)eα.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K; Q —
подпространство пространства H, dim(Q) 6= +∞. Тогда: подпространство Q допускает
ортогональное проектирование, подпространство Q⊥ допускает ортогональное проектиро-
вание, PQ + PQ⊥ = I, Q+Q⊥ = H, Q = (Q⊥)⊥.

Теорема (процесс ортогонализации Грама–Шмидта). Пусть: K ∈ {C,R}; H — линей-
ное евклидово пространство над полем K; r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ H, x1, . . . , xr — линейно
независимые векторы, λ1, . . . , λr ∈ K, λ1, . . . , λr 6= 0.

Существуют векторы y1, . . . , yr, удовлетворяющие условиям: (y1, . . . , yk) — ортого-

нальный базис подпространства L(x1, . . . , xk) при k = 1, r; y1 = λ1x1, yk = λk

(

xk −
∑

m=1,k−1

(ym,xk)
(ym,ym)

ym

)

при k = 2, r.
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Доказательство. Пусть r = 1. Обозначим, y1 = λ1x1. Очевидно, y1 — искомая последова-
тельность векторов.

Пусть: r0 ∈ N, утверждение справедливо при r = r0. Пусть r = r0 + 1. Так как
утверждение справедливо при r = r0, то существуют векторы y1, . . . , yr0 , удовлетворя-
ющие условиям: (y1, . . . , yk) — ортогональный базис подпространства L(x1, . . . , xk) при

k = 1, r0; y1 = λ1x1, yk = λk

(

xk − ∑

m=1,k−1

(ym,xk)
(ym,ym)

ym

)

при k = 2, r0. Обозначим, yr0+1 =

λr0+1

(

xr0+1−
∑

m=1,r0

(ym,xr0+1)

(ym,ym)
ym

)

. Докажем, что (y1, . . . , yr0+1) — ортогональный базис

подпространства L(x1, . . . , xr0+1). Так как (y1, . . . , yr0) — ортогональный базис подпро-
странства L(x1, . . . , xr0), то: y1, . . . , yr0 ∈ L(x1, . . . , xr0), y1, . . . , yr0 — ортогональные векто-
ры, y1, . . . , yr0 6= θ.

Очевидно: y1, . . . , yr0 ∈ L(x1, . . . , xr0) ⊆ L(x1, . . . , xr0+1). Так как xr0+1 ∈ L(x1, . . . , xr0+1),
то yr0+1 ∈ L(x1, . . . , xr0+1).

Пусть k = 1, r0. Так как y1, . . . , yr0 — ортогональные векторы, то:

(yk, yr0+1) =

(

yk, λr0+1

(

xr0+1 −
∑

m=1,r0

(ym, xr0+1)

(ym, ym)
ym

)

)

=

= λr0+1

(

(yk, xr0+1)−
∑

m=1,r0

(ym, xr0+1)

(ym, ym)
(yk, ym)

)

= λr0+1

(

(yk, xr0+1)− (yk, xr0+1)
)

= 0.

Тогда yk ⊥ yr0+1. Так как y1, . . . , yr0 — ортогональные векторы, то y1, . . . , yr0+1 — ортого-
нальные векторы.

Предположим, что yr0+1 = θ. Так как: λr0+1 6= 0, y1, . . . , yr0 ∈ L(x1, . . . , xr0), то:

λr0+1

(

xr0+1 −
∑

m=1,r0

(ym, xr0+1)

(ym, ym)
ym

)

= θ,

xr0+1 −
∑

m=1,r0

(ym, xr0+1)

(ym, ym)
ym = θ,

xr0+1 =
∑

m=1,r0

(ym, xr0+1)

(ym, ym)
ym,

xr0+1 ∈ L(x1, . . . , xr0).

Тогда x1, . . . , xr0+1 — линейно зависимые векторы (что противоречит условию). Итак,
yr0+1 6= θ.

Очевидно: y1, . . . , yr0+1 ∈ L(x1, . . . , xr0+1), y1, . . . , yr0+1 — ортогональные векто-
ры, y1, . . . , yr0+1 6= θ. Так как x1, . . . , xr0+1 — линейно независимые векторы, то:
dim

(

L(x1, . . . , xr0+1)
)

= rank
(

{x1, . . . , xr0+1}
)

= r0 + 1. Тогда (y1, . . . , yr0+1) — ортогональ-
ный базис подпространства L(x1, . . . , xr0+1). Очевидно, y1, . . . , yr0+1 — искомая последова-
тельность векторов.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над по-
лем K; r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ H, x1, . . . , xr — линейно независимые векторы, λ1, . . . , λr ∈ K,
λ1, . . . , λr 6= 0.

Пусть: y1, . . . , yr ∈ H, y1, . . . , yr 6= θ, y1 = λ1x1, yk = λk

(

xk − ∑

m=1,k−1

(ym,xk)
(ym,ym)

ym

)

при

k = 2, r.
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Пусть: z1, . . . , zr ∈ H, z1, . . . , zr 6= θ, z1 = λ1x1, zk = λk

(

xk −
∑

m=1,k−1

(zm,xk)
(zm,zm)

zm

)

при

k = 2, r. Тогда: y1 = z1, . . . , yr = zr.

16.2. Линейные псевдоевклидовы пространства (линейные псевдо-
унитарные пространства)

Определение (линейное псевдоунитарное пространство). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линей-
ное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N . Пусть F — эрмитова полуторалиней-
ная форма в пространстве L, det

(

[F ](e)
)

6= 0 при: e — базис пространства L.

Будем говорить, что F — псевдоскалярное произведение в пространстве L. Будем го-
ворить, что: (L, F ) — линейное псевдоунитарное пространство над полем K; F — псев-
доскалярное произведение пространства (L, F ). Далее обычно будем писать «(x, y)» вме-
сто «F (x, y)».

Определение (линейное псевдоевклидово пространство). Пусть: K ∈ {R,Q}; L — линейное
пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N . Пусть F — симметричная билинейная
форма в пространстве L, det

(

[F ](e)
)

6= 0 при: e — базис пространства L.

Будем говорить, что F — псевдоскалярное произведение в пространстве L. Будем го-
ворить, что: (L, F ) — линейное псевдоевклидово пространство над полем K; F — псев-
доскалярное произведение пространства (L, F ). Далее обычно будем писать «(x, y)» вме-
сто «F (x, y)».

Замечание (псевдоортогональность). Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное псевдоунитарное
пространство над полем K, N ∈ N, dim(H) = N .

1. Пусть x ∈ H. Будем говорить, что x — изотропный вектор, если (x, x) = 0. Будем
говорить, что x — неизотропный вектор, если (x, x) 6= 0.

2. Пусть Q ⊆ H. Будем говорить, что Q — изотропное множество, если ∀x
(

x ∈ Q∧ x 6=
θ =⇒ (x, x) = 0

)

. Будем говорить, что Q — неизотропное множество, если ∀x
(

x ∈ Q∧x 6=
θ =⇒ (x, x) 6= 0

)

.
3. Пусть x, y ∈ H. Будем писать x ⊥ y, если (x, y) = 0.

Пусть: x, y ∈ H, x ⊥ y. Тогда (x, y) = 0. Следовательно: (y, x) = (x, y) = 0 = 0. Тогда
y ⊥ x.

Пусть: x, y1, y2 ∈ H, x ⊥ y1, x ⊥ y2. Тогда: (x, y1) = 0, (x, y2) = 0. Следовательно:
(x, y1 + y2) = (x, y1) + (x, y2) = 0. Тогда x ⊥ (y1 + y2).

Пусть: λ ∈ K, x, y ∈ H, x ⊥ y. Тогда (x, y) = 0. Следовательно: (x, λy) = λ(x, y) = 0.
Тогда x ⊥ λy.

Пусть: x1, x2, y ∈ H, x1, x2 ⊥ y. Очевидно, (x1 + x2) ⊥ y.
Пусть: λ ∈ K, x, y ∈ H, x ⊥ y. Очевидно, λx ⊥ y.

4. Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ H. Будем говорить, что x1, . . . , xr — псевдоортогональная
последовательность векторов, если: xk ⊥ xm при: k, m = 1, r, k 6= m. Будем говорить, что
x1, . . . , xr — нормированная последовательность векторов, если: (xk, xk) = ±1 при k = 1, r.
Будем говорить, что x1, . . . , xr — псевдоортонормированная последовательность векторов,
если: xk ⊥ xm при: k, m = 1, r, k 6= m; (xk, xk) = ±1 при k = 1, r.

Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr — псевдоортогональные векторы пространстваH, x1, . . . , xr —
неизотропные векторы. Докажем, что x1, . . . , xr — линейно независимые векторы.
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Пусть: C1, . . . , Cr ∈ K,
∑

m=1,r

Cmxm = θ. Пусть k = 1, r. Тогда:

(

xk,
∑

m=1,r

Cmxm

)

= (xk, θ),

∑

m=1,r

Cm(xk, xm) = 0,

Ck(xk, xk) = 0.

Так как xk — неизотропный вектор, то (xk, xk) 6= 0. Тогда Ck = 0. Итак, x1, . . . , xr —
линейно независимые векторы.

5. Пусть: x ∈ H, Q ⊆ H. Будем писать x ⊥ Q, если ∀u ∈ Q(x ⊥ u).
Пусть: x ∈ H, Q ⊆ H. Будем писать Q ⊥ x, если ∀u ∈ Q(u ⊥ x).
Пусть: x ∈ H, Q ⊆ H, x ⊥ Q. Очевидно, Q ⊥ x.
Пусть: x ∈ H, Q ⊆ H, Q ⊥ x. Очевидно, x ⊥ Q.

6. Пусть Q1, Q2 ⊆ H. Будем писать Q1 ⊥ Q2, если ∀x1 ∈ Q1∀x2 ∈ Q2(x1 ⊥ x2).
Пусть: Q1, Q2 ⊆ H, Q1 ⊥ Q2. Очевидно, Q2 ⊥ Q1.

7. Пусть: r ∈ N,Q1, . . . , Qr ⊆ H. Будем говорить, что Q1, . . . , Qr — псевдоортогональная
последовательность множеств, если: Qk ⊥ Qm при: k, m = 1, r, k 6= m.

Пусть: r ∈ N, Q1, . . . , Qr — псевдоортогональные подпространства пространства H,
Q1, . . . , Qr — неизотропные подпространства. Докажем, что Q1, . . . , Qr — линейно

независимые подпространства.

Пусть: x1 ∈ Q1, . . . , xr ∈ Qr,
∑

m=1,r

xm = θ. Пусть k = 1, r. Тогда:

(

xk,
∑

m=1,r

xm

)

= (xk, θ),

∑

m=1,r

(xk, xm) = 0,

(xk, xk) = 0,

xk = θ.

Итак, Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства.

Замечание (псевдоортогональное дополнение). Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное псевдо-
унитарное пространство над полем K, N ∈ N, dim(H) = N .

Пусть Q ⊆ H. Обозначим, Q⊥ = {x : x ∈ H ∧ x ⊥ Q}. Будем говорить, что Q⊥ —
псевдоортогональное дополнение множества Q.

Пусть Q ⊆ H. Докажем, что Q⊥ — подпространство пространства H.

Очевидно: Q⊥ ⊆ H, θ ∈ Q⊥. Пусть x1, x2 ∈ Q⊥. Тогда: x1, x2 ∈ H, x1, x2 ⊥ Q. Пусть
u ∈ Q. Тогда: x1, x2 ∈ H, x1, x2 ⊥ u. Следовательно: x1 + x2 ∈ H, x1 + x2 ⊥ u. Тогда:
x1 + x2 ∈ H, x1 + x2 ⊥ Q. Следовательно, x1 + x2 ∈ Q⊥.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ Q⊥. Тогда: λ ∈ K, x ∈ H, x ⊥ Q. Пусть u ∈ Q. Тогда: λ ∈ K, x ∈ H,
x ⊥ u. Следовательно: λx ∈ H, λx ⊥ u. Тогда: λx ∈ H, λx ⊥ Q. Следовательно, λx ∈ Q⊥.
Итак, Q⊥ — подпространство пространства H.

Пусть: Q1, Q2 ⊆ H, Q1 ⊥ Q2. Очевидно, Q1 ⊆ Q⊥
2 .

Пусть Q ⊆ H. Очевидно, Q⊥ ⊥ Q.
Пусть Q ⊆ H. Тогда Q⊥ ⊥ Q. Следовательно, Q ⊥ Q⊥. Тогда Q ⊆ (Q⊥)⊥.
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Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное псевдоунитарное пространство над
полем K, N ∈ N, dim(H) = N ; Q1, Q2 ⊆ H, Q1 ⊥ Q2, Q1 + Q2 = H, Q2 — неизотропное
множество. Тогда Q1 = Q⊥

2 .

Доказательство. Так как Q1 ⊥ Q2, то Q1 ⊆ Q⊥
2 .

Пусть x ∈ Q⊥
2 . Тогда: x ∈ H, x ⊥ Q2. Так как: x ∈ H, Q1 + Q2 = H, то существуют

векторы x1, x2, удовлетворяющие условиям: x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x = x1+x2. Так как: x ⊥ Q2,
x2 ∈ Q2, то (x, x2) = 0. Так как: x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, Q1 ⊥ Q2, то (x1, x2) = 0. Тогда:

(x, x2) = 0,

(x1 + x2, x2) = 0,

(x1, x2) + (x2, x2) = 0,

(x2, x2) = 0,

x2 = θ.

Следовательно: x = x1 + x2 = x1 ∈ Q1. Тогда Q⊥
2 ⊆ Q1. Так как Q1 ⊆ Q⊥

2 , то Q1 = Q⊥
2 .

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное псевдоунитарное пространство над полем K,
N ∈ N, dim(H) = N ; Q ⊆ H, Q+Q⊥ = H, Q⊥ — неизотропное множество. Тогда: Q⊥ ⊥ Q,
Q+Q⊥ = H, Q⊥ — неизотропное множество. Следовательно: Q ⊥ Q⊥, Q+Q⊥ = H, Q⊥ —
неизотропное множество. Тогда Q = (Q⊥)⊥.

Замечание (метрические тензоры линейного псевдоунитарного пространства). Пусть K ∈
{C,R}. Пусть: (L, F ) — линейное псевдоунитарное пространство над полем K, N ∈ N,
dim

(

(L, F )
)

= N . Тогда: L — линейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) =
N , F — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L, det

(

[F ](e)
)

6= 0 при: e —
базис пространства L. Так как: F — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L,
det
(

[F ](e)
)

6= 0 при: e — базис пространства L, то: F — эрмитова полуторалинейная форма
в пространстве (L, F ), det

(

[F ](e)
)

6= 0 при: e — базис пространства (L, F ).

1. Пусть e — базис пространства (L, F ). Обозначим: gk,m(e) = (ek, em) при k, m = 1, N .
Тогда: gk,m(e) = F (ek, em) = [F ]k,m(e) при k, m = 1, N . Следовательно, g(e) = [F ](e).
Так как: F — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве (L, F ), det

(

[F ](e′)
)

6= 0
при: e′ — базис пространства L, то: g(e) ∈ KN×N , g(e) — эрмитова матрица, (x, y) =
gk,m(e)[x]k(e)[y]

m(e) при x, y ∈ L; det
(

g(e)
)

∈ R, det
(

g(e)
)

6= 0. Пусть k = 1, N . Тогда:
gk,k(e) = (ek, ek) ∈ R.

Пусть e, e′ — базисы пространства (L, F ). Так как F — полуторалинейная фор-

ма в пространстве (L, F ), то: gk′,m′(e′) = gk,m(e)αk
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′) при k′, m′ = 1, N ;

g(e′) = α(e, e′)T g(e)α(e, e′). Будем говорить, что g — ковариантный метрический тензор
пространства (L, F ).

Пусть e — базис пространства (L, F ). Пусть e — псевдоортогональный базис. Тогда
g(e) — диагональная матрица. Так как det

(

g(e)
)

6= 0, то e1, . . . , eN — неизотропные векто-
ры. Пусть g(e) — диагональная матрица. Тогда e — псевдоортогональный базис. Так как
det
(

g(e)
)

6= 0, то e1, . . . , eN — неизотропные векторы. Пусть e — псевдоортонормирован-

ный базис. Тогда: g(e) — диагональная матрица, gk,k(e) = ±1 при k = 1, N . Пусть: g(e) —
диагональная матрица, gk,k(e) = ±1 при k = 1, N . Тогда e — псевдоортонормированный
базис.

Так как F — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве (L, F ), то, согласно
теореме Лагранжа, существуют векторы e1, . . . , eN , удовлетворяющие условиям: e — базис
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пространства (L, F ), g(e) — диагональная матрица. Тогда: e — псевдоортогональный базис
пространства (L, F ), e1, . . . , eN — неизотропные векторы. Обозначим: e′k = 1√

|(ek,ek)|
ek при

k = 1, N . Тогда e′ — псевдоортонормированный базис пространства (L, F ).
Пусть: e — псевдоортогональный базис пространства (L, F ), x, y ∈ L. Тогда:

(x, y) =
∑

k,m=1,N

gk,m(e)[x]k(e)[y]
m(e) =

∑

k=1,N

gk,k(e)[x]k(e)[y]
k(e) =

∑

k=1,N

(ek, ek)[x]k(e)[y]
k(e).

2. Пусть e — базис пространства (L, F ). Обозначим: gk,m(e) =
(

g(e)−1
)k,m

при k, m =

1, N . Так как: g(e) ∈ KN×N , g(e) — эрмитова матрица, det
(

g(e)
)

6= 0, то: g(e)−1 ∈ KN×N ,
g(e)−1 — эрмитова матрица, det

(

g(e)−1
)

∈ R, det
(

g(e)
)

6= 0.
Пусть e, e′ — базисы пространства (L, F ). Тогда:

g(e′)−1 =
(

α(e, e′)Tg(e)α(e, e′)
)−1

= α(e, e′)−1g(e)−1
(

α(e, e′)T
)−1

=

= α(e, e′)−1g(e)−1
(

α(e, e′)−1
)T

= α(e′, e)g(e)−1α(e′, e)T .

Следовательно: gk
′,m′

(e′) = gk,m(e)αk′

k (e
′, e)αm′

m (e′, e) при k′, m′ = 1, N . Будем говорить, что
{

g(e)−1
}

e
— контравариантный метрический тензор пространства (L, F ).

Пусть e — базис пространства (L, F ). Пусть e — псевдоортогональный базис. Тогда:
g(e)−1 — диагональная матрица, e1, . . . , eN — неизотропные векторы, gk,k(e) = 1

gk,k(e)
=

1
(ek,ek)

при k = 1, N . Пусть g(e)−1 — диагональная матрица. Тогда: e — псевдоортого-
нальный базис, e1, . . . , eN — неизотропные векторы. Пусть e — псевдоортонормированный
базис. Тогда: g(e)−1 — диагональная матрица, gk,k(e) = ±1 при k = 1, N . Пусть: g(e)−1 —
диагональная матрица, gk,k(e) = ±1 при k = 1, N . Тогда e — псевдоортонормированный
базис.

Пусть: e — базис пространства (L, F ), x ∈ L. Пусть: k, m = 1, N . Тогда:

(em, x) =
(

em, [x]
n(e)en

)

= [x]n(e)(em, en) = gm,n(e)[x]
n(e);

gk,m(e)gm,n(e)[x]
n(e) = gk,m(e)(em, x),

δkn[x]
n(e) = gk,m(e)(em, x),

[x]k(e) = gk,m(e)(em, x);

x = [x]k(e)ek = gk,m(e)(em, x)ek.

Итак:

[x]k(e) = gk,m(e)(em, x), k = 1, N ;

x = gk,m(e)(em, x)ek.

Пусть e — псевдоортогональный базис. Тогда:

[x]k(e) =
∑

m=1,N

gk,m(e)(em, x) =
(ek, x)

gk,k(e)
=

(ek, x)

(ek, ek)
, k = 1, N ;

x =
∑

k,m=1,N

gk,m(e)(em, x)ek =
∑

k=1,N

(ek, x)

gk,k(e)
ek =

∑

k=1,N

(ek, x)

(ek, ek)
ek.
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Лекция 17. Сопряжённый оператор

17.1. Связь между векторами и линейными формами в евклидовых
пространствах

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K;
x1, x2 ∈ H, ∀u ∈ H

(

(x1, u) = (x2, u)
)

. Тогда x1 = x2.

Доказательство. Очевидно: (x1 − x2, x1 − x2) = (x1, x1 − x2) − (x2, x1 − x2) = 0. Тогда
x1 − x2 = θ. Следовательно, x1 = x2.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R};H — линейное евклидово пространство над полем K. Пусть:
x1, x2 ∈ H, ∀u ∈ H

(

(u, x1) = (u, x2)
)

. Тогда: x1, x2 ∈ H, ∀u ∈ H
(

(x1, u) = (x2, u)
)

.
Следовательно, x1 = x2.

Замечание (дираковский формализм). Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово про-
странство над полем K.

1. Пусть x ∈ H. Обозначим: 〈x| (u) = (x, u) при u ∈ H. Очевидно, 〈x| — линейная
форма в пространстве H.

Пусть: x1, x2 ∈ H, 〈x1| = 〈x2|. Пусть u ∈ H. Тогда: (x1, u) = 〈x1| u = 〈x2| u = (x2, u).
Следовательно, x1 = x2.

Пусть x1, x2 ∈ H. Пусть u ∈ H. Тогда: 〈x1 + x2| u = (x1 + x2, u) = (x1, u) + (x2, u) =
〈x1| u+ 〈x2| u =

(

〈x1|+ 〈x2|
)

u. Следовательно, 〈x1 + x2| = 〈x1|+ 〈x2|.
Пусть: λ ∈ K, x ∈ H. Пусть u ∈ H. Тогда: 〈λx| u = (λx, u) = λ(x, u) = λ 〈x| (u) =

(

λ 〈x|
)

u. Следовательно, 〈λx| = λ 〈x|.
Пусть x ∈ H. Обозначим, |x〉 = x.
Пусть x, y ∈ H. Тогда: 〈x| |y〉 = 〈x| y = (x, y).

2. Пусть x ∈ H. Обозначим: Fx(u) = (u, x) при u ∈ H. Очевидно, Fx — полулинейная
форма в пространстве H.

Пусть: x1, x2 ∈ H, Fx1 = Fx2 . Пусть u ∈ H. Тогда: (u, x1) = Fx1u = Fx2u = (u, x2).
Следовательно, x1 = x2.

Пусть x1, x2 ∈ H. Пусть u ∈ H. Тогда: Fx1+x2u = (u, x1 + x2) = (u, x1) + (u, x2) =
Fx1u+ Fx2u = (Fx1 + Fx2)u. Следовательно, Fx1+x2 = Fx1 + Fx2 .

Пусть: λ ∈ K, x ∈ H. Пусть u ∈ H. Тогда: Fλxu = (u, λx) = λ(u, x) = λFx(u) = (λFx)u.
Следовательно, Fλx = λFx.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K,
N ∈ N, dim(H) = N ; x ∈ H, e — базис пространства H.

1. Пусть: F (u) = (x, u) при u ∈ H. Тогда: F — линейная форма в пространстве H,

[F ]k(e) = gk,m(e)[x]
m(e) ([F ](e) =

(

g(e)[x](e)
)T

).

2. Пусть: F — линейная форма в пространстве H, [F ]k(e) = gk,m(e)[x]
m(e) ([F ](e) =

(

g(e)[x](e)
)T

). Тогда: F (u) = (x, u) при u ∈ H.
3. Пусть: F (u) = (u, x) при u ∈ H. Тогда: F — полулинейная форма в пространстве H,

[F ]k(e) = gk,m(e)[x]
m(e) при k = 1, N ([F ](e) =

(

g(e)[x](e)
)T

).
4. Пусть: F — полулинейная форма в пространстве H, [F ]k(e) = gk,m(e)[x]

m(e) при

k = 1, N ([F ](e) =
(

g(e)[x](e)
)T

). Тогда: F (u) = (u, x) при u ∈ H.
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Доказательство.
1. Очевидно, F — линейная форма в пространстве H. Пусть k = 1, N . Тогда:

[F ]k(e) = F (ek) = (x, ek) =
(

[x]m(e)em, ek
)

= [x]m(e)(em, ek) = [x]m(e)gm,k(e) =

= gk,m(e)[x]
m(e).

2. Пусть u ∈ H. Тогда:

F (u) = [F ]k(e)[u]
k(e) =

(

gk,m(e)[x]
m(e)

)

[u]k(e) = gm,k(e)[x]m(e)[u]
k(e) = (x, u).

3. Очевидно, F — полулинейная форма в пространстве H. Пусть k = 1, N . Тогда:

[F ]k(e) = F (ek) = (ek, x) =
(

ek, [x]
m(e)em

)

= [x]m(e)(ek, em) = gk,m[x]
m(e).

4. Пусть u ∈ H. Тогда:

F (u) = [F ]k(e)[u]
k(e) =

(

gk,m[x]
m(e)

)

[u]k(e) = gk,m[u]
k(e)[x]m(e) = (u, x).

Замечание (построение вектора по линейной форме). Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное
евклидово пространство над полем K, N ∈ N, dim(H) = N ; e — базис пространства H.

1. Пусть F — линейная форма в пространстве H. Пусть: x ∈ H, [x]m(e) = [F ]n(e)gn,m(e)

при m = 1, N ([x](e) =
(

[F ](e)g(e)−1
)T

). Пусть k = 1, N . Тогда:

gk,m(e)[x]
m(e) = gk,m(e)

(

[F ]n(e)gn,m(e)
)

= [F ]n(e)δ
n
k = [F ]k(e).

Следовательно: F (u) = (x, u) при u ∈ H.
2. Пусть F — полулинейная форма в пространстве H. Пусть: x ∈ H, [x]m(e) =

gm,n(e)[F ]n(e) при m = 1, N ([x](e) = g(e)−1[F ](e)T ). Пусть k = 1, N . Тогда:

gk,m(e)[x]
m(e) = gk,m(e)

(

gm,n(e)[F ]n(e)
)

= δn
k
[F ]n(e) = [F ]k(e).

Следовательно: F (u) = (u, x) при u ∈ H.

17.2. Связь между линейными операторами и полуторалинейными
формами в евклидовых пространствах

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H1, H2 — линейные унитарные пространства над полем K.
Пусть: A1, A2 : H1 =⇒ H2, ∀x ∈ H2∀y ∈ H1

(

(x,A1y) = (x,A2y)
)

. Пусть: x ∈ H2, y ∈ H2.
Тогда (x,A1y) = (x,A2y). В силу произвольности выбора x ∈ H2 получаем, что A1y = A2y.
В силу произвольности выбора y ∈ H1 получаем, что A1 = A2.

Пусть: A1, A2 : H1 =⇒ H2, ∀x ∈ H1∀y ∈ H2

(

(A1x, y) = (A2x, y)
)

. Тогда: A1, A2 : H1 =⇒
H2, ∀y ∈ H2∀x ∈ H1

(

(y, A1x) = (y, A2x)
)

. Следовательно, A1 = A2.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K. Пусть
A ∈ Lin(H,H). Обозначим: FA(x, y) = (x,Ay) при x, y ∈ H. Очевидно, F — полуторали-
нейная форма в пространстве H.

Пусть: A1, A2 ∈ Lin(H,H), FA1 = FA2 . Пусть x, y ∈ H. Тогда: (x,A1y) = FA1(x, y) =
FA2(x, y) = (x,A2y). Следовательно, A1 = A2.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K,
N ∈ N, dim(H) = N ; A ∈ Lin(H,H), e — базис пространства H.
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1. Пусть: F (x, y) = (x,Ay) при x, y ∈ H. Тогда: F — полуторалинейная форма в
пространстве H, [F ]k,m(e) = gk,n(e)[A]

n
m(e) при k, m = 1, N ([F ](e) = g(e)[A](e)).

2. Пусть: F — полуторалинейная форма в пространстве H, [F ]k,m(e) = gk,n(e)[A]
n
m(e)

при k, m = 1, N ([F ](e) = g(e)[A](e)). Тогда: F (x, y) = (x,Ay) при x, y ∈ H.

Доказательство.
1. Очевидно, F — полуторалинейная форма в пространстве H. Пусть k, m = 1, N .

Тогда:

[F ]k,m(e) = F (ek, em) = (ek, Aem) = (ek, [A]
n
m(e)en) = [A]nm(e)(ek, en) = gk,n(e)[A]

n
m(e).

2. Пусть x, y ∈ H. Тогда:

F (x, y) = [F ]k,m(e)[x]
k(e)[y]m(e) =

(

gk,n(e)[A]
n
m(e)

)

[x]k(e)[y]m(e) =

= gk,n(e)[x]
k(e)

(

[A]nm(e)[y]
m(e)

)

= gk,n(e)[x]
k(e)[Ay]n(e) = (x,Ay).

Замечание (построение линейного оператора по полуторалинейной форме). Пусть: K ∈
{C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K, N ∈ N, dim(H) = N ; F —
полуторалинейная форма в пространстве H, e — базис пространства H.

Пусть: A ∈ Lin(H,H), [A]nm(e) = gn,i(e)[F ]i,m(e) при n, m = 1, N ([A](e) = g(e)−1[F ](e)).

Пусть k, m = 1, N . Тогда:

gk,n(e)[A]
n
m(e) = gk,n(e)

(

gn,i(e)[F ]i,m(e)
)

= δi
k
[F ]i,m(e) = [F ]k,m(e).

Следовательно: F (x, y) = (x,Ay) при x, y ∈ H.

17.3. Сопряжённый оператор

Определение (сопряжённый оператор). Пусть: K ∈ {C,R}; H1, H2 — линейные унитарные
пространства над полем K; A : H1 =⇒ H2. Будем говорить, что B — сопряжённый
оператор к оператору A, если: B : H2 =⇒ H1, (x,Ay) = (Bx, y) при: x ∈ H2, y ∈ H1.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H1, H2 — линейные унитарные пространства над полем K.
1. Пусть: A : H1 =⇒ H2, B1, B2 — сопряжённые операторы к оператору A. Тогда B1,

B2 : H2 =⇒ H1. Пусть: x ∈ H2, y ∈ H1. Тогда:

(B1x, y) = (x,Ay) = (B2x, y).

Следовательно, B1 = B2.
2. Пусть: A1 : H1 =⇒ H2, B1 — сопряжённый оператор к оператору A1, A2 : H1 =⇒

H2, B2 — сопряжённый оператор к оператору A2. Тогда: A1 + A2 : H1 =⇒ H2, B1 +
B2 : H2 =⇒ H1. Пусть: x ∈ H2, y ∈ H1. Тогда:

(

x, (A1 + A2)y
)

= (x,A1y + A2y) = (x,A1y) + (x,A2y) = (B1x, y) + (B2x, y) =

= (B1x+ B2x, y) =
(

(B1 + B2)x, y
)

.

Итак, B1 +B2 — сопряжённый оператор к оператору A1 + A2.
3. Пусть: λ ∈ K, A ∈ : H1 =⇒ H2, B — сопряжённый оператор к оператору A. Тогда:

λA : H1 =⇒ H2, λB : H2 =⇒ H1. Пусть: x ∈ H2, y ∈ H1. Тогда:
(

x, (λA)y
)

=
(

x, λA(y)
)

= λ(x,Ay) = λ(Bx, y) =
(

λB(x), y
)

=
(

(λB)x, y
)

.

Итак, λB — сопряжённый оператор к оператору λA.



166 17. Сопряжённый оператор

4. Пусть: A : H1 =⇒ H2, B — сопряжённый оператор к оператору A. Пусть: x ∈ H1,
y ∈ H2. Тогда:

(Ax, y) = (y, Ax) = (By, x) = (x,By).

5. Пусть: A : H1 =⇒ H2, B — сопряжённый оператор к оператору A. Тогда: B : H2 =⇒
H1, A : H1 =⇒ H2, (x,By) = (Ax, y) при: x ∈ H1, y ∈ H2. Итак, A — сопряжённый
оператор к оператору B.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H1, H2, H3 — линейные унитарные пространства над по-
лем K; A1 : H1 =⇒ H2, B1 — сопряжённый оператор к оператору A1, A2 : H2 =⇒ H3,
B2 — сопряжённый оператор к оператору A2. Тогда: A2A1 : H1 =⇒ H3, B1B2 : H3 =⇒ H1.
Пусть: x ∈ H3, y ∈ H1. Тогда:

(

x, (A2A1)y
)

=
(

x,A2(A1y)
)

= (B2x,A1y) =
(

B1(B2x), y
)

=
(

(B1B2)x, y
)

.

Итак, B1B2 — сопряжённый оператор к оператору A2A1.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H1, H2 — линейные унитарные пространства над полем K,
dim(H1) = 0∨dim(H2) = 0; A ∈ Lin(H1, H2). Очевидно: Ax = θ2 при x ∈ H1. Пусть: By = θ1
при y ∈ H2. Очевидно: B ∈ Lin(H2, H1), B — сопряжённый оператор к оператору A.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H1 — линейное евклидово пространство над по-
лем K, N1 ∈ N, dim(H1) = N1; H2 — линейное евклидово пространство над полем K,
N2 ∈ N, dim(H2) = N2; A ∈ Lin(H1, H2), G — ковариантный метрический тензор про-
странства H1, e — базис пространства H1, g — ковариантный метрический тензор
пространства H2, f — базис пространства H2.

Пусть: B ∈ Lin(H2, H1), [B]αk (e, f) = gk,m(f)[A]
m
β (f, e)G

β,α(e) при: α = 1, N1, k = 1, N2

([B](e, f) =
(

g(f)[A](f, e)G(e)−1
)T

). Тогда B — сопряжённый оператор к оператору A.

Доказательство. Пусть: x ∈ H2, y ∈ H1. Тогда:

(Bx, y) = Gα,γ [Bx]α[y]
γ = Gα,γ

(

[B]αk [x]
k
)

[y]γ = Gα,γ

(

(

gk,m[A]
m
β G

β,α
)

[x]k
)

[y]γ =

= Gα,γ

(

(

gk,m[A]
m
β G

β,α
)

[x]k
)

[y]γ = gk,m[x]
k
(

[A]mβ G
β,αGα,γ[y]

γ
)

=

= gk,m[x]
k
(

[A]mβ δ
β
γ [y]

γ
)

= gk,m[x]
k
(

[A]mβ [y]
β
)

= gk,m[x]
k[Ay]m = (x,Ay).

Следовательно, B — сопряжённый оператор к оператору A.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R}; H1, H2 — линейные унитарные пространства над по-
лем K; A : H1 =⇒ H2, ∃B(B — сопряжённый оператор к оператору A). Обозначим через
A∗ оператор, удовлетворяющий условию: A∗ — сопряжённый оператор к оператору A.

Теорема (2-я теорема Фредгольма). Пусть: K ∈ {C,R}; H1, H2 — линейные унитарные
пространства над полем K, dim(H1), dim(H2) 6= +∞; A ∈ Lin(H1, H2). Тогда R(A) =
ker(A∗)⊥.

Доказательство. Докажем, что ker(A∗) = R(A)⊥. Пусть x ∈ ker(A∗). Тогда: x ∈ H2,
A∗x = θ1. Пусть v ∈ R(A). Тогда существует вектор u, удовлетворяющий условиям: u ∈ H1,
v = Au. Следовательно:

(x, v) = (x,Au) = (A∗x, u) = (θ1, u) = 0.
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Тогда x ∈ R(A)⊥.
Пусть x ∈ R(A)⊥. Тогда: x ∈ H2, x ⊥ R(A). Следовательно:

(A∗x,A∗x) =
(

x,A(A∗x)
)

= 0;

A∗x = θ1;

x ∈ ker(A∗).

Итак, ker(A∗) = R(A)⊥.

Так как dim(H2) 6= +∞, то: R(A) =
(

R(A)⊥
)⊥

= ker(A∗)⊥.

17.4. Самосопряжённый оператор

Определение (формально самосопряжённый оператор). Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное
евклидово пространство над полем K; A ∈ lin(H,H). Будем говорить, что A — формально
самосопряжённый оператор, если: (x,Ay) = (Ax, y) при x, y ∈ D(A).

Определение (самосопряжённый оператор). Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово
пространство над полем K; A ∈ Lin(H,H). Будем говорить, что A — самосопряжённый
оператор, если: (x,Ay) = (Ax, y) при x, y ∈ H.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K.
1. Пусть: A ∈ Lin(H,H), A — самосопряжённый оператор. Тогда A — сопряжённый

оператор к оператору A.
Пусть: A ∈ Lin(H,H), A — сопряжённый оператор к оператору A. Тогда A — само-

сопряжённый оператор.
2. Пусть: A1 ∈ lin(H,H), A1 — формально самосопряжённый оператор, A2 ∈ lin(H,H),

A2 — формально самосопряжённый оператор. Тогда A1+A2 — формально самосопряжён-
ный оператор.

3. Пусть: λ ∈ R, A ∈ lin(H,H), A — формально самосопряжённый оператор. Тогда
λA — формально самосопряжённый оператор.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K;
A ∈ Lin(H,H), F (x, y) = (x,Ay) при x, y ∈ H. Оператор A является самосопряжённым
тогда и только тогда, когда F — эрмитова форма.

Доказательство. Пусть A — самосопряжённый оператор. Пусть x, y ∈ H. Тогда:

F (y, x) = (y, Ax) = (Ax, y) = (x,Ay) = F (x, y).

Следовательно, F — эрмитова форма.
Пусть F — эрмитова форма. Пусть x, y ∈ H. Тогда:

(x,Ay) = F (x, y) = F (y, x) = (y, Ax) = (Ax, y).

Следовательно, A — самосопряжённый оператор.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K,
N ∈ N, dim(H) = N ; A ∈ Lin(H,H), e — базис пространства H. Оператор A является
самосопряжённым тогда и только тогда, когда g(e)[A](e) — эрмитова матрица.
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Доказательство. Обозначим: F (x, y) = (x,Ay) при x, y ∈ H. Тогда: F — полуторалиней-
ная форма в пространстве H, [F ](e) = g(e)[A](e).

Пусть A — самосопряжённый оператор. Тогда F — эрмитова форма. Следовательно,
[F ](e) — эрмитова матрица. Тогда g(e)[A](e) — эрмитова матрица.

Пусть g(e)[A](e) — эрмитова матрица. Тогда [F ](e) — эрмитова матрица. Следователь-
но, F — эрмитова форма. Тогда A — самосопряжённый оператор.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K.
1. Пусть: Q — подпространство пространства H, Q — допускает ортогональное про-

ектирование. Тогда: PQ ∈ Lin(H,H), R(PQ) = Q, PQPQ = PQ, PQ — самосопряжённый
оператор.

2. Пусть: P ∈ Lin(H,H), PP = P , P — самосопряжённый оператор. Тогда: R(P ) —
допускает ортогональное проектирование, PR(P ) = P .

Доказательство.
1. Очевидно: PQ ∈ Lin(H,H), R(PQ) = Q, PQPQ = PQ. Пусть x, y ∈ H. Тогда:

(x, PQy) =
(

PQx+ (x− PQx), PQy
)

= (PQx, PQy) + (x− PQx, PQy) = (PQx, PQy) =

= (PQx, PQy) + (PQx, y − PQy) =
(

PQx, PQy + (y − PQy)
)

= (PQx, y).

Следовательно, PQ — самосопряжённый оператор.
2. Пусть x ∈ H. Тогда Px ∈ R(P ). Пусть v ∈ R(P ). Тогда существует вектор u, удовле-

творяющий условиям: u ∈ H, v = Pu. Следовательно:

(x− Px, v) = (x− Px, Pu) =
(

P (x− Px), u
)

=
(

Px− P (Px), u
)

=
(

Px− (PP )x, u
)

=

= (Px− Px, u) = (θ, u) = 0.

Тогда x−Px ⊥ R(P ). Так как: Px ∈ R(P ), x−Px ⊥ R(P ), то Px— ортогональная проекция
вектора x на подпространство R(P ). Тогда R(P ) допускает ортогональное проектирование.

Пусть x ∈ H. Тогда Px — ортогональная проекция вектора x на подпространство
R(P ). Следовательно, PR(P ) = P .

17.5. Унитарный оператор

Определение (унитарный оператор). Пусть: K ∈ {C,R}; H1, H2 — линейные унитарные
пространства над полем K; A ∈ Lin(H1, H2). Будем говорить, что A— унитарный оператор,
если: (Ax,Ay) = (x, y) при x, y ∈ H1.

Определение (ортогональный оператор). Пусть: H1, H2 — линейные евклидовы простран-
ства над полем R; A ∈ Lin(H1, H2). Будем говорить, что A — ортогональный оператор,
если: (Ax,Ay) = (x, y) при x, y ∈ H1.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H1, H2 — линейные унитарные пространства над полем K.
1. Пусть: A ∈ Lin(H1, H2), A — унитарный оператор. Так как A ∈ Lin(H1, H2), то

θ1 ∈ ker(A). Пусть x ∈ ker(A). Тогда: x ∈ H1, Ax = θ2. Следовательно:

(x, x) = (Ax,Ax) = (θ2, θ2) = 0;

x = θ1.

Тогда ker(A) = {θ1}.
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2. Пусть: A ∈ Lin(H1, H2), A — унитарный оператор. Тогда ker(A) = {θ1}. Так как
A ∈ Lin(H1, H2), то A — обратимый оператор.

3. Пусть: λ ∈ K, |λ| = 1, A ∈ Lin(H1, H2), A — унитарный оператор. Тогда λA ∈
Lin(H1, H2). Пусть x, y ∈ H1. Тогда:

(

(λA)x, (λA)y
)

=
(

λA(x), λA(y)
)

= |λ|2 (Ax,Ay) = (x, y).

Итак, λA — унитарный оператор.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H1, H2, H3 — линейные унитарные пространства над по-
лем K; A1 ∈ Lin(H1, H2), A1 — унитарный оператор, A2 ∈ Lin(H2, H3), A2 — унитарный
оператор. Тогда A2A1 ∈ Lin(H1, H2). Пусть x, y ∈ H1. Тогда:

(

(A2A1)x, (A2A1)y
)

=
(

A2(A1x), A2(A1y)
)

= (A1x,A1y) = (x, y).

Итак, A2A1 — унитарный оператор.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H1, H2 — линейные унитарные пространства над
полем K; A ∈ Lin(H1, H2). Оператор A является унитарным тогда и только тогда,
когда: ‖Ax‖ = ‖x‖ при x ∈ H1.

Доказательство. Пусть A — унитарный оператор. Тогда: ‖Ax‖ =
√

(Ax,Ax) =
√

(x, x) =
‖x‖ при x ∈ H1.

Пусть: ‖Ax‖ = ‖x‖ при x ∈ H1. Тогда: (Ax,Ax) = ‖Ax‖2 = ‖x‖2 = (x, x) при x ∈ H1.
Обозначим: F1(x, y) = (x, y), F2(x, y) = (Ax,Ay) при x, y ∈ H1; Q1(x) = (x, x), Q2(x) =
(Ax,Ax) при x ∈ H1.

Пусть K = C. Очевидно: F1, F2 — полуторалинейные формы в пространстве H1,
Q1(x) = F1(x, x), Q2(x) = F2(x, x), Q2(x) = Q1(x) при x ∈ H1. Пусть x, y ∈ H1. Тогда:

(Ax,Ay) = F2(x, y) =
1

2

(

Q2(x+ y)−Q2(x)−Q2(y)− i
(

Q2(x+ iy)−Q2(x)−Q2(y)
)

)

=

=
1

2

(

Q1(x+ y)−Q1(x)−Q1(y)− i
(

Q1(x+ iy)−Q1(x)−Q1(y)
)

)

= F1(x, y) = (x, y).

Следовательно, A — унитарный оператор.
Пусть K = R. Очевидно: F1, F2 — симметричные билинейные формы в пространстве

H1, Q1(x) = F1(x, x), Q2(x) = F2(x, x), Q2(x) = Q1(x) при x ∈ H1. Пусть x, y ∈ H1. Тогда:

(Ax,Ay) = F2(x, y) =
1

2

(

Q2(x+ y)−Q2(x)−Q2(y)
)

=
1

2

(

Q1(x+ y)−Q1(x)−Q1(y)
)

=

= F1(x, y) = (x, y).

Следовательно, A — унитарный оператор.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H1, H2 — линейные унитарные пространства над
полем K, dim(H1), dim(H2) 6= +∞; A ∈ Lin(H1, H2). Оператор A является унитарным
тогда и только тогда, когда A∗A = I1.

Доказательство. Пусть A — унитарный оператор. Пусть x, y ∈ H1. Тогда:
(

(A∗A)x, y
)

=
(

A∗(Ax), y
)

= (Ax,Ay) = (x, y) = (I1x, y).

Следовательно, A∗A = I1.
Пусть A∗A = I1. Пусть x, y ∈ H1. Тогда:

(Ax,Ay) =
(

A∗(Ax), y
)

=
(

(A∗A)x, y
)

= (I1x, y) = (x, y).

Следовательно, A — унитарный оператор.
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Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H1, H2 — линейные унитарные пространства над
полем K, dim(H1) = dim(H2), dim(H2) 6= +∞; A ∈ Lin(H1, H2), A — унитарный оператор.
Тогда A∗ = A−1.

Доказательство. Так как A — унитарный оператор, то ker(A) = {θ1}. Согласно 1-й тео-
реме Фредгольма, так как: dim(H1) = dim(H2), dim(H2) 6= +∞, A ∈ Lin(H1, H2), то
R(A) = H2. Так как D(A∗) = H2, то D(A∗) = R(A). Так как A — унитарный оператор, то
A∗A = I1. Тогда A∗ = A−1.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H1 — линейное евклидово пространство над по-
лем K, N1 ∈ N, dim(H1) = N1; H2 — линейное евклидово пространство над полем K,
N2 ∈ N, dim(H2) = N2; A ∈ Lin(H1, H2), G — ковариантный метрический тензор про-
странства H1, e — базис пространства H1, g — ковариантный метрический тензор
пространства H2, f — базис пространства H2. Оператор A является унитарным тогда

и только тогда, когда
(

g(f)[A](f, e)G(e)−1
)T

[A](f, e) = Ĩ1.

Доказательство. Пусть A — унитарный оператор. Тогда:

A∗A = I1,

[A∗A](e, e) = [I1](e, e),

[A∗](e, f)[A](f, e) = [I1](e, e),
(

g(f)[A](f, e)G(e)−1
)T

[A](f, e) = Ĩ1.

Пусть
(

g(f)[A](f, e)G(e)−1
)T

[A](f, e) = Ĩ1. Тогда:

[A∗](e, f)[A](f, e) = [I1](e, e),

[A∗A](e, e) = [I1](e, e),

A∗A = I1.

Следовательно, A — унитарный оператор.



18. Самосопряжённый оператор. Спектральная теория 171

Лекция 18. Самосопряжённый оператор. Спектральная

теория

18.1. Самосопряжённый оператор

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K;
A ∈ lin(H,H), A — формально самосопряжённый оператор.

1. Пусть: Q ⊆ D(A), A[Q] ⊆ Q. Тогда A[Q⊥] ⊆ Q⊥.
2. Справедливо утверждение: SD(A) ⊆ R.
3. Пусть: λ1, λ2 ∈ SD(A), λ1 6= λ2. Тогда HA(λ1) ⊥ HA(λ2).

Доказательство.
1. Пусть x ∈ Q⊥ ∩ D(A). Тогда: x ∈ D(A), x ∈ Q⊥. Следовательно: x ∈ D(A), x ⊥ Q.

Пусть u ∈ Q. Тогда: u ∈ D(A), Au ∈ Q. Так как: x, u ∈ D(A), x ⊥ Q, Au ∈ Q, то:
(Ax, u) = (x,Au) = 0. Тогда Ax ⊥ Q. Следовательно, Ax ∈ Q⊥. Тогда A[Q⊥] ⊆ Q⊥.

2. Пусть K = C. Пусть λ ∈ SD(A). Тогда существует вектор x, удовлетворяющий усло-
виям: x ∈ D(A), Ax = λx, x 6= θ. Следовательно:

(x,Ax) = (x, λx) = λ(x, x);

(x,Ax) = (Ax, x) = (λx, x) = λ(x, x);

λ(x, x) = λ(x, x),

λ = λ,

λ ∈ R.

Тогда SD(A) ⊆ R.
Пусть K = R. Тогда: SD(A) ⊆ K = R.

3. Пусть: x1 ∈ HA(λ1), x2 ∈ HA(λ2). Тогда: x1, x2 ∈ D(A), Ax1 = λ1x1, Ax2 = λ2x2.
Следовательно:

(x1, Ax2) = (x1, λ2x2) = λ2(x1, x2);

(x1, Ax2) = (Ax1, x2) = (λ1x1, x2) = λ1(x1, x2) = λ1(x1, x2);

(λ2 − λ1)(x1, x2) = 0.

Так как λ2 6= λ1, то (x1, x2) = 0. Тогда HA(λ1) ⊥ HA(λ2).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K;
A ∈ Lin(H,H), A — самосопряжённый оператор, Q ⊆ H, A[Q] ⊆ Q. Очевидно, Q⊥ —
инвариантное подпространство оператора A.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K,
N ∈ N, dim(H) = N ; A ∈ Lin(H,H), A — самосопряжённый оператор. Тогда ker(F̃A) ⊆ R.

Доказательство. Пусть K = C. Тогда F̃A = FA. Так как A — самосопряжённый оператор,
то SD(A) ⊆ R. Тогда: ker(F̃A) = ker(FA) = SD(A) ⊆ R.

Пусть K = R. Очевидно, существуют объекты e, HC, f , AC, удовлетворяющие усло-
виям: e — ортонормированный базис пространства H, HC — линейное евклидово про-
странство над полем C, dim(HC) = N , f — ортонормированный базис пространства HC,
AC ∈ Lin(HC, HC), [AC](f) = [A](e).
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Очевидно, D(F̃A), D(FAC
) = C. Пусть λ ∈ C. Так как [A](e) = [AC](f), то:

F̃A(λ) =
N
∑

k=0

αk

(

[A](e)
)

λk =
N
∑

k=0

αk

(

[AC](f)
)

λk = FAC
(λ).

Тогда F̃A = FAC
.

Так как: A — самосопряжённый оператор, e — ортонормированный базис, то [A](e) —
эрмитова матрица. Так как [AC](f) = [A](e), то [AC](f) — эрмитова матрица. Так как f —
ортонормированный базис, то AC — самосопряжённый оператор. Тогда SD(AC) ⊆ R. Так
как F̃A = FAC

, то: ker(F̃A) = ker(FAC
) = SD(AC) ⊆ R.

Замечание (существование собственного значения у самосопряжённого оператора). Пусть:
K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K, N ∈ N, dim(H) = N ;
C — алгебраически замкнутое поле, A ∈ Lin(H,H), A — самосопряжённый оператор.

Пусть K = C. Тогда: ker(F̃A) ⊆ C = K. Так как C — алгебраически замкнутое поле, то:
SD(A) 6= ∅,

∑

λ∈SD(A)

mA(λ) = N .

Пусть K = R. Так как A — самосопряжённый оператор, то ker(F̃A) ⊆ R. То-
гда: ker(F̃A) ⊆ R = K. Так как C — алгебраически замкнутое поле, то: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

mA(λ) = N .

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K;
A ∈ lin(H,H), A — формально самосопряжённый оператор, Q — подпространство про-
странства H, A[Q] ⊆ Q.

Так как: A ∈ lin(H,H), Q — подпространство пространства H, то A|Q ∈ lin(H,H).
Очевидно: D(A|Q) = Q ∩ D(A) ⊆ Q. Так как A[Q] ⊆ Q, то: R(A|Q) = A[Q] ⊆ Q. Итак,
A|Q ∈ lin(Q,Q). Пусть x, y ∈ D(A|Q). Так как A — формально самосопряжённый оператор,
то: (x, A|Q y) = (x,Ay) = (Ax, y) = (A|Q x, y). Тогда A|Q — формально самосопряжённый
оператор.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K;
A ∈ lin(H,H), A — формально самосопряжённый оператор, Q — инвариантное подпро-
странство оператора A. Очевидно: A|Q = Lin(Q,Q), A|Q — самосопряжённый оператор.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K,
N ∈ N, dim(H) = N ; C — алгебраически замкнутое поле, A ∈ Lin(H,H), A — самосо-
пряжённый оператор. Существуют векторы e1, . . . , eN , удовлетворяющие условиям: e —
ортогональный базис пространства H, e1, . . . , eN — собственные векторы оператора A.

Доказательство. Пусть r = 1, N . Докажем вспомогательное утверждение. Су-
ществуют числа λ1, . . . , λr, существуют векторы e1, . . . , er, удовлетворяющие условиям:
λ1, . . . , λr ∈ K, e1, . . . , er ∈ H, e1, . . . , er — ортогональные векторы, e1, . . . , er 6= θ, Aek = λkek
при k = 1, r.

Пусть r = 1. Так как: dim(H) = N ∈ N, C — алгебраически замкнутое поле, A ∈
Lin(H,H), A — самосопряжённый оператор, то SD(A) 6= ∅. Тогда существует число λ1,
существует вектор e1, удовлетворяющие условиям: λ1 ∈ K, e1 ∈ H, e1 6= θ, Ae1 = λ1e1.
Следовательно: λ1 ∈ K, e1 ∈ H, e1 — ортогональная последовательность векторов, e1 6= θ,
Ae1 = λ1e1.

Пусть: r0 = 1, N − 1, вспомогательное утверждение справедливо при r = r0. Пусть
r = r0 + 1. Так как вспомогательное утверждение справедливо при r = r0, то существуют
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числа λ1, . . . , λr0 , существуют векторы e1, . . . , er0 , удовлетворяющие условиям: λ1, . . . , λr0 ∈
K, e1, . . . , er0 ∈ H, e1, . . . , er0 — ортогональные векторы, e1, . . . , er0 6= θ, Aek = λkek при
k = 1, r0.

Обозначим, Hr0 = L(e1, . . . , er0). Так как: A ∈ Lin(H,H), Aek = λkek при k = 1, r0, то
Hr0 — инвариантное подпространство оператора A. Так как: A ∈ Lin(H,H), A — само-
сопряжённый оператор, то H⊥

r0
— инвариантное подпространство оператора A. Так как:

A ∈ Lin(H,H), A — самосопряжённый оператор, то: A|H⊥
r0

∈ Lin(H⊥
r0
, H⊥

r0
), A|H⊥

r0
— само-

сопряжённый оператор.
Так как: e1, . . . , er0 — ортогональные векторы, e1, . . . , er0 6= θ, то e1, . . . , er0 — линейно

независимые векторы. Тогда: dim(Hr0) = dim
(

L(e1, . . . , er0)
)

= rank
(

{e1, . . . , er0}
)

= r0.
Так как: dim(H) = N 6= +∞, то Hr0 + H⊥

r0
= H. Очевидно, Hr0 ⊥ H⊥

r0
. Тогда Hr0 , H

⊥
r0

—
линейно независимые подпространства. Так как: Hr0 +H⊥

r0
= H, dim(H) = N 6= +∞, то:

dim(Hr0) + dim(H⊥
r0
) = dim(H),

dim(H⊥
r0
) = dim(H)− dim(Hr0),

dim(H⊥
r0
) = N − r0.

Так как: dim(H⊥
r0
) = N − r0 ∈ N, C — алгебраически замкнутое поле, A|H⊥

r0
∈

Lin(H⊥
r0
, H⊥

r0
), A|H⊥

r0
— самосопряжённый оператор, то SD(A|H⊥

r0
) 6= ∅. Тогда существует

число λr0+1, существует вектор er0+1, удовлетворяющие условиям: λr0+1 ∈ K, er0+1 ∈ H⊥
r0

,
er0+1 6= θ, A|H⊥

r0
(er0+1) = λr0+1er0+1. Следовательно: λr0+1 ∈ K, er0+1 ∈ H⊥

r0
, er0+1 6= θ,

Aer0+1 = λr0+1er0+1. Так как er0+1 ∈ H⊥
r0

, то: er0+1 ∈ H, er0+1 ⊥ Hr0 . Так как e1, . . . , er0 ∈ Hr0 ,
то e1, . . . , er0 ⊥ er0+1. Так как e1, . . . , er0 — ортогональные векторы, то e1, . . . , er0+1 — орто-
гональные векторы. Итак, (λ1, . . . , λr0+1), (e1, . . . , er0+1) — искомые последовательности.

Так как вспомогательное утверждение справедливо при r = N , то существуют числа
λ1, . . . , λN , существуют векторы e1, . . . , eN , удовлетворяющие условиям: λ1, . . . , λN ∈ K,
e1, . . . , eN ∈ H, e1, . . . , eN — ортогональные векторы, e1, . . . , eN 6= θ, Aek = λkek при k =
1, N . Так как: e1, . . . , eN — ортогональные векторы, e1, . . . , eN 6= θ, то e1, . . . , eN — линейно
независимые векторы. Так как: e1, . . . , eN ∈ H, dim(H) = N , то e — базис пространства H.
Так как e1, . . . , eN — ортогональные векторы, то e — ортогональный базис пространства H.
Так как: e1, . . . , eN 6= θ, Aek = λkek при k = 1, N , то e1, . . . , eN — собственные векторы
оператора A.

Теорема (спектральная теорема для линейных самосопряжённых операторов). Пусть:
K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K, N ∈ N, dim(H) =
N ; C — алгебраически замкнутое поле, A ∈ Lin(H,H), A — самосопряжён-
ный оператор. Тогда: SD(A) 6= ∅,

{

HA(λ)
}

λ∈SD(A)
— ортогональные подпространства,

∑

λ∈SD(A)

HA(λ) = H.

Замечание (спектральное разложение линейного самосопряжённого оператора). Пусть:
K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K, N ∈ N, dim(H) =
N ; C — алгебраически замкнутое поле, A ∈ Lin(H,H), A — самосопряжён-
ный оператор. Тогда: SD(A) 6= ∅,

{

HA(λ)
}

λ∈SD(A)
— ортогональные подпространства,

∑

λ∈SD(A)

HA(λ) = H. Следовательно:
{

HA(λ)
}

λ∈SD(A)
— допускают ортогональное проек-

тирование,
∑

λ∈SD(A)

PHA(λ) = I. Очевидно, существует число r = 1, N , существуют числа
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λ1, . . . , λr, удовлетворяющие условию: λ1, . . . , λr — все различные собственные значения
оператора A. Обозначим: Hk = HA(λk), Pk = PHA(λk) при k = 1, r.

Пусть x ∈ H. Тогда:

Ax = A(Ix) = A

((

∑

k=1,r

Pk

)

x

)

= A

(

∑

k=1,r

Pkx

)

=
∑

k=1,r

A(Pkx) =
∑

k=1,r

λkPk(x) =

=

(

∑

k=1,r

λkPk

)

x.

Следовательно, A =
∑

k=1,r

λkPk.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K; r ∈
N, H1, . . . , Hr — ортогональные подпространства пространства H,

∑

k=1,r

Hk = H. Тогда:

H1, . . . , Hr допускают ортогональное проектирование,
∑

k=1,r

PHk
= I. Обозначим: Pk = PHk

при k = 1, r. Пусть: λ1, . . . , λr ∈ K, A =
∑

k=1,r

λkPk. Тогда A ∈ Lin(H,H).

Пусть n = 0. Тогда:

An = I =
∑

k=1,r

Pk =
∑

k=1,r

(λk)
nPk.

Пусть n = 1. Тогда:

An = A =
∑

k=1,r

λkPk =
∑

k=1,r

(λk)
nPk.

Пусть: n ∈ Z, n > 2. Тогда:

An =

(

∑

k=1,r

λkPk

)n

=
∑

k1,...,kn=1,r

λk1 · · ·λknPk1 · · ·Pkn =
∑

k=1,r

(λk)
nPk.

Пусть: n ∈ Z+, a0, . . . , an ∈ K, F (x) =
∑

j=0,n

ajx
j при x ∈ K; F̂ (B) =

∑

j=0,n

ajB
j при

B ∈ Lin(H,H). Тогда:

F̂ (A) =
∑

j=0,n

ajA
j =

∑

j=0,n

aj
∑

k=1,r

(λk)
jPk =

∑

k=1,r

(

∑

j=0,n

aj(λk)
j

)

Pk =
∑

k=1,r

F (λk)Pk.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K; r ∈
N, H1, . . . , Hr — ортогональные подпространства пространства H,

∑

k=1,r

Hk = H. Тогда:

H1, . . . , Hr допускают ортогональное проектирование,
∑

k=1,r

PHk
= I. Обозначим: Pk = PHk

при k = 1, r. Пусть: F : K → K, λ1, . . . , λr ∈ D(F ), A =
∑

k=1,r

λkPk. Обозначим, F̂ (A) =

∑

k=1,r

F (λk)Pk.
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18.2. Эрмитовы полуторалинейные формы в унитарном простран-
стве

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K,
N ∈ N, dim(H) = N ; C — алгебраически замкнутое поле, A — эрмитова полуто-
ралинейная форма в пространстве H. Докажем, что существуют векторы e′1, . . . , e

′
N ,

удовлетворяющие условиям: e′ — ортонормированный базис пространства H,

[A](e′) — диагональная матрица.

Очевидно, существует единственный оператор Â, удовлетворяющий условиям: Â ∈
Lin(H,H), A(x, y) = (x, Ây) при x, y ∈ H. Так как A — эрмитова форма, то Â — са-
мосопряжённый оператор. Пусть e — базис пространства H. Тогда [A](e) = g(e)[Â](e).
Следовательно, [Â](e) = g(e)−1[A](e). Пусть e — ортонормированный базис. Тогда g(e) = Ĩ.
Следовательно, [A](e) = [Â](e).

Так как: C — алгебраически замкнутое поле, Â — самосопряжённый оператор, то су-
ществуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′ — ортонормированный базис

пространства H, e′1, . . . , e
′
N — собственные векторы оператора Â. Так как e′1, . . . , e

′
N —

собственные векторы оператора Â, то [Â](e′) — диагональная матрица. Так как e′ — орто-
нормированный базис, то [A](e′) = [Â](e′). Тогда [A](e′) — диагональная матрица.

• Пусть e — базис пространства H. Пусть λ ∈ C. Тогда:

F̃Â(λ) = det
(

[Â](e)− λĨ
)

= det
(

g(e)−1
(

[A](e)− λg(e)
)

)

=
det
(

[A](e)− λg(e)
)

det
(

g(e)
) .

Пусть λ ∈ K. Обозначим, Q1 = [Â](e)−λĨ. Тогда ker(Â−λI) = he
[

ker(Q̂1)
]

. Обозначим,

Q2 = [A](e)− λg(e). Докажем, что ker(Q̂1) = ker(Q̂2). Пусть x̃ ∈ ker(Q̂1). Тогда:
{

x̃ ∈ KN ,
(

[Â](e)− λĨ
)

x̃ = θ̃;






x̃ ∈ KN ,

g(e)
(

(

[Â](e)− λĨ
)

x̃
)

= g(e)θ̃;
{

x̃ ∈ KN ,
(

[A](e)− λg(e)
)

x̃ = θ̃;

x̃ ∈ ker(Q̂2).

Пусть ker(Q̂2). Тогда:
{

x̃ ∈ KN ,
(

[A](e)− λg(e)
)

x̃ = θ̃;






x̃ ∈ KN ,

g(e)−1
(

(

[A](e)− λg(e)
)

x̃
)

= g(e)−1θ̃;
{

x̃ ∈ KN ,
(

[Â](e)− λĨ
)

x̃ = θ̃;

x̃ ∈ ker(Q̂1).

Итак, ker(A− λI) = he
[

ker(Q̂2)
]

.
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Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; C — алгебраически замкнутое поле, A, B — эрмитовы полуторалиней-
ные формы в пространстве L, B > 0. Докажем, что существуют векторы e′1, . . . , e

′
N ,

удовлетворяющие условиям: e′ — базис пространства L, [A](e′) — диагональная

матрица, [B](e′) = Ĩ.
Так как: B — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L, B > 0, то B —

скалярное произведение в пространстве L. Обозначим, H = (L,B). Тогда H — линейное
евклидово пространство над полем K. Следовательно, g = [B].

Очевидно, существует единственный оператор Â, удовлетворяющий условиям: Â ∈
Lin(H,H), A(x, y) = (x, Ây) при x, y ∈ H. Так как A — эрмитова форма, то Â — самосо-
пряжённый оператор. Пусть e — базис пространства H. Тогда [A](e) = [B](e)[Â](e). Следо-
вательно, [Â](e) = [B](e)−1[A](e). Пусть e — ортонормированный базис. Тогда [B](e) = Ĩ.
Следовательно, [A](e) = [Â](e).

Так как: C — алгебраически замкнутое поле, Â — самосопряжённый оператор, то су-
ществуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′ — ортонормированный базис

пространства H, e′1, . . . , e
′
N — собственные векторы оператора Â. Так как e′1, . . . , e

′
N —

собственные векторы оператора Â, то [Â](e′) — диагональная матрица. Так как e′ — орто-
нормированный базис, то [A](e′) = [Â](e′). Тогда [A](e′) — диагональная матрица. Так как
e′ — ортонормированный базис, то [B](e′) = Ĩ.

• Пусть e — базис пространства H. Пусть λ ∈ C. Тогда:

F̃Â(λ) = det
(

[Â](e)− λĨ
)

= det
(

[B](e)−1
(

[A](e)− λ[B](e)
)

)

=
det
(

[A](e)− λ[B](e)
)

det
(

[B](e)
) .

Пусть λ ∈ K. Обозначим, Q1 = [Â](e) − λĨ. Тогда Q1 = [Â − λI](e). Следовательно,
ker(Â − λI) = h−1

e

[

ker(Q̂1)
]

. Обозначим, Q2 = [A](e) − λ[B](e). Докажем, что ker(Q̂1) =

ker(Q̂2). Пусть x̃ ∈ ker(Q̂1). Тогда:
{

x̃ ∈ KN ,
(

[Â](e)− λĨ
)

x̃ = θ̃;






x̃ ∈ KN ,

[B](e)
(

(

[Â](e)− λĨ
)

x̃
)

= [B](e)θ̃;
{

x̃ ∈ KN ,
(

[A](e)− λ[B](e)
)

x̃ = θ̃;

x̃ ∈ ker(Q̂2).

Пусть x̃ ∈ ker(Q̂2). Тогда:
{

x̃ ∈ KN ,
(

[A](e)− λ[B](e)
)

x̃ = θ̃;






x̃ ∈ KN ,

[B](e)−1
(

(

[A](e)− λ[B](e)
)

x̃
)

= [B](e)−1θ̃;
{

x̃ ∈ KN ,
(

[Â](e)− λĨ
)

x̃ = θ̃;
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x̃ ∈ ker(Q̂1).

Итак, ker(A− λI) = h−1
e

[

ker(Q̂2)
]

.
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Лекция 19. Кривые и поверхности второго порядка

19.1. Аффинное пространство

Определение (аффинное пространство). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; M — множество, L — ли-
нейное пространство над полем K, F : M2 =⇒ L. Далее обычно будем писать «−−→p1p2» вме-
сто «F (p1, p2)».

Пусть:
1. ∃p(p ∈M);
2. −−→p1p2 +−−→p2p3 = −−→p1p3 при p1, p2, p3 ∈M ;
3. ∀p1 ∈M∀x ∈ L∃!p2 ∈M(−−→p1p2 = x).
Будем говорить, что: (M,L, F ) — аффинное пространство над полем K; M — носи-

тель пространства (M,L, F ); L — линейное пространство, ассоциированное с аффинным
пространством (M,L, F ); F — операция векторизации пространства (M,L, F ). Будем гово-
рить, что p — точка пространства (M,L, F ), если p ∈M . Будем говорить, что x — вектор
пространства (M,L, F ), если x ∈ L. Далее обычно будем отождествлять пространство
(M,L, F ) и множество M .

Пусть Q = (M,L, F ). Обозначим, ~Q = L.

Утверждение (простейшие свойства операции векторизации). Пусть: K ∈ {C,R,Q};
Q — аффинное пространство над полем K.

1. Пусть p ∈ Q. Тогда −→pp = θ.
2. Пусть: p1, p2 ∈ Q, −−→p1p2 = θ. Тогда p1 = p2.
3. Пусть p1, p2 ∈ Q. Тогда −−−→p1p2 = −−→p2p1.

Доказательство.
1. Очевидно, −→pp +−→pp = −→pp. С другой стороны, −→pp + θ = −→pp. Тогда −→pp = θ.
2. Очевидно, −−→p1p1 = θ. С другой стороны, −−→p1p2 = θ. Тогда p1 = p2.
3. Очевидно, −−→p1p2 + (−−−→p1p2) = θ. С другой стороны: −−→p1p2 + −−→p2p1 = −−→p1p1 = θ. Тогда

−−−→p1p2 = −−→p2p1.

Определение (операция откладывания вектора от точки). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; Q — аф-
финное пространство над полем K.

Пусть: p1 ∈ Q, x ∈ ~Q. Выберем точку p2, удовлетворяющую условиям: p2 ∈ Q, −−→p1p2 = x.
Обозначим, p1 ⊕ x = p2. Далее обычно будем писать «p1 + x» вместо «p1 ⊕ x».

Пусть: p1 ∈ Q, x ∈ ~Q. Очевидно: p1 ⊕ x ∈ Q,
−−−−−−→
p1(p1 ⊕ x) = x.

Утверждение (простейшие свойства операции откладывания вектора от точки). Пусть:
K ∈ {C,R,Q}; Q — аффинное пространство над полем K.

1. Пусть p1, p2 ∈ Q. Тогда p1 ⊕−−→p1p2 = p2.
2. Пусть: p1 ∈ Q, x, y ∈ ~Q. Тогда (p1 ⊕ x)⊕ y = p1 ⊕ (x+ y).
3. Пусть p ∈ Q. Тогда p⊕ θ = p.

Доказательство.

1. Очевидно,
−−−−−−−−−→
p1(p1 ⊕−−→p1p2) = −−→p1p2. Тогда p1 ⊕−−→p1p2 = p2.

2. Обозначим, p2 = p1 ⊕ x. Тогда: x =
−−−−−−→
p1(p1 ⊕ x) = −−→p1p2. Обозначим, p3 = p2 ⊕ y. Тогда:

y =
−−−−−−→
p2(p2 ⊕ y) = −−→p2p3. Очевидно:

p1 ⊕ (x+ y) = p1 ⊕ (−−→p1p2 +−−→p2p3) = p1 ⊕−−→p1p3 = p3 = p2 ⊕ y = (p1 ⊕ x)⊕ y.
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3. Очевидно: p⊕ θ = p⊕−→pp = p.

Замечание (аффинная система координат в аффинном пространстве). Пусть: K ∈
{C,R,Q}; Q — аффинное пространство над полем K, N ∈ N, dim(Q) = N .

• Пусть: O ∈ Q, e — базис пространства Q. Обозначим: hO,e(p) = [
−→
Op](e) при p ∈

Q. Очевидно: hO,e — обратимая функция, D(hO,e) = Q, R(hO,e) = KN ; h−1
O,e(x) = O +

xkek при x ∈ KN . Будем говорить, что: hO,e — аффинная координатная карта (аффинная
система координат) в пространстве Q, соответствующая точке O и базису e; O — начало
отсчёта координатной карты hO,e; e — базис координатной карты hO,e. Пусть p ∈ Q. Будем
говорить, что hO,e(p) — столбец координат точки p в координатной карте hO,e.

Очевидно:

hO,e(O) = [
−→
OO](e) = [θ](e) = θ̃;

hO,e(O + ek) =
[−−−−−−−→
O(O + ek)

]

(e) = [ek](e) = Ĩk, k = 1, N.

Тогда:

O = h−1
O,e(θ̃);

ek =
−−−−−−−→
O(O + ek) =

−−−−−−−−−−→
h−1
O,e(θ̃)h

−1
O,e(Ĩk), k = 1, N.

• Пусть: O, O′ ∈ Q, e, e′ — базисы пространства Q. Пусть p ∈ Q. Тогда:

hO,e(p) = [
−→
Op](e) = [

−−→
OO′ +

−→
O′p](e) = [

−−→
OO′](e) + [

−→
O′p](e) = [

−−→
OO′](e) + α(e, e′)[

−→
O′p](e′) =

= hO,e(O
′) + α(e, e′)hO′,e′(p).

Очевидно:

hO′,e′(O) = [
−−→
O′O](e′) = [−

−−→
OO′](e′) = −[

−−→
OO′](e′) = −α(e′, e)[

−−→
OO′](e) = −α(e′, e)hO,e(O

′).

Пусть: O, O′ ∈ Q, e — базис пространства Q. Пусть p ∈ Q. Тогда:

hO,e(p) = hO,e(O
′) + hO′,e(p).

Очевидно:

hO′,e(O) = −hO,e(O
′).

Пусть: O ∈ Q, e, e′ — базисы пространства Q. Пусть p ∈ Q. Тогда:

hO,e(p) = α(e, e′)hO,e′(p).

Замечание (матрица β(O, e;O′, e′)). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; Q — аффинное пространство
над полем K, N ∈ N, dim(Q) = N .

Пусть: O, O′ ∈ Q, e, e′ — базисы пространства Q. Обозначим:

β(O, e;O′, e′) =

(

α(e, e′) hO,e(O
′)

0 · · · 0 1

)

.

Очевидно: β(O, e;O′, e′) ∈ K(N+1)×(N+1), det
(

β(O, e;O′, e′)
)

= det
(

α(e, e′)
)

6= 0.
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• Пусть: O ∈ Q, e — базис пространства Q. Очевидно, β(O, e;O, e) = ĨN+1 (здесь ĨN+1 —
единичная матрица из множества K(N+1)×(N+1)).

• Пусть: O, O′, O′′ ∈ Q, e, e′, e′′ — базисы пространства Q. Докажем, что

β(O, e;O′, e′)β(O′, e′;O′′, e′′) = β(O, e;O′′, e′′).
Пусть k, k′′ = 1, N . Тогда:

(

β(O, e;O′, e′)β(O′, e′;O′′, e′′)
)k

k′′
=

∑

k′=1,N+1

βk
k′(O, e;O

′, e′)βk′

k′′(O
′, e′;O′′, e′′) =

=
∑

k′=1,N

βk
k′(O, e;O

′, e′)βk′

k′′(O
′, e′;O′′, e′′) + βk

N+1(O, e;O
′, e′)βN+1

k′′ (O′, e′;O′′, e′′) =

= αk
k′(e, e

′)αk′

k′′(e
′, e′′) = αk

k′′(e, e
′′) = βk

k′′(O, e;O
′′, e′′).

Пусть k′′ = 1, N . Тогда:

(

β(O, e;O′, e′)β(O′, e′;O′′, e′′)
)N+1

k′′
=

∑

k′=1,N+1

βN+1
k′ (O, e;O′, e′)βk′

k′′(O
′, e′;O′′, e′′) =

=
∑

k′=1,N

βN+1
k′ (O, e;O′, e′)βk′

k′′(O
′, e′;O′′, e′′) + βN+1

N+1(O, e;O
′, e′)βN+1

k′′ (O′, e′;O′′, e′′) = 0 =

= βN+1
k′′ (O, e;O′′, e′′).

Пусть k = 1, N . Тогда:

(

β(O, e;O′, e′)β(O′, e′;O′′, e′′)
)k

N+1
=

∑

k′=1,N+1

βk
k′(O, e;O

′, e′)βk′

N+1(O
′, e′;O′′, e′′) =

=
∑

k′=1,N

βk
k′(O, e;O

′, e′)βk′

N+1(O
′, e′;O′′, e′′) + βk

N+1(O, e;O
′, e′)βN+1

N+1(O
′, e′;O′′, e′′) =

= αk
k′(e, e

′)hk
′

O′,e′(O
′′) + hkO,e(O

′) = hkO,e(O
′′) = βk

N+1(O, e;O
′′, e′′).

Очевидно:

(

β(O, e;O′, e′)β(O′, e′;O′′, e′′)
)N+1

N+1
=

∑

k′=1,N+1

βN+1
k′ (O, e;O′, e′)βk′

N+1(O
′, e′;O′′, e′′) =

=
∑

k′=1,N

βN+1
k′ (O, e;O′, e′)βk′

N+1(O
′, e′;O′′, e′′) + βN+1

N+1(O, e;O
′, e′)βN+1

N+1(O
′, e′;O′′, e′′) = 1 =

= βN+1
N+1(O, e;O

′′, e′′).

• Пусть: O, O′ ∈ Q, e, e′ — базисы пространства Q. Тогда: β(O, e;O′, e′)β(O′, e′;O, e) =
β(O, e;O, e) = ĨN+1. Следовательно, β(O, e;O′, e′)−1 = β(O′, e′;O, e).

Замечание (функция ψO,e). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; Q — аффинное пространство над по-
лем K, N ∈ N, dim(Q) = N .

Пусть: O ∈ Q, e — базис пространства Q. Обозначим:

ψO,e(p) =

(

hO,e(p)
1

)

, p ∈ Q.

Очевидно: ψO,e — обратимая функция, D(ψO,e) = Q, R(ψO,e) = {x : x ∈ KN+1 ∧ xN+1 = 1};
ψ−1
O,e(x) = O +

∑

k=1,N

xkek при: x ∈ KN+1, xN+1 = 1.
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• Пусть: O, O′ ∈ Q, e, e′ — базисы пространства Q. Пусть p ∈ Q. Докажем, что

ψO,e(p) = β(O, e;O′, e′)ψO′,e′(p).
Пусть k = 1, N . Тогда:

(

β(O, e;O′, e′)ψO′,e′(p)
)k

=
∑

k′=1,N+1

βk
k′(O, e;O

′, e′)ψk′

O′,e′(p) =

=
∑

k′=1,N

βk
k′(O, e;O

′, e′)ψk′

O′,e′(p) + βk
N+1(O, e;O

′, e′)ψN+1
O′,e′ (p) =

= αk
k′(e, e

′)hk
′

O′,e′(p) + hkO,e(O
′) = hkO,e(p) = ψk

O,e(p).

Очевидно:

(

β(O, e;O′, e′)ψO′,e′(p)
)N+1

=
∑

k′=1,N+1

βN+1
k′ (O, e;O′, e′)ψk′

O′,e′(p) =

=
∑

k′=1,N

βN+1
k′ (O, e;O′, e′)ψk′

O′,e′(p) + βN+1
N+1(O, e;O

′, e′)ψN+1
O′,e′ (p) = 1 = ψN+1

O,e (p).

19.2. Полином степени не выше 2 в аффинном пространстве

Определение. Пусть:Q— аффинное пространство над полем R,N ∈ N, dim(Q) = N . Будем
говорить, что F — полином степени не выше 2 в пространстве Q, если: F — функция,
D(F ) = Q, существуют объекты O, e, A, B, C, удовлетворяющие условиям: O ∈ Q, e —
базис пространства Q, A ∈ RN×N , A — симметричная матрица, B ∈ R1×N , C ∈ R,

F (p) = Ak,mh
k
O,e(p)h

m
O,e(p) + 2Bmh

m
O,e(p) + C, p ∈ Q.

Определение. Пусть: Q — аффинное пространство над полем R, N ∈ N, dim(Q) = N ; F —
полином степени не выше 2 в пространстве Q.

1. Пусть: O ∈ Q, e — базис пространства Q. Будем говорить, что A, B, C — коэф-
фициенты первого рода полинома F в координатной карте hO,e, если: A ∈ RN×N , A —
симметричная матрица, B ∈ R1×N , C ∈ R,

F (p) = Ak,mh
k
O,e(p)h

m
O,e(p) + 2Bmh

m
O,e(p) + C, p ∈ Q.

2. Будем говорить, что
{

A(O, e)
}

O,e
,
{

B(O, e)
}

O,e
,
{

C(O, e)
}

O,e
— семейства коэффи-

циентов первого рода полинома F , если для любой точки O ∈ Q и для любого базиса e
пространства Q справедливо утверждение: A(O, e), B(O, e), C(O, e) — коэффициенты пер-
вого рода полинома F в координатной карте hO,e.

3. Пусть: O ∈ Q, e — базис пространства Q. Будем говорить, что D — коэффициен-
ты второго рода полинома F в координатной карте hO,e, если: D ∈ R(N+1)×(N+1), D —
симметричная матрица,

F (p) =
∑

k,m=1,N+1

Dk,mψ
k
O,e(p)ψ

m
O,e(p), p ∈ Q.

4. Будем говорить, что
{

D(O, e)
}

O,e
— семейство коэффициентов второго рода полино-

ма F , если для любой точки O ∈ Q и для любого базиса e пространства Q, справедливо
утверждение: D(O, e) — коэффициенты второго рода полинома F в координатной кар-
те hO,e.
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5. Пусть O ∈ Q. Будем говорить, что A, B, C — коэффициенты третьего рода полино-
ма F относительно точки O, если: A— симметричная билинейная форма в пространстве ~Q,
B — линейная форма в пространстве ~Q, C ∈ R,

F (p) = A(
−→
Op,

−→
Op) + 2B(

−→
Op) + C, p ∈ Q.

6. Будем говорить, что {AO}O∈Q, {BO}O∈Q, {CO}O∈Q — семейства коэффициентов тре-
тьего рода полинома F , если для любой точки O ∈ Q справедливо утверждение: AO, BO,
CO — коэффициенты третьего рода полинома F относительно точки O.

Утверждение. Пусть: L — линейное пространство над полем R; A1, A2 — симметрич-
ные билинейные формы в пространстве L, B1, B2 — линейные формы в пространстве L,
C1, C2 ∈ R,

A1(x, x) + 2B1(x) + C1 = A2(x, x) + 2B2(x) + C2, x ∈ L.

Тогда: A1 = A2, B1 = B2, C1 = C2.

Доказательство. Пусть: t ∈ R, x ∈ L. Тогда:

A1(tx, tx) + 2B1(tx) + C1 = A2(tx, tx) + 2B2(tx) + C2,

A1(x, x)t
2 + 2B1(x)t+ C1 = A2(x, x)t

2 + 2B2(x)t+ C2.

В силу произвольности выбора числа t ∈ R получаем, что: A1(x, x) = A2(x, x), B1(x) =
B2(x), C1 = C2. В силу произвольности выбора вектора x ∈ L получаем, что: A1(x, x) =
A2(x, x) при x ∈ L; B1(x) = B2(x) при x ∈ L; C1 = C2.

Так как: A1(x, x) = A2(x, x) при x ∈ L; A1, A2 — симметричные билинейные формы,
то: A1(x, y) = A2(x, y) при x, y ∈ L. Тогда A1 = A2.

Так как: B1(x) = B2(x) при x ∈ L, то B1 = B2.

Утверждение. Пусть: Q — аффинное пространство над полем R; O ∈ Q, A1, A2 —
симметричные билинейные формы в пространстве ~Q, B1, B2 — линейные формы в про-
странстве ~Q, C1, C2 ∈ R,

A1(
−→
Op,

−→
Op) + 2B1(

−→
Op) + C1 = A2(

−→
Op,

−→
Op) + 2B2(

−→
Op) + C2, p ∈ Q.

Тогда: A1 = A2, B1 = B2, C1 = C2.

Замечание (выражение A(
−→
Op,

−→
Op)+2B(

−→
Op)+C). Пусть: Q — аффинное пространство над

полем R, N ∈ N, dim(Q) = N ; O ∈ Q, e — базис пространства Q.
• Пусть: Ã ∈ RN×N , Ã — симметричная матрица, B̃ ∈ R1×N , C̃ ∈ R, A(x, y) =

Ãk,m[x]
k(e)[y]m(e) при x, y ∈ ~Q; B(x) = B̃m[x]

m(e) при x ∈ ~Q; C = C̃. Очевидно: A —

симметричная билинейная форма в пространстве ~Q, B — линейная форма в простран-
стве ~Q, C ∈ R, Ã = [A](e), B̃ = [B](e), C̃ = C. Пусть p ∈ Q. Тогда:

A(
−→
Op,

−→
Op) + 2B(

−→
Op) + C = Ãk,m[

−→
Op]k(e)[

−→
Op]m(e) + 2B̃m[

−→
Op]m(e) + C̃ =

= Ãk,mh
k
O,e(p)h

m
O,e(p) + 2B̃mh

m
O,e(p) + C̃.

• Пусть: A— симметричная билинейная форма в пространстве ~Q, B — линейная форма
в пространстве ~Q, C ∈ R, Ã = [A](e), B̃ = [B](e), C̃ = C. Очевидно: Ã ∈ RN×N , Ã —

симметричная матрица, B̃ ∈ R1×N , C̃ ∈ R, A(x, y) = Ãk,m[x]
k(e)[y]m(e) при x, y ∈ ~Q;

B(x) = B̃m[x]
m(e) при x ∈ ~Q; C = C̃.
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Утверждение. Пусть: Q — аффинное пространство над полем R, N ∈ N, dim(Q) = N ;
O ∈ Q, e — базис пространства Q, A1, A2 ∈ RN×N , A1, A2 — симметричные матрицы,
B1, B2 ∈ R1×N , C1, C2 ∈ R,

(A1)k,mh
k
O,e(p)h

m
O,e(p) + 2(B1)mh

m
O,e(p) + C1 = (A2)k,mh

k
O,e(p)h

m
O,e(p) + 2(B2)mh

m
O,e(p) + C2,

p ∈ Q.

Тогда: A1 = A2, B1 = B2, C1 = C2.

Замечание (выражение
∑

k,m=1,N+1

Dk,mψ
k
O,e(p)ψ

m
O,e(p)). Пусть: Q — аффинное пространство

над полем R, N ∈ N, dim(Q) = N ; O ∈ Q, e — базис пространства Q.
• Пусть: A ∈ RN×N , A — симметричная матрица, B ∈ R1×N , C ∈ R,

D =

(

A BT

B C

)

.

Очевидно: D ∈ R(N+1)×(N+1), D — симметричная матрица,

A =







D1,1 · D1,N
...

...
...

DN,1 · DN,N






,

B = (DN+1,1 · · ·DN+1,N),

C = DN+1,N+1.

Пусть p ∈ Q. Тогда:
∑

k,m=1,N+1

Dk,mψ
k
O,e(p)ψ

m
O,e(p) =

∑

k,m=1,N

Dk,mψ
k
O,e(p)ψ

m
O,e(p) +

∑

m=1,N

DN+1,mψ
N+1
O,e (p)ψm

O,e(p) +

+
∑

k=1,N

Dk,N+1ψ
k
O,e(p)ψ

N+1
O,e (p) +DN+1,N+1ψ

N+1
O,e (p)ψN+1

O,e (p) =

= Ak,mh
k
O,e(p)h

m
O,e(p) + 2Bmh

m
O,e(p) + C.

• Пусть: D ∈ R(N+1)×(N+1), D — симметричная матрица,

A =







D1,1 · D1,N
...

...
...

DN,1 · DN,N






,

B = (DN+1,1 · · ·DN+1,N),

C = DN+1,N+1.

Очевидно: A ∈ RN×N , A — симметричная матрица, B ∈ R1×N , C ∈ R,

D =

(

A BT

B C

)

.

Утверждение. Пусть: Q — аффинное пространство над полем R, N ∈ N, dim(Q) = N ;
O ∈ Q, e — базис пространства Q, D1, D2 ∈ R(N+1)×(N+1), D1, D2 — симметричные
матрицы,

(D1)k,mψ
k
O,e(p)ψ

m
O,e(p) = (D2)k,mψ

k
O,e(p)ψ

m
O,e(p), p ∈ Q.

Тогда D1 = D2.
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Утверждение. Пусть: Q — аффинное пространство над полем R, N ∈ N, dim(Q) = N ;
F — полином степени не выше 2 в пространстве Q.

Пусть: O ∈ Q, e — базис пространства Q, D1 — коэффициенты второго рода поли-
нома F в координатной карте hO,e.

Пусть: O′ ∈ Q, e′ — базис пространства Q,

(D2)k′,m′ = (D1)k,mβ
k
k′(O, e;O

′, e′)βm
m′(O, e;O′, e′), k′, m′ = 1, N + 1.

Тогда D2 — коэффициенты второго рода полинома F в координатной карте hO′,e′.

Доказательство. Очевидно: D2 ∈ R(N+1)×(N+1), D2 — симметричная матрица. Пусть p ∈
Q. Тогда:

F (p) = (D1)k,mψ
k
O,e(p)ψ

m
O,e(p) = (D1)k,m

(

βk
k′(O, e;O

′, e′)ψk′

O′,e′(p)
)(

βm
m′(O, e;O′, e′)ψm′

O′,e′(p)
)

=

=
(

(D1)k,mβ
k
k′(O, e;O

′, e′)βm
m′(O, e;O′, e′)

)

ψk′

O′,e′(p)ψ
m′

O′,e′(p) = (D2)k′,m′ψk′

O′,e′(p)ψ
m′

O′,e′(p).

Итак, D2 — коэффициенты второго рода полинома F в координатной карте hO′,e′ .

Утверждение. Пусть: Q — аффинное пространство над полем R, N ∈ N, dim(Q) = N ;
F — полином степени не выше 2 в пространстве Q.

1. Пусть: O ∈ Q, e — базис пространства Q. Существует объект D, удовлетворяю-
щий условию: D — коэффициенты второго рода полинома F в координатной карте hO,e.

2. Пусть: O ∈ Q, e — базис пространства Q. Существуют объекты A, B, C, удовле-
творяющие условию: A, B, C — коэффициенты первого рода полинома F в координатной
карте hO,e.

3. Пусть O ∈ Q. Существуют объекты A, B, C, удовлетворяющие условию: A, B,
C — коэффициенты третьего рода полинома F относительно точки O.

Утверждение. Пусть: Q — аффинное пространство над полем R, N ∈ N, dim(Q) =
N ; F — полином степени не выше 2 в пространстве Q,

{

A(O, e)
}

O,e
,
{

B(O, e)
}

O,e
,

{

C(O, e)
}

O,e
— семейства коэффициентов первого рода полинома F , O ∈ Q, e — базис

пространства Q.
1. Справедливо утверждение:

D(O, e) =

(

A(O, e) B(O, e)T

B(O, e) C(O, e)

)

.

2. Справедливы утверждения: A(O, e) = [AO](e), B(O, e) = [BO](e), C(O, e) = CO.

Утверждение. Пусть: Q — аффинное пространство над полем R, N ∈ N, dim(Q) =
N ; F — полином степени не выше 2 в пространстве Q,

{

A(O, e)
}

O,e
,
{

B(O, e)
}

O,e
,

{

C(O, e)
}

O,e
— семейства коэффициентов первого рода полинома F .

Пусть: O, O′ ∈ Q, e, e′ — базисы пространства Q. Тогда:

Dk′,m′(O′, e′) = Dk,m(O, e)β
k
k′(O, e;O

′, e′)βm
m′(O, e;O′, e′), k′, m′ = 1, N + 1.

Утверждение. Пусть: Q — аффинное пространство над полем R, N ∈ N, dim(Q) =
N ; F — полином степени не выше 2 в пространстве Q,

{

A(O, e)
}

O,e
,
{

B(O, e)
}

O,e
,

{

C(O, e)
}

O,e
— семейства коэффициентов первого рода полинома F .
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Пусть: O, O′ ∈ Q, e, e′ — базисы пространства Q. Тогда:

Ak′,m′(O′, e′) = Ak,m(O, e)α
k
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′), k′, m′ = 1, N ;

Bm′(O′, e′) =
(

Ak,m(O, e)h
k
O,e(O

′) + Bm(O, e)
)

αm
m′(e, e′), m′ = 1, N ;

C(O′, e′) = Ak,m(O, e)h
k
O,e(O

′)hmO,e(O
′) + 2Bm(O, e)h

m
O,e(O

′) + C(O, e).

Доказательство. Пусть k′, m′ = 1, N . Тогда:

Ak′,m′(O′, e′) = Dk′,m′(O′, e′) =

=
∑

k,m=1,N+1

Dk,m(O, e)β
k
k′(O, e;O

′, e′)βm
m′(O, e;O′, e′) =

=
∑

k,m=1,N

Dk,m(O, e)β
k
k′(O, e;O

′, e′)βm
m′(O, e;O′, e′) +

+
∑

m=1,N

DN+1,m(O, e)β
N+1
k′ (O, e;O′, e′)βm

m′(O, e;O′, e′) +

+
∑

k=1,N

Dk,N+1(O, e)β
k
k′(O, e;O

′, e′)βN+1
m′ (O, e;O′, e′) +

+DN+1,N+1(O, e)β
N+1
k′ (O, e;O′, e′)βN+1

m′ (O, e;O′, e′) =

= Ak,m(O, e)α
k
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′).

Пусть m′ = 1, N . Тогда:

Bm′(O′, e′) = DN+1,m′(O′, e′) =

=
∑

k,m=1,N+1

Dk,m(O, e)β
k
N+1(O, e;O

′, e′)βm
m′(O, e;O′, e′) =

=
∑

k,m=1,N

Dk,m(O, e)β
k
N+1(O, e;O

′, e′)βm
m′(O, e;O′, e′) +

+
∑

m=1,N

DN+1,m(O, e)β
N+1
N+1(O, e;O

′, e′)βm
m′(O, e;O′, e′) +

+
∑

k=1,N

Dk,N+1(O, e)β
k
N+1(O, e;O

′, e′)βN+1
m′ (O, e;O′, e′) +

+DN+1,N+1(O, e)β
N+1
N+1(O, e;O

′, e′)βN+1
m′ (O, e;O′, e′) =

=
(

Ak,m(O, e)h
k
O,e(O

′) + Bm(O, e)
)

αm
m′(e, e′).

Очевидно:

C(O′, e′) = DN+1,N+1(O
′, e′) =

=
∑

k,m=1,N+1

Dk,m(O, e)β
k
N+1(O, e;O

′, e′)βm
N+1(O, e;O

′, e′) =

=
∑

k,m=1,N

Dk,m(O, e)β
k
N+1(O, e;O

′, e′)βm
N+1(O, e;O

′, e′) +

+
∑

m=1,N

DN+1,m(O, e)β
N+1
N+1(O, e;O

′, e′)βm
N+1(O, e;O

′, e′) +
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+
∑

k=1,N

Dk,N+1(O, e)β
k
N+1(O, e;O

′, e′)βN+1
N+1(O, e;O

′, e′) +

+DN+1,N+1(O, e)β
N+1
N+1(O, e;O

′, e′)βN+1
N+1(O, e;O

′, e′) =

= Ak,m(O, e)h
k
O,e(O

′)hmO,e(O
′) + 2Bm(O, e)h

m
O,e(O

′) + C(O, e).

Замечание. Пусть: Q — аффинное пространство над полем R, N ∈ N, dim(Q) = N ; F —
полином степени не выше 2 в пространстве Q,

{

A(O, e)
}

O,e
,
{

B(O, e)
}

O,e
,
{

C(O, e)
}

O,e
—

семейства коэффициентов первого рода полинома F .
Пусть: O, O′ ∈ Q, e — базис пространства Q. Тогда:

A(O′, e) = A(O, e);

Bm(O
′, e) = Ak,m(O, e)h

k
O,e(O

′) + Bm(O, e), m = 1, N ;

C(O′, e) = Ak,m(O, e)h
k
O,e(O

′)hmO,e(O
′) + 2Bm(O, e)h

m
O,e(O

′) + C(O, e).

Пусть: O ∈ Q, e, e′ — базисы пространства Q. Тогда:

Ak′,m′(O, e′) = Ak,m(O, e)α
k
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′), k′, m′ = 1, N ;

Bm′(O, e′) = Bm(O, e)α
m
m′(e, e′), m′ = 1, N ;

C(O, e′) = C(O, e).

Утверждение. Пусть: Q — аффинное пространство над полем R, N ∈ N, dim(Q) =
N ; F — полином степени не выше 2 в пространстве Q,

{

A(O, e)
}

O,e
,
{

B(O, e)
}

O,e
,

{

C(O, e)
}

O,e
— семейства коэффициентов первого рода полинома F .

Пусть O, O′ ∈ Q. Тогда:

AO′ = AO;

BO′(x) = AO(
−−→
OO′, x) +BO(x), x ∈ ~Q;

CO′ = AO(
−−→
OO′,

−−→
OO′) + 2BO(

−−→
OO′) + CO.

Определение (классификация полиномов). Пусть: Q — аффинное пространство над по-
лем R,N ∈ N, dim(Q) = N ; F — полином степени не выше 2 в пространствеQ,

{

A(O, e)
}

O,e
,

{

B(O, e)
}

O,e
,
{

C(O, e)
}

O,e
— семейства коэффициентов первого рода полинома F .

1. Будем говорить, что F — полином степени 2, если: A(O, e) 6= Θ̃ при: O ∈ Q, e — базис
пространства Q.

2. Будем говорить, что F — эллиптический полином, если: det
(

A(O, e)
)

> 0 при: O ∈ Q,
e — базис пространства Q.

3. Будем говорить, что F — гиперболический полином, если: det
(

A(O, e)
)

< 0 при:
O ∈ Q, e — базис пространства Q.

4. Будем говорить, что F — параболический полином, если: A(O, e) 6= Θ̃, det
(

A(O, e)
)

=
0 при: O ∈ Q, e — базис пространства Q.

Замечание. Пусть: Q — аффинное евклидово пространство над полем R, N ∈ N,
dim(Q) = N ; F — полином степени не выше 2 в пространстве Q,

{

A(O, e)
}

O,e
,
{

B(O, e)
}

O,e
,

{

C(O, e)
}

O,e
— семейства коэффициентов первого рода полинома F , O ∈ Q.

Очевидно, существует единственный оператор ÂO, удовлетворяющий условиям: ÂO ∈
Lin( ~Q, ~Q), AO(x, y) = (x, ÂOy) при x, y ∈ ~Q. Так как AO — симметричная билинейная
форма, то ÂO — самосопряжённый оператор.
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Очевидно, существует единственный вектор ~BO, удовлетворяющий условиям: ~BO ∈ ~Q,
BO(x) = ( ~BO, x) при x ∈ ~Q.

Пусть p ∈ Q. Тогда:

F (p) = AO(
−→
Op,

−→
Op) + 2BO(

−→
Op) + CO = (

−→
Op, ÂO

−→
Op) + 2( ~BO,

−→
Op) + CO.

Замечание. Пусть: Q — аффинное евклидово пространство над полем R, N ∈ N,
dim(Q) = N ; F — полином степени не выше 2 в пространстве Q,

{

A(O, e)
}

O,e
,
{

B(O, e)
}

O,e
,

{

C(O, e)
}

O,e
— семейства коэффициентов первого рода полинома F , O ∈ Q, e — базис про-

странства Q.

Очевидно:

A(O, e) = [AO](e) = g(e)[ÂO](e);

[ÂO](e) = g(e)−1[AO](e) = g(e)−1A(O, e).

Пусть e — ортонормированный базис. Тогда g(e) = Ĩ. Следовательно:

A(O, e) = [AO](e) = [ÂO](e).

Очевидно:

B(O, e) = [BO](e) =
(

g(e)[ ~BO](e)
)T

;

[ ~BO](e) =
(

[BO](e)g(e)
−1
)T

=
(

B(O, e)g(e)−1
)T
.

Пусть e — ортонормированный базис. Тогда g(e) = Ĩ. Следовательно:

B(O, e) = [BO](e) = [ ~BO](e)
T ;

[ ~BO](e) = [BO](e)
T = B(O, e)T .

Замечание. Пусть: Q — аффинное евклидово пространство над полем R, N ∈ N,
dim(Q) = N ; F — полином степени не выше 2 в пространстве Q,

{

A(O, e)
}

O,e
,
{

B(O, e)
}

O,e
,

{

C(O, e)
}

O,e
— семейства коэффициентов первого рода полинома F .

Пусть O, O′ ∈ Q. Тогда:

ÂO′ = ÂO;

~BO′ = ÂO

−−→
OO′ + ~BO;

CO′ = (
−−→
OO′, ÂO

−−→
OO′) + 2( ~BO,

−−→
OO′) + CO.

Утверждение. Пусть: Q — аффинное пространство над полем R, N ∈ N, dim(Q) =
N ; F — полином степени не выше 2 в пространстве Q,

{

A(O, e)
}

O,e
,
{

B(O, e)
}

O,e
,

{

C(O, e)
}

O,e
— семейства коэффициентов первого рода полинома F .

Пусть: O ∈ Q, e — базис пространства Q, ξ ∈ RN , γ ∈ RN×N , det(γ) 6= 0. Существует
единственный набор объектов O′, e′, удовлетворяющий условиям: O′ ∈ Q, e′ — базис
пространства Q, hO′,e′(O) = ξ, α(e′, e) = γ.
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Доказательство. Пусть: O′ ∈ Q, e′ — базис пространства Q, hO′,e′(O) = ξ, α(e′, e) = γ.
Очевидно: α(e, e′) = α(e′, e)−1 = γ−1. Тогда: e′k′ = (γ−1)kk′ek при k′ = 1, N . Очевидно:
hO,e(O

′) = −α(e, e′)hO′,e′(O) = −γ−1ξ. Тогда O′ = O + (−γ−1ξ)kek.
Пусть: O′ ∈ Q, e′ — базис пространства Q, hO′,e′(O) = ξ, α(e′, e) = γ, O′′ ∈ Q, e′′ — базис

пространства Q, hO′′,e′′(O) = ξ, α(e′′, e) = γ. Тогда: O′ = O+(−γ−1ξ)kek, e
′
k′ = (γ−1)kk′ek при

k′ = 1, N ; O′′ = O + (−γ−1ξ)kek, e
′′
k′′ = (γ−1)kk′′ek при k′′ = 1, N . Следовательно: O′ = O′′,

e′ = e′′.
Пусть: O′ = O+(−γ−1ξ)kek, e

′
k′ = (γ−1)kk′ek при k′ = 1, N . Так как det(γ−1) 6= 0, то: e′ —

базис пространства Q, α(e, e′) = γ−1. Тогда: α(e′, e) = α(e, e′)−1 = (γ−1)−1 = γ. Очевидно:
O′ ∈ Q, hO,e(O

′) = −γ−1ξ. Тогда:

hO′,e′(O) = −α(e′, e)hO,e(O
′) = −γ(−γ−1ξ) = ξ.

Замечание (приведение коэффициентов первого рода к каноническому виду). Пусть: Q —
аффинное евклидово пространство над полем R, N ∈ N, dim(Q) = N ; C — алгебраиче-

ски замкнутое поле, F — полином степени не выше 2 в пространстве Q,
{

A(O, e)
}

O,e
,

{

B(O, e)
}

O,e
,
{

C(O, e)
}

O,e
— семейства коэффициентов первого рода полинома F .

• Пусть O′ ∈ Q. Так как: C — алгебраически замкнутое поле, ÂO′ — самосопряжённый
оператор, то существуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′ — ортонорми-

рованный базис пространства Q, e′1, . . . , e
′
N — собственные векторы оператора ÂO′ . Так как

e′1, . . . , e
′
N — собственные векторы оператора ÂO′ , то [ÂO′ ](e′) — диагональная матрица. Так

как e′ — ортонормированный базис, то A(O′, e′) = [ÂO′ ](e′). Тогда A(O′, e′) — диагональная
матрица.

• Пусть F — полином степени 2 в пространстве Q. Тогда A(O′, e′) 6= Θ̃. Так
как A(O′, e′) — симметричная матрица, то ∃k = 1, N

(

Ak,k(O
′, e′) 6= 0

)

. Без ограничения

общности можно считать, что существует число r, удовлетворяющее условиям: r = 1, N ,
Ak,k(O

′, e′) 6= 0 при k = 1, r; Ak,k(O
′, e′) = 0 при k = r + 1, N .

Пусть ∀k = r + 1, N
(

Bk(O
′, e′) = 0

)

. Пусть: Ã = A(O′, e′), B̃ = B(O′, e′), C̃ = C(O′, e′).
Пусть: p ∈ Q, x̃ = hO′,e′(p). Тогда:

F (p) = Ãk,mx̃
kx̃m + 2B̃mx̃

m + C =
r
∑

k=1

Ãk,k(x̃
k)2 +

r
∑

k=1

2B̃kx̃
k + C̃ =

=
r
∑

k=1

Ãk,k

(

x̃k +
B̃k

Ãk,k

)2

+ C̃ −
r
∑

k=1

B̃2
k

Ãk,k

.

Обозначим:
˜̃A = Ã;

˜̃Bk = 0, k = 1, r;

˜̃Bk = B̃k, k = r + 1, N ;

˜̃C = C̃ −
r
∑

k=1

B̃2
k

Ãk,k

.

Тогда: ˜̃A ∈ RN×N , ˜̃A — диагональная матрица, ˜̃Ak,k 6= 0 при k = 1, r; ˜̃Ak,k = 0 при

k = r + 1, N ; ˜̃B ∈ R1×N , ˜̃Bk = 0 при k = 1, N ; ˜̃C ∈ R. Обозначим:

ξk =
B̃k

Ãk,k

, k = 1, r;
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ξk = 0, k = r + 1, N.

Тогда ξ ∈ RN . Обозначим, ˜̃x = x̃+ ξ. Тогда ˜̃x ∈ RN . Очевидно:

F (p) = ˜̃Ak,m
˜̃xk ˜̃xm + 2 ˜̃Bk

˜̃xk + ˜̃C.

Так как det(Ĩ) = 1 6= 0, то существует единственный набор объектов O′′, e′′, удовлетво-
ряющий условиям: O′′ ∈ Q, e′′ — базис пространства Q, hO′′,e′′(O

′) = ξ, α(e′′, e′) = Ĩ. Тогда:
hO′′,e′′(p) = hO′′,e′′(O

′) + α(e′′, e′)hO′,e′(p) = ξ + x̃ = ˜̃x. Следовательно:

F (p) = ˜̃Ak,mh
k
O′′,e′′(p)h

m
O′′,e′′(p) + 2 ˜̃Bkh

k
O′′,e′′(p) +

˜̃C.

В силу произвольности выбора точки p ∈ Q получаем, что:

F (p) = ˜̃Ak,mh
k
O′′,e′′(p)h

m
O′′,e′′(p) + 2 ˜̃Bkh

k
O′′,e′′(p) +

˜̃C, p ∈ Q.

Так как ˜̃A — симметричная матрица, то: A(O′′, e′′) = ˜̃A, B(O′′, e′′) = ˜̃B, C(O′′, e′′) = ˜̃C.
Тогда: r = 1, N , A(O′′, e′′) — диагональная матрица, Ak,k(O

′′, e′′) 6= 0 при k = 1, r;
Ak,k(O

′′, e′′) = 0 при k = r + 1, N ; Bk(O
′′, e′′) = 0 при k = 1, N .

Пусть ∃k = r + 1, N
(

Bk(O
′, e′) 6= 0

)

. Тогда: r = 1, N − 1, ∃k = r + 1, N
(

Bk(O
′, e′) 6= 0

)

.

Без ограничения общности можно считать, что: r = 1, N − 1, Br+1(O
′, e′) 6= 0. Пусть:

Ã = A(O′, e′), B̃ = B(O′, e′), C̃ = C(O′, e′). Пусть: p ∈ Q, x̃ = hO′,e′(p). Тогда:

F (p) = Ãk,mx̃
kx̃m + 2B̃mx̃

m + C =
r
∑

k=1

Ãk,k(x̃
k)2 +

N
∑

k=1

2B̃kx̃
k + C̃ =

=
r
∑

k=1

Ãk,k

(

x̃k +
B̃k

Ãk,k

)2

+
N
∑

k=r+1

2B̃kx̃
k + C̃ −

r
∑

k=1

B̃2
k

Ãk,k

=

=
r
∑

k=1

Ãk,k

(

x̃k +
B̃k

Ãk,k

)2

+ 2B̃r+1

(

x̃r+1 +
1

2B̃r+1

(

C̃ −
r
∑

k=1

B̃2
k

Ãk,k

)

)

+
N
∑

k=r+2

2B̃kx̃
k.

Обозначим:

˜̃A = Ã;

˜̃Bk = 0, k = 1, r;

˜̃Bk = B̃k, k = r + 1, N ;

˜̃C = 0.

Тогда: ˜̃A ∈ RN×N , ˜̃A — диагональная матрица, ˜̃Ak,k 6= 0 при k = 1, r; ˜̃Ak,k = 0 при

k = r + 1, N ; ˜̃B ∈ R1×N , ˜̃Bk = 0 при k = 1, r; ˜̃Br+1 6= 0, ˜̃C ∈ R, ˜̃C = 0. Обозначим:

ξk =
B̃k

Ãk,k

, k = 1, r;

ξr+1 =
1

2B̃r+1

(

C̃ −
r
∑

k=1

B̃2
k

Ãk,k

)

,
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ξk = 0, k = r + 2, N.

Тогда ξ ∈ RN . Обозначим, ˜̃x = x̃+ ξ. Тогда ˜̃x ∈ RN . Очевидно:

F (p) = ˜̃Ak,m
˜̃xk ˜̃xm + 2 ˜̃Bk

˜̃xk + ˜̃C.

Так как det(Ĩ) = 1 6= 0, то существует единственный набор объектов O′′, e′′, удовлетво-
ряющий условиям: O′′ ∈ Q, e′′ — базис пространства Q, hO′′,e′′(O

′) = ξ, α(e′′, e′) = Ĩ. Тогда:
hO′′,e′′(p) = hO′′,e′′(O

′) + α(e′′, e′)hO′,e′(p) = ξ + x̃ = ˜̃x. Следовательно:

F (p) = ˜̃Ak,mh
k
O′′,e′′(p)h

m
O′′,e′′(p) + 2 ˜̃Bkh

k
O′′,e′′(p) +

˜̃C.

В силу произвольности выбора точки p ∈ Q получаем, что:

F (p) = ˜̃Ak,mh
k
O′′,e′′(p)h

m
O′′,e′′(p) + 2 ˜̃Bkh

k
O′′,e′′(p) +

˜̃C, p ∈ Q.

Так как ˜̃A — симметричная матрица, то: A(O′′, e′′) = ˜̃A, B(O′′, e′′) = ˜̃B, C(O′′, e′′) = ˜̃C.
Тогда: r = 1, N − 1, A(O′′, e′′) — диагональная матрица, Ak,k(O

′′, e′′) 6= 0 при k = 1, r;
Ak,k(O

′′, e′′) = 0 при k = r + 1, N ; Bk(O
′′, e′′) = 0 при k = 1, r; Br+1(O

′′, e′′) 6= 0, C(O′′, e′′) =
0.

Замечание (инварианты полинома). Пусть: Q — аффинное евклидово пространство над
полем R, N ∈ N, dim(Q) = N ; F — полином степени не выше 2 в пространстве Q,
{

A(O, e)
}

O,e
,
{

B(O, e)
}

O,e
,
{

C(O, e)
}

O,e
— семейства коэффициентов первого рода поли-

нома F , O ∈ Q, e — ортонормированный базис пространства Q.
Обозначим:

Ik(O, e) = (−1)N−kαN−k

(

A(O, e)
)

, k = 1, N ;

IN+1(O, e) = det
(

D(O, e)
)

.

Очевидно:

I1(O, e) = (−1)N−1αN−1

(

A(O, e)
)

= (−1)N−1(−1)N−1 tr
(

A(O, e)
)

= tr
(

A(O, e)
)

,

IN(O, e) = (−1)0α0

(

A(O, e)
)

= det
(

A(O, e)
)

.

Утверждение. Пусть: Q — аффинное евклидово пространство над полем R, N ∈
N, dim(Q) = N ; F — полином степени не выше 2 в пространстве Q,

{

A(O, e)
}

O,e
,

{

B(O, e)
}

O,e
,
{

C(O, e)
}

O,e
— семейства коэффициентов первого рода полинома F .

Пусть: O, O′ ∈ Q, e, e′ — ортонормированные базисы пространства Q. Тогда:
Ik(O

′, e′) = Ik(O, e) при k = 1, N + 1.

Доказательство. Пусть k = 1, N . Так как e, e′ — ортонормированные базисы, то:
A(O, e) = [ÂO](e), A(O

′, e′) = [ÂO′ ](e′). Тогда:

Ik(O
′, e′) = (−1)N−kαN−k

(

A(O′, e′)
)

= (−1)N−kαN−k

(

[ÂO′ ](e′)
)

= (−1)N−kαN−k

(

[ÂO](e
′)
)

=

= (−1)N−kαN−k

(

[ÂO](e)
)

= (−1)N−kαN−k

(

A(O, e)
)

= Ik(O, e).

Так как e, e′ — ортонормированные базисы, то α(e, e′) — ортогональная матрица. Тогда:
det
(

α(e, e′)
)

6= 0, α(e, e′)−1 = α(e, e′)T . Следовательно:

IN+1(O
′, e′) = det

(

D(O′, e′)
)

= det
(

β(O, e;O′, e′)TD(O, e)β(O, e;O′, e′)
)

=

= det
(

β(O, e;O′, e′)T
)

det
(

D(O, e)
)

det
(

β(O, e;O′, e′)
)

=

= det
(

α(e, e′)T
)

IN+1(O, e) det
(

α(e, e′)
)

= det
(

α(e, e′)T
)

det
(

α(e, e′)
)

IN+1(O, e) =

= det
(

α(e, e′)Tα(e, e′)
)

IN+1(O, e) = det(Ĩ)IN+1(O, e) = IN+1(O, e).
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19.3. Кривые и поверхности второго порядка

Определение (кривая второго порядка). Пусть: Q — аффинное пространство над полем R,
dim(Q) = 2. Будем говорить, что l — кривая второго порядка в пространстве Q, если суще-
ствует функция F , удовлетворяющая условиям: F — полином степени 2 в пространстве Q,
l = ker(F ).

Определение (поверхность второго порядка). Пусть: Q — аффинное пространство над по-
лем R, N ∈ Z, N > 3, dim(Q) = N . Будем говорить, что σ — поверхность второго порядка
в пространстве Q, если существует функция F , удовлетворяющая условиям: F — полином
степени 2 в пространстве Q, σ = ker(F ).

Замечание. Пусть: x, y ∈ R, xy < 0. Тогда (x < 0 ∧ y > 0) ∨ (x > 0 ∧ y < 0).
Пусть: x, y ∈ R, xy > 0. Тогда (x < 0 ∧ y < 0) ∨ (x > 0 ∧ y > 0).

Замечание. Пусть: Q — аффинное евклидово пространство над полем R, dim(Q) = 2,
Q — ориентированное пространство; C — алгебраически замкнутое поле, l — кривая
второго порядка в пространстве Q.

Так как l — кривая второго порядка в пространстве Q, то существует функция F ,
удовлетворяющая условиям: F — полином степени 2 в пространстве Q, l = ker(F ). Пусть
{

A(O, e)
}

O,e
,
{

B(O, e)
}

O,e
,
{

C(O, e)
}

O,e
— семейства коэффициентов первого рода поли-

нома F .
Так как C — алгебраически замкнутое поле, то существуют объекты O, e, удовлетво-

ряющие одному из следующих наборов условий:
1. O ∈ Q, e — правый ортонормированный базис пространства Q, A1,1 6= 0, A2,2 6= 0,

B1 = 0, B2 = 0;
2. O ∈ Q, e — правый ортонормированный базис пространства Q, A1,1 6= 0, A2,2 = 0,

B1 = 0, B2 = 0;
3. O ∈ Q, e — правый ортонормированный базис пространства Q, A1,1 6= 0, A2,2 = 0,

B1 = 0, B2 6= 0, C = 0.
Тогда:

F (p) =
2
∑

k=1

Ak,k

(

hkO,e(p)
)2

+
2
∑

k=1

2Bkh
k
O,e(p) + C, p ∈ Q.

Следовательно, hO,e[l] — множество всех решений уравнения:

2
∑

k=1

Ak,k(x
k)2 +

2
∑

k=1

2Bkx
k + C = 0.

1. Пусть реализуется 1-й вариант. Пусть A1,1A2,2 < 0. Пусть C 6= 0. Так как: A1,1A2,2 <
0, C 6= 0, то: A1,1C < 0, A2,2C > 0 либо A1,1C > 0, A2,2C < 0. Без ограничения общности
можно считать, что: A1,1C < 0, A2,2C > 0. Очевидно, hO,e[l] — множество всех решений
уравнения:

A1,1(x
1)2 + A2,2(x

2)2 + C = 0;

A1,1(x
1)2 + A2,2(x

2)2 = −C;
A1,1

−C (x1)2 +
A2,2

−C (x2)2 = 1;

(x1)2

−C
A1,1

− (x2)2

C
A2,2

= 1;
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(x1)2
(√

−C
A1,1

)2 − (x2)2
(√

C
A2,2

)2 = 1.

Следовательно, l — гипербола.
2. Пусть реализуется 1-й вариант. Пусть A1,1A2,2 < 0. Пусть C = 0. Так как A1,1A2,2 < 0,

то: sgn(A1,1) 6= 0, sgn(A1,1) = − sgn(A2,2). Очевидно, hO,e[l] — множество всех решений
уравнения:

A1,1(x
1)2 + A2,2(x

2)2 = 0;

|A1,1| (x1)2 − |A2,2| (x2)2 = 0;
(
√

|A1,1| · x1 −
√

|A2,2| · x2
)(
√

|A1,1| · x1 +
√

|A2,2| · x2
)

= 0.

Так как
√

|A1,1|,
√

|A2,2| 6= 0, то l — объединение двух прямых, имеющих одну общую
точку.

3. Пусть реализуется 1-й вариант. Пусть A1,1A2,2 > 0. Пусть A1,1C < 0. Так как:
A1,1A2,2 > 0, A1,1C < 0, то A2,2C < 0. Очевидно, hO,e[l] — множество всех решений уравне-
ния:

A1,1(x
1)2 + A2,2(x

2)2 + C = 0;

A1,1(x
1)2 + A2,2(x

2)2 = −C;
A1,1

−C (x1)2 +
A2,2

−C (x2)2 = 1;

(x1)2

−C
A1,1

+
(x2)2

−C
A2,2

= 1;

(x1)2
(√

−C
A1,1

)2 +
(x2)2

(√

−C
A2,2

)2 = 1.

Без ограничения общности можно считать, что
√

−C
A2,2

6

√

−C
A1,1

. Тогда l — эллипс.

4. Пусть реализуется 1-й вариант. Пусть A1,1A2,2 > 0. Пусть A1,1C = 0. Так как: A1,1 6=
0, A1,1C = 0, то C = 0. Очевидно, hO,e[l] — множество всех решений уравнения:

A1,1(x
1)2 + A2,2(x

2)2 = 0.

Так как: A1,1, A2,2 < 0 либо A1,1, A2,2 > 0, то l — множество, состоящее из одной точки.
5. Пусть реализуется 1-й вариант. Пусть A1,1A2,2 > 0. Пусть A1,1C > 0. Очевидно,

hO,e[l] — множество всех решений уравнения:

A1,1(x
1)2 + A2,2(x

2)2 + C = 0.

Так как: A1,1, A2,2, C < 0 либо A1,1, A2,2, C > 0, то l = ∅.
6. Пусть реализуется 2-й вариант. Пусть A1,1C < 0. Очевидно, hO,e[l] — множество всех

решений уравнения:

A1,1(x
1)2 + C = 0;

(x1)2 +
C

A1,1

= 0;
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(x1)2 − −C
A1,1

= 0;

(

x1 −
√

−C
A1,1

)(

x1 +

√

−C
A1,1

)

= 0.

Так как
√

−C
A1,1

6= 0, то l — объединение двух прямых, не имеющих общих точек.

7. Пусть реализуется второй вариант. Пусть A1,1C = 0. Так как: A1,1 6= 0, A1,1C = 0, то
C = 0. Очевидно, hO,e[l] — множество всех решений уравнения:

A1,1(x
1)2 = 0;

(x1)2 = 0;

x1 = 0.

Тогда l — прямая.
8. Пусть реализуется второй вариант. Пусть A1,1C > 0. Очевидно, hO,e[l] — множество

всех решений уравнения:

A1,1(x
1)2 + C = 0.

Так как: A1,1, C < 0 либо A1,1, C > 0, то l = ∅.
9. Пусть реализуется третий вариант. Пусть: p ∈ Q, x = hO,e(p). Обозначим, λ =

sgn(A1,1B2). Тогда: λ = ±1, λ B2

A1,1
=
∣

∣

B2

A1,1

∣

∣. Очевидно:

F (p) = A1,1(x
1)2 + 2B2x

2 = A1,1(λx
1)2 − 2(λB2)(−λx2).

Обозначим:

γ =

(

0 −λ
λ 0

)

.

Тогда: γ ∈ R2×2, γ — ортогональная матрица, det(γ) = 1. Обозначим, x̃ = γx. Тогда x̃ ∈ R2.
Очевидно:

F (p) = A1,1(x̃
2)2 − 2(λB2)x̃

1.

Так как det(γ) = 1 6= 0, то существует единственный набор объектов O′, e′, удо-
влетворяющий условиям: O′ ∈ Q, e′ — базис пространства Q, hO′,e′(O) = θ̃, α(e′, e) = γ.
Так как: e — правый ортонормированный базис пространства Q, α(e, e′) — ортогональная
матрица, det

(

α(e, e′)
)

= 1 > 0, то e′ — правый ортонормированный базис пространства Q.
Очевидно: hO′,e′(p) = hO′,e′(O) + α(e′, e)hO,e(p) = γx = x̃. Тогда:

F (p) = A1,1

(

h2O′,e′(p)
)2 − 2(λB2)h

1
O′,e′(p).

В силу произвольности выбора точки p ∈ Q получаем:

F (p) = A1,1

(

h2O′,e′(p)
)2 − 2(λB2)h

1
O′,e′(p), p ∈ Q.

Тогда hO′,e′ [l] — множество всех решений уравнения:

A1,1(x̃
2)2 − 2(λB2)x̃

1 = 0;
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A1,1(x̃
2)2 = 2(λB2)x̃

1;

(x̃2)2 = 2λ
B2

A1,1

x̃1;

(x̃2)2 = 2
∣

∣

∣

B2

A1,1

∣

∣

∣x̃1.

Так как
∣

∣

B2

A1,1

∣

∣ > 0, то l — парабола.

Теорема. Пусть: Q — аффинное евклидово пространство над полем R, dim(Q) = 2, Q —
ориентированное пространство; l — кривая второго порядка в пространстве Q. Тогда l
является одним из следующих множеств.

1. Эллипс.
2. Множество, состоящее из одной точки.
3. Пустое множество.
4. Гипербола.
5. Объединение двух прямых, имеющих одну общую точку.
6. Парабола.
7. Объединение двух прямых, не имеющих общих точек.
8. Прямая.

Теорема (без доказательства). Пусть: Q — аффинное евклидово пространство над
полем R, dim(Q) = 2, Q — ориентированное пространство; l — кривая второго порядка
в пространстве Q, ∃p1∃p2(p1 ∈ l ∧ p2 ∈ l ∧ p1 6= p2).

Пусть: F1 — полином степени 2 в пространстве Q, l = ker(F1), F2 — полином сте-
пени 2 в пространстве Q, l = ker(F2). Тогда существует число λ, удовлетворяющее
условиям: λ ∈ R, λ 6= 0, F2 = λF1.

Теорема (без доказательства). Пусть: Q — аффинное евклидово пространство над
полем R, dim(Q) = 3, Q — ориентированное пространство; σ — поверхность второго
порядка в пространстве Q. Тогда σ является одним из следующих множеств.

1. Эллипсоид.
2. Множество, состоящее из одной точки.
3. Пустое множество.
4. Однополостный гиперболоид.
5. Конус второго порядка.
6. Двуполостный гиперболоид.
7. Эллиптический параболоид.
8. Гиперболический параболоид.
9. Эллиптический цилиндр.

10. Прямая.
11. Гиперболический цилиндр.
12. Объединение двух плоскостей, пересекающихся по прямой.
13. Параболический цилиндр.
14. Объединение двух плоскостей, не имеющих общих точек.
15. Плоскость.
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Лекция 20. Элементы теории групп

20.1. Определение группоида

Определение (группоид). Пусть: M — множество, F : M ×M =⇒ M . Далее обычно будем
писать «x ∗ y» вместо «F (x, y)».

Будем говорить, что: (M,F ) — группоид; M — носитель группоида (M,F ); F — ал-
гебраическая операция группоида (M,F ). Далее обычно будем отождествлять группо-
ид (M,F ) и множество M .

Определение (основные понятия, связанные с понятием «группоид»). ПустьG— группоид.
Будем говорить, что G — ассоциативный группоид, если:

∀x ∈ G∀y ∈ G∀z ∈ G
(

(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z)
)

.

Будем говорить, что G — коммутативный группоид, если:

∀x ∈ G∀y ∈ G(x ∗ y = y ∗ x).

Будем говорить, что u — правый нейтральный элемент группоида G, если:

u ∈ G,

∀x ∈ G(x ∗ u = x).

Будем говорить, что u — универсальный правый нейтральный элемент группоида G,
если:

u ∈ G,

∀x ∈ G(x ∗ u = x),

∀x ∈ G∃y ∈ G(x ∗ y = u).

Будем говорить, что u — левый нейтральный элемент группоида G, если:

u ∈ G,

∀x ∈ G(u ∗ x = x).

Будем говорить, что u — универсальный левый нейтральный элемент группоида G,
если:

u ∈ G,

∀x ∈ G(u ∗ x = x),

∀x ∈ G∃y ∈ G(y ∗ x = u).

Будем говорить, что u — двусторонний нейтральный элемент группоида G, если:

u ∈ G,

∀x ∈ G(x ∗ u = x),

∀x ∈ G(u ∗ x = x).
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Будем говорить, что u — универсальный двусторонний нейтральный элемент группо-
ида G, если:

u ∈ G,

∀x ∈ G(x ∗ u = x),

∀x ∈ G(u ∗ x = x),

∀x ∈ G∃y ∈ G(x ∗ y = u ∧ y ∗ x = u).

Замечание (основные формы записи алгебраической операции). Пусть (M,F ) — группоид.
1. Иногда принимают решение писать «xy» вместо «F (x, y)». В этом случае говорят об

использовании мультипликативной формы записи алгебраической операции.
Обычно мультипликативную форму записи алгебраической операции используют

при работе с ассоциативными группоидами.
Пусть используется мультипликативная форма записи алгебраической операции. Бу-

дем применять термины: «правый единичный элемент», «универсальный правый единич-
ный элемент», «левый единичный элемент», «универсальный левый единичный элемент»,
«двусторонний единичный элемент», «универсальный двусторонний единичный элемент»
вместо терминов: «правый нейтральный элемент», «универсальный правый нейтральный
элемент», «левый нейтральный элемент», «универсальный левый нейтральный элемент»,
«двусторонний нейтральный элемент», «универсальный двусторонний нейтральный эле-
мент».

2. Иногда принимают решение писать «x+ y» вместо «F (x, y)». В этом случае говорят
об использовании аддитивной формы записи алгебраической операции.

Обычно аддитивную форму записи алгебраической операции используют при работе
с ассоциативными коммутативными группоидами.

Пусть используется аддитивная форма записи алгебраической операции. Будем при-
менять термины: «правый нулевой элемент», «универсальный правый нулевой элемент»,
«левый нулевой элемент», «универсальный левый нулевой элемент», «двусторонний нуле-
вой элемент», «универсальный двусторонний нулевой элемент» вместо терминов: «правый
нейтральный элемент», «универсальный правый нейтральный элемент», «левый нейтраль-
ный элемент», «универсальный левый нейтральный элемент», «двусторонний нейтраль-
ный элемент», «универсальный двусторонний нейтральный элемент».

3. Нужно очень ясно понимать, что речь идёт именно о двух формах записи алгебра-
ической операции, а не о двух разновидностях группоидов. При работе с одним и тем же
группоидом можно использовать как мультипликативную, так и аддитивную форму запи-
си алгебраической операции. Более того, следует признать, что выражения «xy», «x+ y»
носят жаргонный характер, ибо являются не более, чем типографскими сокращениями
выражения «F (x, y)».

20.2. Определение группы

Определение (группа). Пусть: M — множество, F : M ×M =⇒ M . Далее обычно будем
писать «xy» вместо «F (x, y)».

Пусть:
1. ∀x ∈M∀y ∈M∀z ∈M

(

(xy)z = x(yz)
)

;
2. ∃u ∈M

(

∀x ∈M(xu = x) ∧ ∀x ∈M∃y ∈M(xy = u)
)

.
Будем говорить, что: (M,F ) — группа; M — носитель группы (M,F ); F — алгебра-

ическая операция группы (M,F ). Далее обычно будем отождествлять группу (M,F ) и
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множество M .
По сути дела, мы определили группу как ассоциативный группоид, имеющий хотя

бы один универсальный правый единичный элемент.

Утверждение (вспомогательный результат №1). Пусть: G — группа; u ∈ G, ∀x ∈ G(xu =
x), ∀x ∈ G∃y ∈ G(xy = u). Тогда ∀x ∈ G∀y ∈ G(xy = u =⇒ yx = u).

Доказательство. Пусть: x ∈ G, y ∈ G, xy = u. Так как: ∀x ∈ G∃y ∈ G(xy = u), y ∈ G, то
существует элемент z, удовлетворяющий условиям: z ∈ G, yz = u. Тогда:

yx = (yx)u = (yx)(yz) =
(

(yx)y
)

z =
(

y(xy)
)

z = (yu)z = yz = u.

Утверждение (вспомогательный результат №2). Пусть: G — группа; u ∈ G, ∀x ∈ G(xu =
x), ∀x ∈ G∃y ∈ G(xy = u). Тогда ∀x ∈ G(ux = x).

Доказательство. Пусть x ∈ G. Так как ∀x ∈ G∃y ∈ G(xy = u), то существует элемент y,
удовлетворяющий условиям: y ∈ G, xy = u. Тогда:

ux = (xy)x = x(yx) = xu = x.

Утверждение («правое основное уравнение»). Пусть: G — группа; a, b ∈ G. Существу-
ет единственный объект x, удовлетворяющий условиям: x ∈ G, ax = b.

Доказательство. Так как G — группа, то существует элемент u, удовлетворяющий усло-
виям: u ∈ G, ∀x ∈ G(xu = x), ∀x ∈ G∃y ∈ G(xy = u). Так как: ∀x ∈ G∃y ∈ G(xy = u),
a ∈ G, то существует элемент ã, удовлетворяющий условиям: ã ∈ G, aã = u.

Пусть: x ∈ G, ax = b. Тогда:

ã(ax) = ãb,

(ãa)x = ãb,

ux = ãb,

x = ãb.

Пусть: x1 ∈ G, ax1 = b; x2 ∈ G, ax2 = b. Тогда: x1 = ãb, x2 = ãb. Следовательно, x1 = x2.
Обозначим, x = ãb. Тогда: x ∈ G,

ax = a(ãb) = (aã)b = ub = b.

Утверждение («левое основное уравнение»). Пусть: G — группа; a, b ∈ G. Существует
единственный объект x, удовлетворяющий условиям: x ∈ G, xa = b.

Доказательство. Так как G — группа, то существует элемент u, удовлетворяющий усло-
виям: u ∈ G, ∀x ∈ G(xu = x), ∀x ∈ G∃y ∈ G(xy = u). Так как: ∀x ∈ G∃y ∈ G(xy = u),
a ∈ G, то существует элемент ã, удовлетворяющий условиям: ã ∈ G, aã = u.

Пусть: x ∈ G, xa = b. Тогда:

(xa)ã = bã,

x(aã) = bã,

xu = bã,

x = bã.

Пусть: x1 ∈ G, x1a = b; x2 ∈ G, x2a = b. Тогда: x1 = bã, x2 = bã. Следовательно, x1 = x2.
Обозначим, x = bã. Тогда: x ∈ G,

xa = (bã)a = b(ãa) = bu = b.
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Определение (единичный элемент). Пусть G — группа. Будем говорить, что u — единич-
ный элемент группы G, если: u ∈ G, ∀x ∈ G(xu = x).

По сути дела, мы определили единичный элемент группы как правый единичный
элемент группы.

Утверждение (существование и единственность единичного элемента). Пусть G — груп-
па. Существует единственный объект u, удовлетворяющий условию: u — единичный
элемент группы G.

Доказательство. Так как G — группа, то существует элемент u, удовлетворяющий усло-
виям: u ∈ G, ∀x ∈ G(xu = x), ∀x ∈ G∃y ∈ G(xy = u). Так как: u ∈ G, ∀x ∈ G(xu = x), то
u — единичный элемент группы G.

Пусть: u1 — единичный элемент группы G, u2 — единичный элемент группы G. Тогда:
u1 ∈ G, ∀x ∈ G(xu1 = x); u2 ∈ G, ∀x ∈ G(xu2 = x). Так как: ∀x ∈ G(xu1 = x), u1 ∈ G, то
u1u1 = u1. Так как: ∀x ∈ G(xu2 = x), u1 ∈ G, то u1u2 = u1. Тогда u1 = u2.

Определение (обозначение для единичного элемента). Пусть G — группа. Обозначим че-
рез e единичный элемент группы G.

Утверждение (основные свойства единичного элемента). Пусть G — группа. Тогда: e ∈
G, ∀x ∈ G(xe = x), ∀x ∈ G(ex = x).

Доказательство. Так как e — единичный элемент группы G, то: e ∈ G, ∀x ∈ G(xe = x).
Так как e ∈ G, то ∀x ∈ G∃y ∈ G(xy = e). Так как: e ∈ G, ∀x ∈ G(xe = x), ∀x ∈ G∃y ∈
G(xy = e), то ∀x ∈ G(ex = x).

Замечание (обратный элемент). Пусть G — группа.
Пусть x ∈ G. Будем говорить, что y — обратный элемент к элементу x, если: y ∈ G,

xy = e.
Пусть x ∈ G. Так как e ∈ G, то существует единственный объект y, удовлетворяющий

условиям: y ∈ G, xy = e. Тогда существует единственный объект y, удовлетворяющий
условию: y — обратный элемент к элементу x.

Пусть x ∈ G. Обозначим через x−1 обратный элемент к элементу x.

Утверждение (основные свойства обратного элемента). Пусть: G — группа; x ∈ G.
Тогда: x−1 ∈ G, xx−1 = e, x−1x = e.

Доказательство. Так как: x ∈ G, x−1 — обратный элемент к элементу x, то: x−1 ∈ G,
xx−1 = e. Так как e — единичный элемент группы G, то: e ∈ G, ∀x ∈ G(xe = x). Так как
e ∈ G, то ∀x ∈ G∃y ∈ G(xy = e). Так как: e ∈ G, ∀x ∈ G(xe = x), ∀x ∈ G∃y ∈ G(xy = e);
x ∈ G, x−1 ∈ G, xx−1 = e, то x−1x = e.

Утверждение. Пусть: G — группа; x, y ∈ G. Тогда (xy)−1 = y−1x−1.

Доказательство. Очевидно: y−1x−1 ∈ G,

(xy)(y−1x−1) =
(

(xy)y−1
)

x−1 =
(

x(yy−1)
)

x−1 = (xe)x−1 = xx−1 = e.

Тогда (xy)−1 = y−1x−1.

Замечание (возведение элемента в целую степень). Пусть G — группа. Пусть:
1. α — функция;
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2. D(α) = G× Z;
3. ∀x ∈ G

(

α(x, 0) = e
)

;
4. ∀x ∈ G∀k(k ∈ Z ∧ k > 0)

(

α(x, k + 1) = α(x, k)x
)

;
5. ∀x ∈ G∀k(k ∈ Z ∧ k 6 0)

(

α(x, k − 1) = α(x, k)x−1
)

.
Нетрудно доказать, что α : G× Z =⇒ G. Пусть x ∈ G. Тогда:

α(x, 1) = α(x, 0 + 1) = α(x, 0)x = ex = x;

α(x,−1) = α(x, 0− 1) = α(x, 0)x−1 = ex−1 = x−1.

Далее обычно будем писать «xk» вместо «α(x, k)».

Утверждение. Пусть G — группа.
1. Пусть: x ∈ G, k ∈ Z. Тогда xk+1 = xkx.
2. Пусть: x ∈ G, k ∈ Z. Тогда xk−1 = xkx−1.

Доказательство.
1. Пусть k > 0. Тогда xk+1 = xkx.

Пусть k 6 −1. Тогда: k + 1 ∈ Z, k + 1 6 0. Следовательно: xkx = x(k+1)−1x =
(xk+1x−1)x = xk+1.

2. Пусть k 6 0. Тогда xk−1 = xkx−1.
Пусть k > 1. Тогда: k − 1 ∈ Z, k − 1 > 0. Следовательно: xkx−1 = x(k−1)+1x−1 =

(xk−1x)x−1 = xk−1.

Утверждение. Пусть G — группа. Тогда ∀x ∈ G∀k ∈ Z∀m ∈ Z(xk+m = xkxm).

Доказательство. Пусть: x ∈ G, k ∈ Z. Докажем, что: ∀m(m ∈ Z ∧m > 0)(xk+m = xkxm),
∀m(m ∈ Z ∧m 6 0)(xk+m = xkxm).

Очевидно: xk+0 = xk, xkx0 = xke = xk. Тогда xk+0 = xkx0.
Пусть: m ∈ Z, m > 0, xk+m = xkxm. Тогда:

xk+(m+1) = x(k+m)+1 = xk+mx = (xkxm)x = xk(xmx) = xkxm+1.

Итак, ∀m(m ∈ Z ∧m > 0)(xk+m = xkxm).
Пусть: m ∈ Z, m 6 0, xk+m = xkxm. Тогда:

xk+(m−1) = x(k+m)−1 = xk+mx−1 = (xkxm)x−1 = xk(xmx−1) = xkxm−1.

Итак, ∀m(m ∈ Z ∧m 6 0)(xk+m = xkxm).

Утверждение. Пусть: G — группа; x ∈ G, k ∈ Z. Тогда (xk)−1 = x−k.

Доказательство. Очевидно: x−k ∈ G, xkx−k = xk+(−k) = x0 = e. Тогда (xk)−1 = x−k.

Утверждение. Пусть G — группа. Тогда ∀x ∈ G∀k ∈ Z∀m ∈ Z
(

xmk = (xk)m
)

.

Доказательство. Пусть: x ∈ G, k ∈ Z. Докажем, что: ∀m(m ∈ Z ∧m > 0)
(

xmk = (xk)m
)

,
∀m(m ∈ Z ∧m 6 0)

(

xmk = (xk)m
)

.
Очевидно: x0k = x0 = e, (xk)0 = e. Тогда x0k = (xk)0.
Пусть: m ∈ Z, m > 0, xmk = (xk)m. Тогда:

x(m+1)k = xmk+k = xmkxk = (xk)mxk = (xk)m+1.

Итак, ∀m(m ∈ Z ∧m > 0)
(

xmk = (xk)m
)

.
Пусть: m ∈ Z, m 6 0, xmk = (xk)m. Тогда:

x(m−1)k = xmk+(−k) = xmkx−k = (xk)m(xk)−1 = (xk)m−1.

Итак, ∀m(m ∈ Z ∧m 6 0)
(

xmk = (xk)m
)

.
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Замечание. Пусть: G — группа, используется аддитивная форма записи алгебраической
операции. Будем применять термины: «нулевой элемент», «противоположный элемент»
вместо терминов: «единичный элемент», «обратный элемент». Будем писать: «θ», «−x»,
«kx» вместо: «e», «x−1», «xk».
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