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АФФИННЫЕ ПРОСТРАНСТВА

§ 0. План лекции

Лекция Аффинные пространства.
1. Аффинный базис.
2. Аффинные координаты точек.
3. Векторное уравнение прямой.
4. Векторное уравнение плоскости.
5. Общее уравнение прямой на плоскости.
6. Уравнение прямой, проходящей через две точки.
7. Уравнение прямой в отрезках.
8. Взаимное расположение прямых на плоскости.

Векторный и матричный анализ.
9. Плоскость в пространстве. Вывод общего уравне-

ния.
10. Уравнение плоскости, проходящей через три точ-

ки.
11. Взаимное расположение двух плоскостей в про-

странстве.
12. Уравнение прямых в пространстве и их взаимное

расположение.
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§ 1. Определение аффинного пространства

Пусть A — это непустое множество, элементы которого мы будем
называть точками и обозначать прописными латинскими буквами
A,B,C, ..., и V — векторное пространство над полем K.

Предположим, что задано отображение

Φ : A × A → V, (A,B) 7→
−−→
AB, (1.1)

которое упорядоченной паре точек (A,B) ∈ A × A ставит в соответ-

ствие вектор
−−→
AB ∈ V.

О пр еде л е н и е 1 . Тройка (A,V,K) называется аффинным про-
странством с ассоциированным векторным пространством V над
полем K, если выполнены следующие условия, называемые аксиома-
ми аффинного пространства:
АП1: для любой точки A ∈ A и любого вектора a ∈ V существует

единственная точка B ∈ A, для которой
−−→
AB = a;

АП2: для любых трёх точек A,B,C ∈ A имеет место равенство

−−→
AB +

−−→
BC =

−→
AC,

называемое правилом треугольника.
З а м е ч а н и е 1. Аксиома АП1 означает, образно говоря, что точка
B ∈ A получена из точки A ∈ A параллельным переносом на вектор
a ∈ V.
З а м е ч а н и е 2. Аксиомы АП1 и АП2 образуют вторую группу акси-
ом Вейля векторно–точечной аксиоматики геометрии.

О п р е д е л е н и е 2 . Размерность dimV ассоциированного век-
торного пространства V с аффинным пространством (A,V,K) на-
зывается размерностью аффинного пространства.

Об о з н а ч е н и е . Используемое обозначение dimA. Кроме того,
для сокращения записи вместо тройки (A,V,K) используется со-
кращённое обозначение A.

П р и м е р аф ф и н н о г о п р о с т р а н с т в а . V
à��

= (V,V,K), в
котором в качестве множества «точек» выступает само векторное про-
странство V, а его векторы являются одновременно точками.

Φ : V × V → V, (a,b) 7→
−→
ab := b − a ∈ V.

Заметим, что выполнены обе аксиомы аффинного пространства.
✷ Действительно, для любой точки a ∈ V и для любого вектора

c ∈ V существует единственная точка b ∈ V, равная

b = a + c,

для которой
Φ(a,b) =

−→
ab := b − a = c.
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Для любых трёх точек a,b, c ∈ V имеет место правило сложения
треугольника

−→
ab +

−→
bc = (b− a) + (c − b) = c − a = −→ac. ⊠

В частности, арифметическое пространство R
n столбцов является од-

новременно и векторным и аффинным пространством.
Дадим определение аффинной системы координат.
О п р еде л е н и е 3 . Аффинная система координат, или репер, в

аффинном пространстве (A,V,K) — это пара, состоящая из точки
O ∈ A (начало координат) и базиса E = (e1, ... , en) ассоциированно-
го векторного пространства V.

Об о з н ач е н и е . Обычно используют обозначение Oe1, ... , en.

g g g

Рис. 1. Аффинные системы координат на прямой, на плоскости и в простран-
стве.

Опр ед е л е н и е 4 . Радиус–вектором точки A ∈ A аффинного
пространства (A,V,K) в аффинной системе координат Oe1 ... en

называется вектор
−→
OA ∈ V. Координатами точки A ∈ A называ-

ются координаты радиус–вектора
−→
OA ∈ V в базисе E = (e1, ... , en)

векторного пространства V.

§ 2. Прямые и плоскости в аффинном пространстве

Опр еде л е н и е 5 . Прямой в аффинном пространстве (A,V,R),
задаваемой точкой M0 ∈ A (опорной точкой) и ненулевым вектором
a ∈ V (направляющим вектором), называется множество точек

M ∈ A, для которых вектор
−−−→
M0M лежит в линейной оболочке

L(a) := {ta : t ∈ R} направляющего вектора.

g

Рис. 2. К определению прямой.
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Об о з н ач е н и е . Прямую с опорной точкой M0 и направляющим
вектором a будем обозначать следующим образом:

l(M0,a)
def
=
{

M ∈ A :
−−−→
M0M = ta, t ∈ R

}
.

В е к т о р н о е п а р а м е т р и ч е с к о е у р а в н е н и е п р я м о й .

−−→
OM =

−−−→
OM0 +

−−−→
M0M.

Если r0 =
−−−→
OM0 и

−−→
OM = r, то

r = r0 +
−−−→
M0M ⇒ r = r0 + ta, t ∈ R. (2.1)

Л емм а 1. Пусть N0 — это произвольная точка прямой l(M0,a), а
b ∈ L(a) — это произвольный ненулевой вектор, тогда

l(N0,b) = l(M0,a).

Лемм а 2. Через две различные точки M0 и M1 аффинного про-
странства проходит единственная прямая.

В дальнейшем мы будем рассматривать вещественные аффинные
пространства, т. е. тройку (A,V,R).

О п р ед е л е н и е 6 . Говорят, что точка M прямой (M0M1) ле-
жит между точками M0 и M1, если соответствующей этой точке
значение параметра t в равенстве

−−−→
M0M = t

−−−−→
M0M1

удовлетворяет условию 0 < t < 1.
Опр ед е л е н и е 7. Множество всех точек прямой (M0M1), ле-

жащих между точками M0 и M1 вмести с самими точками M0 и
M1, называется отрезком прямой и обозначается [M0M1] :

[M0M1] =
{

M ∈ A :
−−−→
M0M = t

−−−−→
M0M1, t ∈ [0, 1]

}
.

g

g

g

Рис. 3. К определению 7.

Пло с ко с т ь в аффи н н ом пр о с т р а н с т в е (A,V,R) .
О п р е д е л е н и е 8 . Плоскостью в аффинном пространстве A,

задаваемой точкой M0 ∈ A (опорной точкой) и двумя неколлинеар-
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ными (линейно независимыми) векторами a,b ∈ V (направляющими
векторами), называется множество точек M ∈ A, для которых

вектор
−−−→
M0M лежит в линейной оболочке L(a,b) векторов a,b :

−−−→
M0M ∈ L(a,b) := {ta + sb : t, s ∈ R} .

Об о з н ач е н и е . Плоскость будем обозначать как π(M0,a,b).

g

g

Рис. 4. Плоскость.

З ам е ч а н и е 3. Иначе говоря,

π(M0,a,b) =
{

M ∈ A :
−−−→
M0M = ta + sb, s, t ∈ R

}
.

В е к т о р н о е п а р а м е т р и ч е с к о е у р а в н е н и е п л о с к о с т и .

−−→
OM =

−−−→
OM0 +

−−−→
M0M ⇒ r = r0 + at + bs, t, s ∈ R, (2.2)

где r =
−−→
OM , r0 =

−−−→
OM0 — соответствующие радиус–векторы относи-

тельно фиксированной точки O ∈ A.
Л емм а 3. Если N0 ∈ π(M0,a,b) и векторы a

′

,b
′

∈ L(a,b) и линейно
независимы, то

π(N0,a
′

,b
′

) = π(M0,a,b).

§ 3. Двумерная аффинная геометрия

Пусть (A,V,R) — аффинное пространство и dim V = 2. Выберем
некоторый репер Oij. Тогда параметрическое уравнение прямой (2.1)
запишем в следующем виде:
(

x
y

)
=

(
x0

y0

)
+ t

(
ax

ay

)
⇔

{
x = x0 + axt,
y = y0 + ayt,

, a2
x

+ a2
y

> 0. (3.1)

К а н о н и ч е с к о е у р а в н е н и е п р я м о й .

ay(x − x0) − ax(y − y0) = 0 ⇔

∣∣∣∣
x − x0 y − y0

ax ay

∣∣∣∣ = 0. (3.2)

Ур а в н е н и е п р я м о й , п р о х од яще й ч е р е з д в е т о ч к и .
Пусть прямая проходит через две точки M1(r1) и M2(r2). Тогда

r = r1 + (r2 − r1)t, t ∈ R. (3.3)
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Обще е у р а в н е н и е п р я м о й н а п л о с к о с т и .

A(x − x0) + B(y − y0) = 0 ⇔ Ax + By = D, A2 + B2 > 0. (3.4)

Если D = 0, то, очевидно, плоскость проходит через начало координат
O(0, 0). Если же A 6= 0, B 6= 0, D 6= 0, то уравнение (3.4) можно
переписать в следующем виде:

x

a
+

y

b
= 1, (3.5)

которое называется уравнением прямой в отрезках.

§ 4. Взаимное расположение двух прямых на
плоскости

Пусть в двумерном аффинном пространстве (A,V,R) (плоскости)
заданы две прямые:

r = r1 + ta1, r = r2 + sa2, a1 6= 0, a2 6= 0. (4.1)

Приравняем правые части уравнений (4.1)

r1 + ta1 = r2 + sa2 ⇔ r2 − r1 = ta1 − sa2. (4.2)

Рис. 5. Взаимное расположение прямых на плоскости.

С л у ч а й 1 . Пр я м ы е п е р е с е к аю т с я . Векторы a1 и a2 ли-
нейно независимы (неколлинеарны). Тогда вектор r2 − r1 может быть
разложен по базису a1 и a2. Таким образом, найдётся пара чисел (t0,−
−s0), что

r2 − r1 = t0a1 − s0a2 ⇔ r1 + t0a1 = r2 + s0a2.

Сл у ч а й 2 . Пр я мые п ар а л л е л ь ны . Векторы a1 и a2 линей-
но зависимы, но вектор r2 − r1 /∈ L(a1) = L(a2).

С л у ч а й 3 . Пр я мы е с о в п а д а ю т . Векторы a1 и a2 линейно
зависимы и вектор r2 − r1 ∈ L(a1) = L(a2).

А н а л и з в з а и м н о г о р а с п о л оже н и я п р я м ы х н а о с н о-
в е и х о бщи х у р а в н е н и й .

A1x + B1y = D1, A2x + B2y = D2, A2
1 + B2

1 > 0, A2
2 + B2

2 > 0.
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Сл у ч а й 1 . Пр я мы е п е р е с е к аю т с я .

△ =

∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ 6= 0 ⇒ x =

∣∣∣∣
D1 B1

D2 B2

∣∣∣∣
∣∣∣∣

A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
, y =

∣∣∣∣
A1 D1

A2 D2

∣∣∣∣
∣∣∣∣

A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
.

Сл у ч а й 2 . Пр я мы е п а р а л л е л ь ны .

rang

(
A1 B1

A2 B2

)
= 1 ⇒ △ =

∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ = 0,

rang

(
A1 B1 D1

A2 B2 D2

)
= 2.

Сл у ч а й 3 . Пр я мы е с о в п а д аю т .

rang

(
A1 B1

A2 B2

)
= 1 ⇒ △ =

∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ = 0,

rang

(
A1 B1 D1

A2 B2 D2

)
= 1.

§ 5. Трёхмерная аффинная геометрия

Пусть (A,V,R) — это трёхмерное аффинное пространство с аффин-
ной системой координат Oijk. Тогда уравнение плоскости

r = r0 + sa + tb ⇔

{
x = x0 + sax + tbx,
y = y0 + say + tby,
z = z0 + saz + tbz.

(5.1)

Ут в е ржде н и е 1 .

r − r0 = sa + tb ⇔

∣∣∣∣∣
x − x0 y − y0 z − z0

ax ay az

bx by bz

∣∣∣∣∣ = 0 (5.2)

✷

r − r0 = sa + tb ⇒

∣∣∣∣∣
x − x0 y − y0 z − z0

ax ay az

bx by bz

∣∣∣∣∣ = 0.

∣∣∣∣∣
x − x0 y − y0 z − z0

ax ay az

bx by bz

∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ c1(r− r0) + c2a + c3b = 0

где |c1| + |c2| + |c3| > 0. Если c1 = 0, то

c2a + c3b = 0 и |c2| + |c3| > 0.

Векторы a и b — линейно зависимые. Противоречие с определением
плоскости. ⊠
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Обще е у р а в н е н и е п л о с к о с т и в п р о с т р а н с т в е .

A(x − x0) + B(y − y0) + C(z − z0) = 0 (5.3)

— это разложение определителя (5.2) по первой строчки, где A, B и C
— это соответствующие алгебраические дополнения.

Ax + By + Cz = D, D = Ax0 + By0 + Cz0. (5.4)

Ут в е ржде н и е 2 . A2 + B2 + C2 > 0.
✷ По определению плоскости векторы a и b линейно независимы и

поэтому

rang

(
ax ay az

bx by bz

)
= 2.

Следовательно, хотя бы один минор второго порядка из возможных
трёх отличен от нуля:

A2 + B2 + C2 =

∣∣∣∣
ay az

by bz

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
ax az

bx bz

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
ax ay

bx by

∣∣∣∣
2

> 0. ⊠

Если A 6= 0, B 6= 0, C 6= 0, D 6= 0, то уравнение (5.4) можно переписать
в виде x

a
+

y

b
+

z

c
= 1. (5.5)

С в о й с т в а п л о с к о с т е й в п р о с т р а н с т в е . Справедливо
следующее утверждение:
Л емм а 4. Существует единственная плоскость, проходящая через
три произвольные точки M1, M2 и M3, не лежащие на одной прямой.

g

g

g

Рис. 6. Плоскость, проходящая через три точки.

Док а з а т е л ь с т в о с уще с т в о в а н и я .
Пусть фиксирован репер Oijk. Точки определены своими координа-

тами M1 = (x1, y1, z1), M2 = (x2, y2, z2) и M3 = (x3, y3, z3). Пусть M1 =
= (x1, y1, z1) — это опорная точка. Векторы

−−−−→
M1M2 = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1) и

−−−−→
M1M3 = (x3 − x1, y3 − y1, z3 − z1)
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по условию не коллинеарны (линейно независимы). Искомая плоскость
как множество точек M = (x, y, z) даётся равенством

∣∣∣∣∣
x − x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣ = 0. (5.6)

Л емм а до к а з а н а .
Имеет место следующее утверждение:

Л емм а 5. Существует единственная плоскость, проходящая через
две различные точки M1 и M2 и прямую l(M1,a) с направляющим

вектором a, который неколлинеарен вектору
−−−−→
M1M2.

g

g

Рис. 7. К лемме 5.

Док а з а т е л ь с т в о с ущ е с т в о в а н и я . Уравнение плоскости
как множества точек M = (x, y, z) в некотором репере Oijk имеет
следующий вид:

∣∣∣∣∣
x − x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

ax ay az

∣∣∣∣∣ = 0.

Лемм а до к а з а н а .
Ур а в н е н и е п р я м о й в т р е х м е р н о м а ф ф и н н о м п р о-

с т р а н с т в е .

r = r0 + ta ⇔

(
x
y
z

)
=

(
x0

y0
z0

)
+ t

(
ax

ay

az

)
⇔

{
x = x0 + tax,
y = y0 + tay,
z = z0 + taz,

§ 6. Взаимное расположение двух плоскостей в
пространстве

Рассмотрим плоскости в аффинном пространстве

A1x + B1y + C1z = D1, A2x + B2y + C2z = D2, (6.1)

A2
1 + B2

1 + C2
1 > 0, A2

2 + B2
2 + C2

2 > 0.
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Сл у ч а й 1 . П е р е с е к ающие с я п л о с к о с т и .

△ =

∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ 6= 0.

Тогда по формулам Крамера получим решение в следующем виде:

x =

∣∣∣∣
D1 − C1z B1

D2 − C2z B2

∣∣∣∣
∣∣∣∣

A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
D1 B1

D2 B2

∣∣∣∣
∣∣∣∣

A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
−

∣∣∣∣
C1 B1

C2 B2

∣∣∣∣
∣∣∣∣

A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
z, (6.2)

y =

∣∣∣∣
A1 D1 − C1z
A2 D2 − C2z

∣∣∣∣
∣∣∣∣

A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
A1 D1

A2 D2

∣∣∣∣
∣∣∣∣

A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
−

∣∣∣∣
A1 C1

A2 C2

∣∣∣∣
∣∣∣∣

A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
z. (6.3)

Если теперь положить z = t, то решение (6.2) и (6.3) можно предста-
вить в следующей параметрической форме:

(
x
y
z

)
=

(
x0

y0
0

)
+ t

(
ax

ay

1

)
.

Сл у ч а й 2 . П ар а л л е л ь ны е п л о с к о с т и . Пусть

rang

(
A1 B1 C1

A2 B2 C2

)
= 1, rang

(
A1 B1 C1 D1

A2 B2 C2 D2

)
= 2. (6.4)

С л у ч а й 3 . С о в п а д ающие п л о с к о с т и . Пусть

rang

(
A1 B1 C1

A2 B2 C2

)
= 1, rang

(
A1 B1 C1 D1

A2 B2 C2 D2

)
= 1.

§ 7. Взаимное расположение прямой и плоскости в
пространстве

Пусть плоскость задана общим уравнением

Ax + By + Cz = D, A2 + B2 + C2 > 0,

а прямая — параметрическими уравнениями
{

x = x0 + tax,
y = y0 + tay,
z = z0 + taz,

a2
x

+ a2
y

+ a2
z

> 0. (7.1)

Тогда
t (Aax + Bay + Caz) = D − (Ax0 + By0 + Cz0). (7.2)
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Сл у ч а й 1 . Пр я м а я и п л о с к о с т ь п е р е с е к аю т с я . Если
Aax + Bay + Caz 6= 0, то имеется единственное решение

t0 =
D − (Ax0 + By0 + Cz0)

Aax + Bay + Caz

.

С л у ч а й 2 . Пр я м а я л еж и т н а п л о с к о с т и . Если Aax +
+ Bay + Caz = 0 и Ax0 + By0 + Cz0 = D.

С л у ч а й 3 . П р я м а я п а р а л л е л ь н а п л о с к о с т и . Если
Aax + Bay + Caz = 0, но Ax0 + By0 + Cz0 6= D.

§ 8. Взаимное расположение прямых в пространстве

Пусть в трехмерном аффинном пространстве рассматриваются две
прямые

r = p + sa, r = q + tb, (8.1)

Рассмотрим уравнение

p + sa = q + tb ⇔ sa− tb = q− p. (8.2)

В е к т о р ны й а н а л и з .
С л у ч а й 1 . Пр я мые с к р ещи в аю т с я . Пусть векторы a, b и

q− p линейно независимы (не компланарны), тогда уравнение (8.2) не
имеет решений.

С л у ч а й 2 . Пр я мы е п е р е с е к аю т с я . Пусть векторы a, b и
q − p линейно зависимы (компланарны), но векторы a и b линейно
независимы (неколлинеарны).

С л у ч а й 3 . Пр я м ы е п а р а л л е л ь н ы . Пусть векторы a и b
линейно зависимы (коллинеарны), но при этом вектор q − p им не
коллинеарен (т. е. q− p /∈ L(a) = L(b)).

С л у ч а й 4 . Пр я м ы е с о в п а д аю т . Пусть векторы a и b ли-
нейно зависимы (коллинеарны) и вектор q − p им коллинеарен, т. е.
q − p ∈ L(a) = L(b).

Ко о рд и н а т н ы й а н а л и з . Пусть

a =

(
ax

ay

az

)
, b =

(
bx

by

bz

)
, q − p =

(
cx

cy

cz

)
.

Тогда

s

(
ax

ay

az

)
+ t

(
bx

by

bz

)
=

(
cx

cy

cz

)
⇔

{
sax + tbx = cx,
say + tby = cy,
saz + tbz = cz.

(8.3)

Основная и расширенная матрицы:

A =

(
ax bx

ay by

az bz

)
, Ã =

(
ax bx

ay by

az bz

∣∣∣∣∣
cx

cy

cz

)
. (8.4)
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Сл у ч а й 1 . rang A = 2 и rang Ã = 3.
С л у ч а й 2 . rang A = 2 и rang Ã = 2.
С л у ч а й 3 . rang A = 1 и rang Ã = 2.
С л у ч а й 4 . rang A = 1 и rang Ã = 1.




