
Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ïîñâÿùåííàÿ
ïàìÿòè ïðîôåññîðà Â.Ô. Áóòóçîâà

Ñòàáèëèçàöèÿ ðåøåíèÿ òèïà äâèæóùåãîñÿ ôðîíòà â
óðàâíåíèè ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ

Êîöþáèíñêèé Êîíñòàíòèí Àëåêñååâè÷

Ëåâàøîâà Íàòàëèÿ Òèìóðîâíà

Ìåëüíèêîâà Àëèíà Àëåêñàíäðîâíà

Ìîñêâà

2022



Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñ ðåøåíèåì âèäà äâèæóùåãîñÿ ôðîíòà:

ε2
∂2v

∂x2
− ε

∂v

∂t
= f (v , x , ε), x ∈ (0, 1), t > 0,

v(0, t) = h0, v(1, t) = h1, t > 0,

v(x , 0) = vinit(x), x ∈ [0, 1].

(1)

Çäåñü ε � ìàëûé ïàðàìåòð, f (v , x , ε) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ â R× (0, 1)× (0, ε0).

(A1) Óðàâíåíèå f (v , x , 0) = 0 èìååò òðè
óïîðÿäî÷åííûõ êîðíÿ
φ(−)(x) < φ(0)(x) < φ(+)(x) ïðè x ∈ [0, 1].
Ïðè÷åì: fv (φ

(∓)(x), x , 0) > 0.

Åñëè ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) âèäà ôðîíòà, òî îíî îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ðåøåíèå çàäà÷è: ε2

d2v

dx2
= f (v , x , ε), x ∈ (0, 1),

v(0) = h0, v(1) = h1.
(2)



Ðàíåå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
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Ò.3. �4. Ñ.114�123.
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âíóòðåííèìè ñëîÿìè.//Ìàòåì. ñá., Ò. 192 �5 (2001), Ñ. 13�52.
Óñòàíîâëåíèå ãëîáàëüíîé îáëàñòè âëèÿíèÿ óñòîé÷èâîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ â âèäå

èíòåðâàëà äëÿ ôóíêöèé èç êëàññà C 2. Â ðàáîòå ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ïàðàìåòðè÷åñêèõ

áàðüåðîâ.

3. Áîæåâîëüíîâ Þ.Â., Íåô¼äîâ Í.Í. Äâèæåíèå ôðîíòà â ïàðàáîëè÷åñêîé çàäà÷å
ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ.// Æ. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç., 2010ã., òîì 50, íîìåð 2, 276�285.
Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèå âèäà ôðîíòà çàäà÷è (1) è óêàçàí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ

âåðõíåãî è íèæíåãî ðåøåíèé êàê ìîäèôèêàöèé àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è.



Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû

1. Óòî÷íåíèå ëîêàëüíîé îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ (1) ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïîíÿòèé âåðõíåãî è íèæíåãî ðåøåíèé.

2. Èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå áàðüåðîâ âåðõíåãî è íèæíåãî ðåøåíèé âèäà äâèæóùèõñÿ
ôðîíòîâ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîé çàäà÷è ïîçâîëèëî óòî÷íèòü âðåìÿ, çà êîòîðîå ôðîíò
îêàçûâàåòñÿ âíóòðè ëîêàëüíîé îáëàñòè âëèÿíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ, òî åñòü ñîâïàäàåò
ñ íèì ñ òî÷íîñòüþ O(ε2).

3. Ðàñøèðåíèå êëàññà âîçìîæíûõ íà÷àëüíûõ ôóíêöèé vinit äî íåïðåðûâíûõ-êóñî÷íî ãëàäêèõ ñ
êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê íåãëàäêîñòè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü � íà ïðèìåðå ýòîé çàäà÷è áûë îòðàáîòàí àëãîðèòì
îáîñíîâàíèÿ ïðîöåññà ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèé âèäà ôðîíòà. Ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ðàñøèðåí íà
ñèñòåìû àâòîâîëíîâûõ óðàâíåíèé, èñïîëüçóþùèåñÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé áèîôèçèêè.



Èññëåäîâàíèå ôàçîâîé ïëîñêîñòè
Ïðèñîåäèíåííûå çàäà÷è


∂2ṽ (∓)

∂ξ2
+W

∂ṽ (∓)

∂ξ
= f

(
ṽ (∓), x̂ , 0

)
,∓ξ > 0,

ṽ (∓)(0, x̂ ,W ) = φ(0)(x̂),

ṽ (∓)(∓∞, x̂ ,W ) = φ(∓)(x̂),

ξ =
x − x̂

ε
,


∂2ṽ

(∓)
s

∂ξ2s
= f

(
ṽ
(∓)
s , x̂s , 0

)
,∓ξs > 0,

ṽ
(∓)
s (0, x̂s) = φ(0)(x̂s),

ṽ
(∓)
s (∓∞, x̂s) = φ

(∓)
0

(x̂s),

ξs =
x − x̂s

ε
,

Óðàâíåíèÿ ôàçîâûõ êðèâûõ

Φ(∓)(ṽ (∓), x ,W ) :=
∂ṽ (∓)

∂ξ
, ∓ξ ≥ 0,

∂Φ(∓)

∂ṽ (∓)
Φ(∓) +WΦ(∓) = f

(
ṽ (∓), x , 0

)
,

Ψ(∓)(ṽ (∓)
s , x) :=

∂ṽ
(∓)
s

∂ξs
, ∓ξs ≥ 0,

∂Ψ(∓)

∂ṽ
(∓)
s

Ψ(∓) = f
(
ṽ (∓)
s , x , 0

)
,

(3)



Èññëåäîâàíèå ôàçîâîé ïëîñêîñòè
Ñåïàðàòðèñû

Åñëè ïîñòàâèòü äëÿ (3) óñëîâèÿ:

Φ(∓)(φ(∓)(x), x ,W ) = 0, Ψ(∓)(φ(∓)(x), x) = 0,

Òî ïîëó÷èì çàäà÷è äëÿ ñåïàðàòðèñ, ðåøåíèÿ êîòîðûõ:

1

2
(Φ(∓))2 =

ṽ∫
φ(∓)(x)

(
f (v , x , 0)−WΦ(∓)

)
dv ,

1

2
(Ψ(∓))2 =

ṽs∫
φ(∓)(x)

f (v , x , 0) dv , (4)

Óñëîâèå ñøèâàíèÿ ñåïàðàòðèñ

Φ(−)(φ(0)(x̂), x̂ ,W ) = Φ(+)(φ(0)(x̂), x̂ ,W ), Ψ(−)(φ(0)(x̂s), x̂s) = Ψ(+)(φ(0)(x̂s), x̂s) (5)



Óñëîâèÿ

Èç (4) è (5):

W0(x0) = J(x0)

 φ(+)(x0)∫
φ(−)(x0)

Φ(v , x0,W0)dv


−1

, (6)

ãäå J(x) :=
φ(+)(x)∫
φ(−)(x)

f (v , x , 0).

(À2) Ïóñòü ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà x = xs0 òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî J(xs0) = 0.

(A3) Ïóñòü íà÷àëüíàÿ çàäà÷à: 
dx0
dt

= W0(x0),

x0(0) = x00,
(7)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x0(t) ∈ (0, 1) ïðè t > 0.

(À4) Ïóñòü J(x) > 0 ïðè x < xs0, J(x) < 0 ïðè x > xs0 è Jx(xs0) < 0.



Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà

1. Ïîñòðîèì âåðõíåå è íèæíåå ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1) êàê ìîäèôèêàöèè
àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ âèäà äâèæóùåãîñÿ ôðîíòà.

2. Äëÿ íèæíåãî ðåøåíèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ôðîíò ñôîðìèðîâàí â òî÷êå
x ∈ (xs0, 1), äëÿ âåðõíåãî � â òî÷êå x ∈ (0, xs0).

3. Èç òåîðåì ñðàâíåíèÿ (C.V. Pao, Nonlinear Parabolic and Elliptic Equations, New York: Plenum
Press, 1992) ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1) áóäåò çàêëþ÷åíî ìåæäó ýòèìè âåðõíèì è
íèæíåì ðåøåíèÿìè, åñëè íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà âåðõíèì è íèæíèì ðåøåíèÿìè â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.

4. Äîêàæåì, ÷òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âåðõíåå è íèæíåå ðåøåíèÿ âèäà äâèæóùåãîñÿ ôðîíòà
îêàæóòñÿ âíóòðè ëîêàëüíîé îáëàñòè âëèÿíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîãî ñòàöèîíàðíîãî
ðåøåíèÿ.



Àñèìïòîòè÷åñêèå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèé

Íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à

V2(x , t, x̂ ,W , ε) :=

{
V

(−)
2

(x , x̂ ,W , ε), x ∈ [0, x̂(t)],

V
(+)
2

(x , x̂ ,W , ε), x ∈ [x̂(t), 1],
:=

=

{
v (−)(x , ε) + Q(−)(ξ, x̂ ,W , ε) + P(−)(ζ(−), ε), x ∈ [0, x̂(t)],

v (+)(x , ε) + Q(+)(ξ, x̂ ,W , ε) + P(+)(ζ(+), ε), x ∈ [x̂(t), 1],

(8)

ãäå ξ :=
x − x̂

ε
, ζ(−) :=

x

ε
, ζ(+) :=

x − 1

ε
.

v (∓)(x , ε) :=
2∑

i=0

εiv
(∓)
i (x), Q(∓)(ξ, x̂ ,W , ε) :=

2∑
i=0

εiQ
(∓)
i (ξ, x̂ ,W ), P(∓)(ζ(∓), ε) :=

2∑
i=0

εiP
(∓)
i (ζ(∓)).

Ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à

Vs2(x , x̂s , ε) :=

{
V

(−)
s2 (x , x̂s , ε), x ∈ [0, x̂s ],

V
(+)
s2 (x , x̂s , ε), x ∈ [x̂s , 1],

ãäå ξs :=
x − x̂s

ε
. (9)

V2(x , x̂ ,W , ε),Vs2(x , x̂s , ε) ∈ C1(x ∈ (0, 1)).



Ëîêàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ

Íèæíåå è âåðõíåå ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è:

αs(x , x s , ε) =

{
α
(−)
s (x , x s , ε), x ∈ [0, x s ],

α
(+)
s (x , x s , ε), x ∈ [x s , 1],

βs(x , x s , ε) =

{
β
(−)
s (x , x s , ε), x ∈ [0, x s ],

β
(+)
s (x , x s , ε), x ∈ [x s , 1],

α(∓)
s (x , x s , ε) = V

(∓)
s2 (x , x s , ε)− ε2

(
µ(∓)
s + Q(∓)

sα (ξ
s
, x s) + P(∓)

α (ζ(∓))
)
,

β(∓)
s (x , x s , ε) = V

(∓)
s2 (x , x s , ε) + ε2

(
µ(∓)
s + Q

(∓)
sβ (ξs , x s) + P

(∓)
β (ζ(∓))

)
,

ãäå x s := x̂s+ε2δs è ξ
s
:=

x − x s

ε
, x s := x̂s−ε2δs è ξs :=

x − x s

ε
.

Òåîðåìà 1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (À1) - (À2) ðåøåíèå vs,ε(x) çàäà÷è (2) ñóùåñòâóåò è
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî åäèíñòâåííûì è àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ñ îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ ïî
êðàéíåé ìåðå:

[αs(x , x s , ε), βs(x , x s , ε)] .

Nikolay Nefedov, Comparison Principle for Reaction-Di�usion-Advection Problems with Boundary and
Internal Layers. In: Dimov I., Farag�o I., Vulkov L. (eds) Numerical Analysis and Its Applications. NAA
2012. Lecture Notes in Computer Science, vol 8236. Springer, Berlin, Heidelberg.



Íèæíåå è âåðõíåå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)

Ïîñòðîèì òåïåðü íèæíåå è âåðõíåå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) êàê ìîäèôèêàöèè àñèìïòîòè÷åñêèõ
ïðèáëèæåíèé ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, âèäà ôðîíòà, â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ëîêàëèçîâàííîãî âî
âíóòðåííåé òî÷êå x̂α(t) îòðåçêà [x̂s , 1] (äëÿ íèæíåãî ðåøåíèÿ), è âî âíóòðåííåé òî÷êå x̂β(t)
îòðåçêà [0, x̂s ] (äëÿ âåðõíåãî ðåøåíèÿ):

α̂(x , t, x ,W , ε) =

{
α̂(−)(x , t, x ,W , ε), x ∈ [0, x ],

α̂(+)(x , t, x ,W , ε), x ∈ [x , 1],
β̂(x , t, x ,W , ε) =

{
β̂(−)(x , t, x ,W , ε), x ∈ [0, x ],

β̂(+)(x , t, x ,W , ε), x ∈ [x , 1],

α̂(∓)(x , t, x ,W , ε) = V
(∓)
2

(x , t, x ,W , ε)− ε2
(
µ(∓) + Q(∓)

α (ξ, x ,W ) + P(∓)
α (ζ(∓))

)
,

β̂(∓)(x , t, x ,W , ε) = V
(∓)
2

(x , t, x ,W , ε) + ε2
(
µ(∓) + Q

(∓)
β (ξ, x ,W ) + P

(∓)
β (ζ(∓))

)
,

çäåñü x(t) = x̂α(t) + ε2δ(t), ξ =
x − x(t)

ε
,

W =
dx(t)

dt
è x(t) = x̂β(t) − ε2δ(t), ξ =

x − x(t)

ε
, W =

dx(t)

dt
.



Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ
Òåîðåìà 2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (À1) - (À4) äëÿ ëþáîãî T > 0 è ãëàäêîé íà÷àëüíîé

ôóíêöèè vinit(x), çàêëþ÷åííîé â èíòåðâàëå
[
α̂(x , 0, x ,W , ε), β̂(x , 0, x ,W , ε)

]
, ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå vε(x , t) çàäà÷è (1), ïðèíàäëåæàùåå ïðîñòðàíñòâó C 2,1

{x ∈ (0, 1), t ∈ (0,T ]}∩ C 0,1 {x ∈ [0, 1], t ∈ [0,T ]} è ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε âûïîëíÿåòñÿ
ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî:

lim
t→∞

|vε(x , t)− vs,ε(x)| = 0, x ∈ [0, 1], (10)

ãäå vs,ε(x) � ðåøåíèå çàäà÷è (2).



Îöåíêà âðåìåíè ñòàöèîíèðîâàíèÿ

Ââåäåì ôóíêöèþ ∆(t) = x s − x(t) = ∆0(t) + ε∆1(t) + ε2∆2(t) + ε2(δ(t)− δs), ãäå
∆i (t) = xs i − xi (t) ïðè 0 ≤ i ≤ 2. Èç óñëîâèÿ (À3) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ∆0(t) îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ðåøåíèå çàäà÷è: 

d∆0

dt
= −W0(x0) = −W0(xs0 −∆0),

∆0(0) = xs0 − x00.
(11)

Èç óñëîâèé (À2) è (À4) ñëåäóåò, ÷òî W0(xs0) = 0, è
dW0

dx0
(xs0) < 0, ñëåäîâàòåëüíî ∆0 = 0 �

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ òî÷êà ïîêîÿ óðàâíåíèÿ (11), ïîòîìó ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t áóäåò
âûïîëíåíà îöåíêà ∆0(t) = O(ε2). Ðàçëîæèâ ïðàâóþ ÷àñòü (11) â ðÿä Òåéëîðà, ìîæíî ïåðåéòè ê
ïðåäñòàâëåíèþ:

∆0 = x00 exp

(
dW0

dx0
(xs0)t −

∫ t

0

1

2

d2W0

dx2
0

(x∗(t′))∆0(t
′)dt′

)
,

Ïîëîæèâ ∆0(t) ∼ ε2, ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ T0:

T0 = 2

∣∣∣∣dW0

dx0
(xs0)

∣∣∣∣−1

|ln ε| . (12)



Ðåçóëüòàò äëÿ íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ vinit(x)
Óòâåðæäåíèå. Ðåçóëüòàò òåîðåìû 2 ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ
íà÷àëüíûõ ôóíêöèé vinit(x).

1. Îïðåäåëèì ðåøåíèå çàäà÷è (1), êàê ôóíêöèþ óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì ïî÷òè âñþäó.

2. Ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòîé (C.V. Pao, Nonlinear Parabolic and Elliptic Equations, New York:
Plenum Press, 1992) ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íèæíèõ è âåðõíèõ ðåøåíèé:
α̂(x , t, ε) = v (0)(x , t, ε), v (1)(x , t, ε) . . . è β̂(x , t, ε) = v (0)(x , t, ε), v (1)(x , t, ε) . . .

ε2
∂2v (k)

∂x2
− ε

∂v (k)

∂t
− cv (k) = f (v (k−1), x , ε)− cv (k−1) = F (v (k−1), x , ε),

c > 0, x ∈ (0, 1), t ∈ (0, t0], t0 > 0,

v (k)(0, t) = h0, v
(k)(1, t) = h1, t ∈ [0, t0],

v (k)(x , 0) = vinit(x), x ∈ [0, 1].

(13)

3. Ó C.V. Pao vinit(x) � ã¼ëüäåðîâî íåïðåðûâíà, îäíàêî:

v (k)(x , t, ε) =

t0∫
0

1∫
0

G(x , η, t, τ)F (v (k−1)(η), η, ε)dηdτ+

+

1∫
0

G(x , η, t, 0) (vinit(η)− h0 − η(h1 − h0)) dη ∈ C 1(x ∈ (0, 1)).

(14)



Ðåçóëüòàò äëÿ íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ vinit(x)

4. Ïîëó÷èì ðåøåíèå v∗
ε (x , t) = lim

k→∞
v̄ k(x) çàäà÷è (1) â îáúÿâëåííîì ñìûñëå ïðè t < t0, ãäå

t0 > 0 � íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà, äîñòàòî÷íàÿ, ÷òîáû ðåøåíèå èìåëî íåïðåðûâíóþ ïåðâóþ
ïðîèçâîäíóþ ïî x .

5. Ïîñòàâèì íîâóþ çàäà÷ó òîãî æå âèäà, ÷òî è (1), íî ñ íîâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì:
ε2

∂2v

∂x2
− ε

∂v

∂t
= f (v , x , ε), x ∈ (0, 1), t > t0,

v(0, t) = h0, v(1, t) = h1, t > t0,

v(x , t0) = v∗
ε (x , t0), x ∈ [0, 1].

(15)

6. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè C.V. Pao, ÷òîáû ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå êëàññè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ ñ äàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè, äëÿ êîòîðîãî áóäåò âûïîëíåíà òåîðåìà 2.



Îöåíêà ôóíêöèé ïåðåõîäíîãî ñëîÿ ïðè t > T0

Çàïèøåì çàäà÷è äëÿ ôóíêöèé ïåðåõîäíîãî ñëîÿ â ñëåäóþùåì âèäå:
∂Q

(∓)
0

∂ξ
= Φ(∓)(ξ, x ,W ),

Q
(∓)
0

(0, x ,W ) = φ(0)(x)− φ(∓)(x),
∂Q

(∓)
s0

∂ξs
= Ψ(∓)(ξs , x s) = Φ(∓)(ξs , x s , 0),

Q
(∓)
0

(0, x s) = φ(0)(x s)− φ(∓)(x s).

Ïî òåîðåìå î çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îò ïàðàìåòðà è ó÷èòûâàÿ îöåíêó
∆0(t) = O(ε2) ïðè t > T0, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî:

Q
(∓)
i (ξ, x ,W ) = Q

(∓)
si (ξs , x s)+

+ χi (ξ)∆0(t) + O
(
∆2

0(t) + ε∆0(t) + ε2∆1(t) + ε2
)
ε−κi |ξ|,

(16)

ãäå χi (ξ) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå
∣∣χi (ξ)

∣∣ ≤ Ci exp(κi |ξ|), ãäå Ci > 0, à κi > 0 ïðè i ∈ {0, 1}.



Âåðõíåå è íèæíåå ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèè β(x) ∈ C [0, 1] ∩ C 2{(0, x s) ∪ (x s , 1)} è
α(x) ∈ C [0, 1] ∩ C 2{(0, x s) ∪ (x s , 1)} óäîâëåòâîðÿþùèå òðåáîâàíèÿì:

1. α(x) ≤ β(x), x ∈ [0, 1],

2. ε2
∂2β

∂x2
≤ f (β, x , ε), x ∈ (0, x s) ∪ (x s , 1),

ε2
∂2α

∂x2
≥ f (α, x , ε), x ∈ (0, x s) ∪ (x s , 1),

3. β(0) ≥ h0, β(1) ≥ h1, α(0) ≤ h0, α(1) ≤ h1,

4.
∂β

∂x

∣∣∣∣xs+0
xs−0

< 0,
∂α

∂x

∣∣∣∣xs+0
xs−0

> 0.

íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, âåðõíèì è íèæíèì ðåøåíèÿìè çàäà÷è (2).



Âåðõíåå è íèæíåå ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèè β(x , t) ∈ C(D) ∩ C 2(D\{x(t)}) è α(x , t) ∈ C(D) ∩ C 2(D\{x(t)})
óäîâëåòâîðÿþùèå òðåáîâàíèÿì:

1. α(x , 0) ≤ β(x , 0), x ∈ [0, 1],

2. ε2
∂2β

∂x2
− ε

∂β

∂t
≤ f (β, x , ε), (x , t) ∈ D\{x(t)},

ε2
∂2α

∂x2
− ε

∂α

∂t
≥ f (α, x , ε), (x , t) ∈ D\{x(t)},

3. β(0, t) ≥ h0, β(1, t) ≥ h1, α(0, t) ≤ h0, α(1, t) ≤ h1, t > 0,

4.
∂β

∂x

∣∣∣∣x+0
x−0

< 0,
∂α

∂x

∣∣∣∣x+0
x−0

> 0, t > 0.

íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, âåðõíèì è íèæíèì ðåøåíèÿìè çàäà÷è (1).
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