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Постановка задачи 
и условия её рассмотрения 



Рассматривается краевая задача для сингулярно возмущённой 
системы двух обыкновенных дифференциальных уравнений второго 
порядка с разными степенями малого параметра при вторых 
производных: 

𝜀2
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
= 𝐹 𝑢, 𝑣, 𝑥, 𝜀 , 𝜀

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
= 𝑓 𝑢, 𝑣, 𝑥, 𝜀 , 0 < 𝑥 < 1, 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
0, 𝜀 =

𝑑𝑢

𝑑𝑥
1, 𝜀 = 0,

𝑑𝑣

𝑑𝑥
0, 𝜀 =

𝑑𝑣

𝑑𝑥
1, 𝜀 = 0. 

Особенность задачи состоит в том, что одно из двух уравнений 
вырожденной системы имеет двукратный корень, а другое — три 
непересекающихся простых (однократных) корня. 



В данной работе ставится вопрос о существовании и асимптотике по 
параметру 𝜀 решения задачи с переходным слоем в окрестности 
некоторой внутренней точки 𝑥∗  отрезка 0; 1  (точки перехода), где 
решение совершает быстрый переход из малой окрестности одного 
решения вырожденной системы в малую окрестность другого её 
решения. Такие решения называются контрастными структурами типа 
ступеньки (КСТС). 



• Условие А1. Функция 𝐹 𝑢, 𝑣, 𝑥, 𝜀  имеет вид 

𝐹 𝑢,𝑣, 𝑥, 𝜀 = ℎ 𝑥 𝑢 − 𝜑 𝑣, 𝑥
2

− 𝜀𝐹1 𝑢, 𝑣, 𝑥, 𝜀 , 
где ℎ 𝑥 > 0. 

• Условие А2. Уравнение 
𝑔 𝑣,𝑥 ≔ 𝑓 𝜑 𝑣, 𝑥 , 𝑣, 𝑥, 0 = 0 

имеет три простых корня 𝑣 = 𝜓𝑖 𝑥 , 𝑖 = 1,2,3, причём 
𝜓1 𝑥 < 𝜓2 𝑥 < 𝜓3 𝑥 . 

• Условие А3. Функции ℎ 𝑥 , 𝜑 𝑣, 𝑥 , 𝜓𝑖 𝑥 , 𝑖 = 1,2,3, 𝑓 𝑢, 𝑣, 𝑥, 𝜀  и 𝐹1 𝑢, 𝑣, 𝑥, 𝜀  
являются достаточно гладкими. 

• Условие А4. Уравнение 

𝐼 𝑥0 ≔  𝑔 𝑣, 𝑥0 𝑑𝑣

𝜓3 𝑥0

𝜓1 𝑥0

= 0 

имеет корень 𝑥0 = 𝑥 0 ∈ 0; 1 , и 𝐼′ 𝑥 0 < 0. 



Чтобы сформулировать остальные условия, определим несколько 
кривых на плоскости переменных 𝑣, 𝑥  и в пространстве переменных 
𝑢,𝑣, 𝑥 : 

𝑙1 = 𝑣,𝑥 : 𝑣 = 𝜓1 𝑥 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥 0 , 

𝑙2 = 𝑣, 𝑥 : 𝜓1 𝑥 0 ≤ 𝑣 ≤ 𝜓3 𝑥 0 , 𝑥 = 𝑥 0 , 

𝑙3 = 𝑣, 𝑥 : 𝑣 = 𝜓3 𝑥 , 𝑥 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 , 

𝐿𝑖 = 𝑢, 𝑣, 𝑥 : 𝑢 = 𝜑 𝑣, 𝑥 , 𝑣, 𝑥 ∈ 𝑙𝑖 , 𝑖 = 1,2,3, 

𝑙 = 𝑙1 ∪ 𝑙2 ∪ 𝑙3 , 𝐿 = 𝐿1 ∪ 𝐿2 ∪ 𝐿3 . 



• Условие А5. 𝐹1 𝑢, 𝑣, 𝑥, 0 > 0 в точках кривых 𝐿1  и 𝐿3. 

• Условие А6. 𝜕𝑔

𝜕𝑣
𝑣, 𝑥 > 0 в точках кривых 𝑙1 и 𝑙3. 

• Условие А7. Выполнены неравенства 

 𝑔 𝑠, 𝑥 0 𝑑𝑠

𝑣

𝜓1 𝑥 0

> 0   при   𝜓1 𝑥 0 < 𝑣 ≤ 𝜓2 𝑥 0 , 

 𝑔 𝑠, 𝑥 0 𝑑𝑠

𝑣

𝜓3 𝑥 0

> 0   при   𝜓2 𝑥 0 ≤ 𝑣 < 𝜓3 𝑥 0 . 



• Условие А8. Имеют место неравенства 
𝐺1 𝑣, 𝑥 0 > 0 при 𝜓1 𝑥 0 ≤ 𝑣 ≤ 𝜓2 𝑥 0  и 
𝐺3 𝑣, 𝑥 0 > 0 при 𝜓2 𝑥 0 ≤ 𝑣 ≤ 𝜓3 𝑥 0 , где 

𝐺𝑖 𝑣, 𝑥 ≔
𝜕𝜑

𝜕𝑣
𝑣, 𝑥 𝑔 𝑣, 𝑥 + 2

𝜕2𝜑

𝜕𝑣2
𝑣, 𝑥  𝑔 𝑠, 𝑥 𝑑𝑠

𝑣

𝜓𝑖 𝑥

+ 𝐹1 𝜑 𝑣, 𝑥 , 𝑣, 𝑥, 0 ,

𝑖 = 1,3. 

• Условие А9. 𝜕𝜑

𝜕𝑣
𝑣, 𝑥 > 0 в точках кривой 𝑙. 

• Условие А10. 𝜕𝑓

𝜕𝑢
𝑢, 𝑣, 𝑥, 0 < 0 в точках кривой 𝐿. 



Построение асимптотики 
регулярная часть 
погранслойная часть 
внутрислойная часть 



Будем искать решение, удовлетворяющее предельным равенствам 

lim
𝜀→0

𝑢 𝑥, 𝜀 =  
𝜑 𝜓1 𝑥 , 𝑥 , 0 ≤ 𝑥 < 𝑥 0 ,

𝜑 𝜓3 𝑥 , 𝑥 , 𝑥 0 < 𝑥 ≤ 1,
            lim

𝜀→0
𝑣 𝑥, 𝜀 =  

𝜓1 𝑥 , 0 ≤ 𝑥 < 𝑥 0 ,

𝜓3 𝑥 , 𝑥 0 < 𝑥 ≤ 1.
 

Асимптотику искомого решения будем строить раздельно слева и 
справа от точки перехода 𝑥 = 𝑥∗ в виде 

𝑈 ∓ 𝑥, 𝜀 = 𝑢 ∓ 𝑥, 𝜀 + Π ∓ 𝑢 𝜉∓ , 𝜀 + 𝑃 ∓ 𝑢 𝜁∓, 𝜀 + 𝑄 ∓ 𝑢 𝜏, 𝜀 , 
𝑉 ∓ 𝑥, 𝜀 = 𝑣 ∓ 𝑥, 𝜀 + Π ∓ 𝑣 𝜉∓, 𝜀 + 𝑃 ∓ 𝑣 𝜁∓ , 𝜀 + 𝑄 ∓ 𝑣 𝜏, 𝜀 . 

Определим точку перехода равенствами 

𝑉 − 𝑥∗ , 𝜀 = 𝑉 + 𝑥∗ , 𝜀 = 𝜓2 𝑥∗ . 



Регулярная часть асимптотики 

𝑢 ∓ 𝑥, 𝜀 =  𝜀 𝑖 2 𝑢 𝑖
∓

𝑥

∞

𝑖=0

, 𝑣 ∓ 𝑥, 𝜀 =  𝜀 𝑖 2 𝑣 𝑖
∓

𝑥

∞

𝑖=0

 

Уравнения для определения функций 𝑢 𝑖
∓

𝑥  и 𝑣 𝑖
∓

𝑥  извлекаются 
стандартным способом из равенств 

𝜀2
𝑑2𝑢 ∓

𝑑𝑥2
= 𝐹 𝑢 ∓ , 𝑣 ∓ , 𝑥, 𝜀 , 𝜀

𝑑2𝑣 ∓

𝑑𝑥2
= 𝑓 𝑢 ∓ , 𝑣 ∓ , 𝑥, 𝜀 . 



В нулевом порядке имеем вырожденные системы уравнений 

𝐹 𝑢 0
∓

, 𝑣 0
∓

, 𝑥, 0 = 0, 𝑓 𝑢 0
∓

, 𝑣 0
∓

, 𝑥, 0 = 0, 

из которых находим 

𝑢 0
−

𝑥 = 𝜑 𝜓1 𝑥 , 𝑥 , 𝑣 0
−

𝑥 = 𝜓1 𝑥 , 

𝑢 0
+

𝑥 = 𝜑 𝜓3 𝑥 ,𝑥 , 𝑣 0
+

𝑥 = 𝜓3 𝑥 . 



При 𝑖 = 1,2, … функции 𝑢 𝑖
∓ , 𝑣 𝑖

∓  определяются из СЛАУ вида 

𝑢 𝑖
∓

− 𝜑 𝑣
∓

𝑥 𝑣 𝑖
∓

= 𝑎𝑖
∓

𝑥 , 

𝑓  
𝑢

∓
𝑥 𝑢 𝑖

∓
+ 𝑓 

𝑣
∓

𝑥 𝑣 𝑖
∓

= 𝑏𝑖
∓

𝑥 , 
где 

𝜑 𝑣
∓

𝑥 ≔
𝜕𝜑

𝜕𝑣
𝑣 0

∓
𝑥 , 𝑥 , 

𝑓  
𝑢

∓
𝑥 ≔

𝜕𝑓

𝜕𝑢
𝑢 0

∓
𝑥 , 𝑣 0

∓
𝑥 , 𝑥, 0 , 

𝑓 
𝑣

∓
𝑥 ≔

𝜕𝑓

𝜕𝑣
𝑢 0

∓
𝑥 ,𝑣 0

∓
𝑥 ,𝑥, 0 , 

а правые части 𝑎𝑖
∓

𝑥 , 𝑏𝑖
∓

𝑥  выражаются рекуррентно через 𝑢 𝑗
∓

𝑥 , 

𝑣 𝑗
∓

𝑥  с номерами 𝑗 < 𝑖. 



Погранслойная часть асимптотики 

Π ∓ 𝑢 𝜉∓ , 𝜀 = 𝜀  𝜀 𝑖 4 Π𝑖
∓

𝑢 𝜉∓

∞

𝑖=0

, Π ∓ 𝑣 𝜉∓, 𝜀 = 𝜀  𝜀 𝑖 4 Π𝑖
∓

𝑣 𝜉∓

∞

𝑖=0

, 

𝑃 ∓ 𝑢 𝜁∓ , 𝜀 = 𝜀3 4  𝜀 𝑖 4 𝑃𝑖
∓

𝑢 𝜁∓

∞

𝑖=0

, 𝑃 ∓ 𝑣 𝜁∓, 𝜀 = 𝜀5 4  𝜀 𝑖 4 𝑃𝑖
∓

𝑣 𝜁∓

∞

𝑖=0

 

Построение этих функций производится так же, как и в работе [3]. 
Погранслойные переменные: 

𝜉− =
𝑥

𝜀
, 𝜉+ =

1 − 𝑥

𝜀
, 𝜁− =

𝑥

𝜀3 4 
, 𝜁+ =

1 − 𝑥

𝜀3 4 
. 



Внутрислойная часть асимптотики 

𝑄 ∓ 𝑢 𝜏, 𝜀 =  𝜀 𝑖 4 𝑄𝑖
∓

𝑢 𝜏

∞

𝑖=0

, 𝑄 ∓ 𝑣 𝜏, 𝜀 =  𝜀 𝑖 4 𝑄𝑖
∓

𝑣 𝜏

∞

𝑖=0

, 𝜏 =
𝑥 − 𝑥∗

𝜀
 

Отличительной особенностью данной задачи является то, что 
внутренний переходный слой описывается функциями, зависящими от 
одной растянутой переменной 𝜏, то есть является одномасштабным, что 
нехарактерно для систем ОДУ с различными степенями малого 
параметра при вторых производных. 



Уравнения для функций 𝑄𝑖
∓

𝑢, 𝑄𝑖
∓

𝑣 извлекаются стандартным 
способом из равенств 

𝜀
𝑑2𝑄 ∓ 𝑢

𝑑𝜏2
= 𝑄 ∓ 𝐹,

𝑑2𝑄 ∓ 𝑣

𝑑𝜏2
= 𝑄 ∓ 𝑓, 

где 
𝑄 ∓ 𝐹 ≔ 𝐹 𝑢 ∓ + 𝑄 ∓ 𝑢, 𝑣 ∓ + 𝑄 ∓ 𝑣, 𝑥, 𝜀 − 𝐹 𝑢 ∓ , 𝑣 ∓ , 𝑥, 𝜀  

𝑥=𝑥∗+ 𝜀𝜏
, 

функции 𝑄 ∓ 𝑓 имеют аналогичные выражения. 

Граничные условия при 𝜏 = 0 вытекают из равенств 

 𝜀 𝑖 2 𝑣 𝑖
∓

𝑥∗

∞

𝑖=0

+  𝜀 𝑖 4 𝑄𝑖
∓

𝑣 0

∞

𝑖=0

= 𝜓2 𝑥∗ , 

к ним добавляются стандартные условия на бесконечности 
𝑄𝑖

∓
𝑣 ∓∞ = 0. 



Уравнения для внутрислойных функций нулевого порядка 
интегрируются в квадратурах, а их решения имеют экспоненциальные 
оценки 

𝑄0
−

𝑢 𝜏 ≤ 𝑐 exp 𝜅𝜏 , 0 < 𝑄0
−

𝑣 𝜏 ≤ 𝑐 exp 𝜅𝜏 , 𝜏 ≤ 0, 

𝑄0
+

𝑢 𝜏 ≤ 𝑐 exp −𝜅𝜏 , −𝑐 exp −𝜅𝜏 ≤ 𝑄0
+

𝑣 𝜏 < 0, 𝜏 ≥ 0. 

Несложные вычисления показывают, что 𝑄1
∓

𝑢 𝜏 = 𝑄1
∓

𝑣 𝜏 = 0, а при 
𝑖 = 2,3,… функции 𝑄𝑖

∓
𝑢 𝜏 , 𝑄𝑖

∓
𝑣 𝜏  находятся в явном виде и имеют 

экспоненциальные оценки того же вида, что и 𝑄0
∓

𝑢 𝜏 . 



Сшивание асимптотик 
и отыскание точки перехода 



По построению 𝑉-компонента асимптотики удовлетворяет в точке 
перехода формальному равенству 

𝑉 − 𝑥∗ , 𝜀 = 𝑉 + 𝑥∗ , 𝜀  

при произвольном 𝑥∗  из достаточно малой окрестности точки 𝑥 0. Теперь 
𝑥∗  выбирается так, чтобы также выполнялось формальное равенство 

𝑑𝑉 −

𝑑𝑥
𝑥∗ , 𝜀 =

𝑑𝑉 +

𝑑𝑥
𝑥∗, 𝜀 . 

Условие А4 позволяет искать точку перехода 𝑥∗  в виде ряда 

𝑥∗ =  𝜀 𝑖 4 𝑥𝑖

∞

𝑖=0

, 

при этом оказывается, что 𝑥0 = 𝑥 0, то есть 𝑥∗ = 𝑥 0 + 𝑂 𝜀1 4 . 



Ключевой особенностью рассматриваемой задачи является тот факт, 
что из гладкого сшивания 𝑉-компоненты асимптотики в точке перехода 
следует гладкое сшивание её 𝑈-компоненты. 

Именно это свойство обеспечивает существование решения задачи с 
одномасштабным внутренним слоем несмотря на то, что уравнения 
имеют разные степени малого параметра при старших производных. 

Данный эффект не наблюдался в исследованных ранее задачах с 
кратными корнями. 



Обоснование асимптотики 
и основная теорема 



Асимптотика 𝑛-го порядка берётся в виде 

𝑈𝑛
∓

𝑥, 𝜀, 𝑥∗ =

=  𝜀 𝑖 2 𝑢 𝑖
∓

𝑥

𝑛

𝑖=0

+ 𝜀  𝜀 𝑖 4 Π𝑖
∓

𝑢 𝜉∓

2𝑛

𝑖=0

+ 𝜀3 4  𝜀 𝑖 4 𝑃𝑖
∓

𝑢 𝜁∓

2𝑛

𝑖=0

+

+  𝜀 𝑖 4 𝑄𝑖
∓

𝑢 𝜏, 𝑥∗

2𝑛+1

𝑖=0

, 

𝑉𝑛
∓

𝑥, 𝜀, 𝑥∗ =

=  𝜀 𝑖 2 𝑣 𝑖
∓

𝑥

𝑛

𝑖=0

+ 𝜀  𝜀 𝑖 4 Π𝑖
∓

𝑣 𝜉∓

2𝑛

𝑖=0

+ 𝜀5 4  𝜀 𝑖 4 𝑃𝑖
∓

𝑣 𝜁∓

2𝑛−2

𝑖=0

+

+  𝜀 𝑖 4 𝑄𝑖
∓

𝑣 𝜏, 𝑥∗

2𝑛+1

𝑖=0

. 



Обоснование асимптотики проводится методом дифференциальных 
неравенств. Верхнее и нижнее решения строятся раздельно слева и 
справа от точек 𝑥 и 𝑥 соответственно в виде 

𝑈
∓

𝑥, 𝜀 = 𝑈𝑛
∓

𝑥, 𝜀, 𝑥 + 𝜀 𝑛+1 2 𝛼 ∓ 𝑥 + 𝑒−𝜉∓ + 𝑄
∓

𝑢 𝜏 + Λ∓𝑒±𝛾𝜎 , 

𝑈 ∓ 𝑥, 𝜀 = 𝑈𝑛
∓

𝑥, 𝜀, 𝑥 − 𝜀 𝑛+1 2 𝛼 ∓ 𝑥 + 𝑒−𝜉∓ + 𝑄 ∓ 𝑢 𝜏 + Λ∓𝑒±𝛾𝜎 , 

𝑉
∓

𝑥, 𝜀 = 𝑉𝑛
∓

𝑥, 𝜀, 𝑥 + 𝜀 𝑛+1 2 𝛽 ∓ 𝑥 + 𝑒−𝜉∓ + 𝑄
∓

𝑣 𝜏 + 𝜀𝑘Λ∓ 1 − 𝑒±𝛾𝜎 , 

𝑉 ∓ 𝑥, 𝜀 = 𝑉𝑛
∓

𝑥, 𝜀, 𝑥 − 𝜀 𝑛+1 2 𝛽 ∓ 𝑥 + 𝑒−𝜉∓ + 𝑄 ∓ 𝑣 𝜏 + 𝜀𝑘Λ∓ 1 − 𝑒±𝛾𝜎 , 
где 

𝑥 = 𝑋𝑛 − 𝜀 𝑛+1 2 𝛿, 𝑥 = 𝑋𝑛 + 𝜀 𝑛+1 2 𝛿, 𝑋𝑛 =  𝜀 𝑖 4 𝑥 𝑖

2𝑛+1

𝑖=0

, 

𝜏 =
𝑥 − 𝑥

𝜀
, 𝜎 =

𝑥 − 𝑥

𝜀3 4 
, 𝜏 =

𝑥 − 𝑥

𝜀
, 𝜎 =

𝑥 − 𝑥

𝜀3 4 
, 



𝛼 ∓ 𝑥  и 𝛽 ∓ 𝑥  — решения СЛАУ 
𝛼 ∓ − 𝜑 𝑣

∓
𝑥 𝛽 ∓ = 𝐴, 

𝑓  
𝑢

∓
𝑥 𝛼 ∓ + 𝑓 

𝑣
∓

𝑥 𝛽 ∓ = 𝐴, 

а числа 𝐴, 𝛾, 𝛿, 𝑘, Λ∓ , Λ∓ и функции 𝑄
∓

𝑢, 𝑄
∓

𝑣, 𝑄 ∓ 𝑢, 𝑄 ∓ 𝑣 выбираются так, 
чтобы две пары функций 

𝑈 𝑥, 𝜀 =  
𝑈

−
𝑥, 𝜀 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥,

𝑈
+

𝑥, 𝜀 , 𝑥 ≤ 𝑥 ≤ 1;
            𝑉 𝑥, 𝜀 =  

𝑉
−

𝑥, 𝜀 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥,

𝑉
+

𝑥, 𝜀 , 𝑥 ≤ 𝑥 ≤ 1
 

и 

𝑈 𝑥, 𝜀 =  
𝑈 − 𝑥, 𝜀 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥,

𝑈 + 𝑥, 𝜀 , 𝑥 ≤ 𝑥 ≤ 1;
            𝑉 𝑥, 𝜀 =  

𝑉 − 𝑥, 𝜀 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥,

𝑉 + 𝑥, 𝜀 , 𝑥 ≤ 𝑥 ≤ 1
 

были соответственно верхним и нижним решениями задачи. 



Основная теорема 

Пусть выполнены условия А1–А10. Тогда для любого целого 𝑛 ≥ 0 при 
всех достаточно малых 𝜀 существует решение 𝑢 𝑥, 𝜀 , 𝑣 𝑥, 𝜀  исследуемой 
задачи, для которого справедливы асимптотические равенства 

𝑢 𝑥, 𝜀 = 𝑈𝑛 𝑥, 𝜀 + 𝑂 𝜀 𝑛+1 2 , 𝑣 𝑥, 𝜀 = 𝑉𝑛 𝑥, 𝜀 + 𝑂 𝜀 𝑛+1 2 , 
где 

𝑈𝑛 𝑥, 𝜀 =  
𝑈𝑛

−
𝑥, 𝜀, 𝑋𝑛 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑋𝑛 ,

𝑈𝑛
+

𝑥, 𝜀, 𝑋𝑛 , 𝑋𝑛 < 𝑥 ≤ 1;
         𝑉𝑛 𝑥, 𝜀 =  

𝑉𝑛
−

𝑥, 𝜀, 𝑋𝑛 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑋𝑛,

𝑉𝑛
+

𝑥, 𝜀, 𝑋𝑛 , 𝑋𝑛 < 𝑥 ≤ 1.
 



Следствия 

• Предельным положением при 𝜀 → 0 кривой 
𝑙𝜀 = 𝑢, 𝑣, 𝑥 : 𝑢 = 𝑢 𝑥, 𝜀 ,𝑣 = 𝑣 𝑥, 𝜀 ,0 ≤ 𝑥 ≤ 1  

(то есть графика решения) является кривая 𝐿. 

• Для производных решения справедливы асимптотические 
представления 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
𝑥, 𝜀 =

𝑑𝑈𝑛

𝑑𝑥
𝑥, 𝜀 + 𝑂 𝜀𝑛 2 ,

𝑑𝑣

𝑑𝑥
𝑥, 𝜀 =

𝑑𝑉𝑛

𝑑𝑥
𝑥, 𝜀 + 𝑂 𝜀𝑛 2 . 
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