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ТЕМА 7

Билинейные и квадратичные функционалы

Примеры решения задач

Пример 7.1. Квадратичная форма Q(x) задана в некотором ба-
зисе своей матрицей Q. Найдите матрицы квадратичных форм
Q1(x), Q2(x), Q3(x), Q4(x), являющихся ограничениями формы
Q(x) на подпространства P1, P2, P3, P4 и исследуйте их на знако-
определённость:

Q =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 −2 1 1
−2 2 0 0
1 0 0 0
1 0 0 −2

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
,

P1 = L

⎛

⎝

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
2
1
1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
,

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
3
1
1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎞

⎠ , P2 = L

⎛

⎝

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
1

−2
−1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
,

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−1
−1
3
2

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎞

⎠ ,

P3 = L

⎛

⎝

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
1

−1
1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
,

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
1

−2
1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎞

⎠ , P4 = L

⎛

⎝

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0
1
1
1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
,

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0
−1
1

−1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎞

⎠ .

Решение. Обозначим через X1, X2 базисные векторы под-
пространства P1: X1 = (1; 2; 1; 1)T , X2 = (1; 3; 1; 1)T . Матрица Q1

ограничения Q|P1(x) квадратичной формы Q(x) на подпростран-
ство P1 вычисляется по формуле

Q1 =
∥
∥X1,X2

∥
∥TQ

∥
∥X1,X2

∥
∥ =

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 1
2 3
1 1
1 1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 −2 1 1
−2 2 0 0
1 0 0 0
1 0 0 −2

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 1
2 3
1 1
1 1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=
⎧
⎩3 5
5 9

⎫
⎭.

Угловые миноры полученной матрицы равны Δ1 = 3 и Δ2 = 2;
согласно критерию Сильвестра квадратичная форма Q|P1(x) яв-
ляется положительно определённой.
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Если теперь X1 = (1; 1;−2;−1)T и X2 = (−1;−1; 3; 2)T — ба-
зисные векторы подпространства P2, то матрица Q2 ограничения
Q|P2(x) квадратичной формы Q(x) на подпространство P2 вычис-
ляется по формуле

Q2 =
∥
∥X1,X2

∥
∥TQ

∥
∥X1,X2

∥
∥ =

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 −1
1 −1

−2 3
−1 2

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 −2 1 1
−2 2 0 0
1 0 0 0
1 0 0 −2

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 −1
1 −1

−2 3
−1 2

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=
⎧
⎩−9 13

13 −19

⎫
⎭;

её угловые миноры равны Δ1 = −9 и Δ2 = 2; согласно критерию
Сильвестра квадратичная форма Q|P2(x) является отрицательно
определённой.

Обозначив через X1 = (1; 1;−1; 1)T и X2 = (1; 1;−2; 1)T базис-
ные векторы подпространства P3, находим матрицу Q3 ограниче-
ния Q|P3(x) квадратичной формы Q(x) на подпространство P3:

Q3 =
∥
∥X1,X2

∥
∥TQ

∥
∥X1,X2

∥
∥ =

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 1
1 1

−1 −2
1 1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 −2 1 1
−2 2 0 0
1 0 0 0
1 0 0 −2

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 1
1 1

−1 −2
1 1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=
⎧
⎩−3 −4
−4 −5

⎫
⎭.

Угловые миноры равны Δ1 = −3 и Δ2 = −1; согласно критерию
Сильвестра квадратичная форма Q|P3(x) не является ни положи-
тельно определённой, ни отрицательно определённой, однако по-
скольку она невырождена, то является неопределённой.

Для подпространства P4 рассуждения аналогичны:

Q4 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 0
1 −1
1 1
1 −1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 −2 1 1
−2 2 0 0
1 0 0 0
1 0 0 −2

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 0
1 −1
1 1
1 −1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=
⎧
⎩0 0
0 0

⎫
⎭;

ограничение Q|P4(x) квадратичной формы Q(x) на подпростран-
ство P4 является тождественно нулевой формой.

Пример 7.2. Приведите следующие квадратичные формы к ка-
ноническому виду методом Лагранжа:

Q1(x) = (x1)2 − 2x1x2 + 4x1x3 − 6x2x3 + 7(x3)2;

Q2(x) = (x1)2 − 2x1x2 + 4x1x3 + 2(x2)2 − 6x2x3 + 5(x3)2;

Q3(x) = (x1)2 + 2x1x2 − 4x1x3 + (x2)2 − 2x2x3 + 4(x3)2



Примеры решения задач 3

(здесь x1, x2, x3 —координаты вектора x в некотором исходном
базисе e1, e2, e3). Сделайте выводы о знакоопределённости этих
форм.

Решение. Для удобства переобозначим координаты вектора:
x = x1, y = x2, z = x3; тогда заданные квадратичные формы
примут вид

Q1(x, y, z) = x2 − 2xy + 4xz − 6yz + 7z2;

Q2(x, y, z) = x2 − 2xy + 4xz + 2y2 − 6yz + 5z2;

Q3(x, y, z) = x2 + 2xy − 4xz + y2 − 2yz + 4z2.

Выпишем матрицы данных квадратичных форм, они нам понадо-
бятся позднее:

Q1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1 2
−1 0 −3
2 −3 7

⎫
⎪⎪⎪⎭, Q2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1 2
−1 2 −3
2 −3 5

⎫
⎪⎪⎪⎭, Q3 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 1 −2
1 1 −1

−2 −1 4

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Сначала рассмотрим квадратичную форму Q1(x, y, z). Выде-
лим группу слагаемых, содержащих переменную x, и достроим её
до полного квадрата:

Q1(x, y, z) = x2 − 2xy + 4xz − 6yz + 7z2 =

=
[
x2 − 2x(y − 2z) + (y − 2z)2

]
− (y − 2z)2 − 6yz + 7z2 =

= [x− (y − 2z)]2 − y2 − 2yz + 3z2 =

(продолжаем процесс, выделяя группу слагаемых, содержащих y)

= [x− y + 2z]2 − [
y2 + 2yz + z2

]
+ 4z2 =

= [x− y + 2z]2 − [y + z]2 + 4z2.

Введя новые переменные x′, y′, z′ по формулам

X ′ =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

x′
y′
z′

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

x− y + 2z
y + z
z

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1 2
0 1 1
0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎩

x
y
z

⎫
⎪⎪⎪⎭ = C−1

1 X,

(7.2.1)
перепишем квадратичную форму в виде

Q(x′, y′, z′) = x′2 − y′2 + 4z′2.

Обратим внимание, что в формуле (7.2.1) фигурирует обратная
матрица перехода C−1

1 , поскольку новые переменные X ′ выражены
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через старые X. Имеем

C−1
1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1 2
0 1 1
0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎭, C1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 1 −3
0 1 −1
0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Проверка: в новом базисе матрица квадратичной формы равна

Q′
1 = CT

1 Q1C1 =

=

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 1 −3
0 1 −1
0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎭

T ⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1 2
−1 0 −3
2 −3 7

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 1 −3
0 1 −1
0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 0 0
0 −1 0
0 0 4

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Отметим, что если в формулах замены переменных (7.2.1) поло-
жить не z′ = z, а z′ = 2z, то форма примет нормальный вид

Q(x′, y′, z′) = x′2 − y′2 + z′2;
обратная и прямая матрицы перехода при этом будут иметь вид

C̃−1
1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1 2
0 1 1
0 0 2

⎫
⎪⎪⎪⎭, C̃1 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

1 1 −3/2
0 1 −1/2
0 0 1/2

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭.

Данная квадратичная форма невырождена (rkQ1 = 3), она не яв-
ляется знакоопределённой: её значения равны нулю на любом век-
торе x, координаты (x′, y′, z′)T которого в нормальном канониче-
ском базисе удовлетворяют условию x′2 − y′2 + z′2 = 0, например,
на векторах x1, x2 с координатами X ′

1 = (0; 2; 2)T , X ′
2 = (0; 2;−2)T ;

в исходном базисе эти векторы имеют координаты

X1 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

1 1 −3/2
0 1 −1/2
0 0 1/2

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
2
2

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−1
1
1

⎫
⎪⎪⎪⎭,

X2 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

1 1 −3/2
0 1 −1/2
0 0 1/2

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
2

−2

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

5
3

−1

⎫
⎪⎪⎪⎭.

На линейной оболочке каждого такого вектора квадратичная фор-
ма принимает нулевое значение, однако все многообразие таких
векторов подпространством не является (в силу геометрической
аналогии его часто называют конусом).

Для второй квадратичной формы Q2(x, y, z) действуем анало-
гично:
Q2(x, y, z) = x2 − 2xy + 4xz + 2y2 − 6yz + 5z2 =

=
[
x2 − 2x(y − 2z) + (y − 2z)2

]
− (y − 2z)2 + 2y2 − 6yz + 5z2 =

=
[
x− (y − 2z)

]2
+ y2 − 2yz + z2 =

[
x− y + 2z

]2
+
[
y − z

]2
.



Примеры решения задач 5

Полагая

X ′ =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

x′
y′
z′

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

x− y + 2z
y − z
z

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1 2
0 1 −1
0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎩

x
y
z

⎫
⎪⎪⎪⎭ = C−1

2 X,

запишем канонический вид квадратичной формы (который полу-
чился нормальным):

Q2(x
′, y′, z′) = x′2 + y′2.

Матрица перехода C2 к каноническому базису легко вычисляется:

C−1
2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1 2
0 1 −1
0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎭, C2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 1 −1
0 1 1
0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Проверка: в новом базисе матрица квадратичной формы равна

Q′
2 = CT

2 Q2C2 =

=

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 1 −1
0 1 1
0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎭

T ⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1 2
−1 2 −3
2 −3 5

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 1 −1
0 1 1
0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 0 0
0 1 0
0 0 0

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Квадратичная форма Q2 является вырожденной: rkQ2 = 2 (см.
обсуждение в примере 7.3).

Квадратичная форма Q2 является положительно полуопреде-
лённой (квазиопределённой): она не может принимать отрицатель-
ных значений, но нулевое значение принимает на подпространстве
L(e3′), где e3′ — третий вектор нормального канонического базиса;
это подпространство представляет собой ядро соответствующего
билинейного функционала (см. пример 7.3).

Перейдём к квадратичной форме Q3:

Q3(x, y, z) = x2 + 2xy − 4xz + y2 − 2yz + 4z2 =

=
[
x2 + 2x(y − 2z) + (y − 2z)2

]
− (

y − 2z
)2

+ y2 − 2yz + 4z2 =

=
[
x+ y − 2z

]2
+ 2yz.

После замены переменных

X ′ =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

x′
y′
z′

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

x+ y − 2z
y
z

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 1 −2
0 1 0
0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎩

x
y
z

⎫
⎪⎪⎪⎭ (7.2.2)

квадратичная форма примет вид

Q3(x
′, y′, z′) = x′2 + 2y′z′.
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Матрицу перехода от исходного базиса e1,e2,e3 к промежуточно-
му базису e1′ ,e2′ ,e3′ , обозначим C ′

3; в формуле (7.2.2) фигурирует
матрица (C ′

3)
−1 (переход от старых координат к новым).

Дальнейшее выделение полных квадратов невозможно, по-
скольку форма не содержит квадратов переменных y′ и z′. В по-
добных случаях выполняется замена переменных, превращающая
произведение переменных в разность квадратов:

X ′ =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

x′
y′
z′

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

x′′
y′′ − z′′
y′′ + z′′

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 0 0
0 1 −1
0 1 1

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

x′′
y′′
z′′

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭. (7.2.3)

После такой замены переменных квадратичная форма примет ка-
нонический вид:

Q3(x
′′, y′′, z′′) = x′′2 + 2y′′2 − 2z′′2.

Матрицу перехода от промежуточного базиса e1′ ,e2′ ,e3′ к кано-
ническому базису e1′′ ,e2′′ ,e3′′ , фигурирующую в формуле (7.2.3),
обозначим C ′′

3 ; матрица перехода C3 от исходного базиса e1,e2,e3
к каноническому базису e1′′ ,e2′′ ,e3′′ равна

C3 = C ′
3C

′′
3 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 1 −2
0 1 0
0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎭

−1⎧
⎪⎪⎪⎩

1 0 0
0 1 −1
0 1 1

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 1 3
0 1 −1
0 1 1

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Проверка: матрица квадратичной формы в новом базисе равна

Q′′
3 = CT

3 Q3C3 =

=

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 1 3
0 1 −1
0 1 1

⎫
⎪⎪⎪⎭

T ⎧
⎪⎪⎪⎩

1 1 −2
1 1 −1

−2 −1 4

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 1 3
0 1 −1
0 1 1

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 0 0
0 2 0
0 0 −2

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Обратим внимание, что матрица перехода к каноническому базису
в данном случае не является треугольной.

Пример 7.3. Симметричные билинейные функционалы B1(x,y),
B2(x,y), B3(x,y) в трёхмерном вещественном векторном про-
странстве V (R) получены поляризацией квадратичных функцио-
налов из примера 7.2. Найдите ядра этих билинейных функциона-
лов.

Решение. Ядром симметричного билинейного функционала
называется множество

kerB = {y ∈ V : ∀x ∈ V, B(x,y) = 0}
(на самом деле оно является подпространством в V ). В координат-
ной записи B(x,y) = XTBY , поэтому условие XTBY = 0 может
выполняться для любого вектора X ∈ V только если BY = O, т.е.
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для нахождения ядра kerB требуется решить однородную систему
уравнений. Для заданных матриц имеем

B1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1 2
−1 0 −3
2 −3 7

⎫
⎪⎪⎪⎭ →

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎭ ⇒ kerB1 = {0};

B2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1 2
−1 2 −3
2 −3 5

⎫
⎪⎪⎪⎭ →

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 0 1
0 1 −1
0 0 0

⎫
⎪⎪⎪⎭⇒ kerB2 = L

(⎧
⎪⎪⎪⎩

−1
1
1

⎫
⎪⎪⎪⎭

)

;

B3 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 1 −2
1 1 −1

−2 −1 4

⎫
⎪⎪⎪⎭ →

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎭ ⇒ kerB3 = {0}.

Билинейные функционалы B1 и B3 являются невырожденными,
т.е. для них единственным вектором, B-ортогональным всему про-
странству V , является нулевой вектор. Однако это не означает,
что соответствующие квадратичные формы Q(x) = B(x,x) не мо-
гут принимать нулевых значений на ненулевых векторах (см. при-
мер 7.2).

Билинейный функционал B2(x,y) вырожден, т.е. вектор
(−1; 1; 1)T является B-ортогональным любому вектору простран-
ства V . При этом, конечно, ограничение B2|kerB2 билинейного
функционала B2(x,y) на одномерное подпространство kerB2 вы-
рождено: B2(x,y) = 0 для любых x,y ∈ kerB2.

Пример 7.4. Найдите ортогональные дополнения подпростран-
ства

P = L

(⎧
⎪⎪⎪⎩

1
2
3

⎫
⎪⎪⎪⎭,

⎧
⎪⎪⎪⎩

−1
1
1

⎫
⎪⎪⎪⎭

)

относительно билинейных функционалов B1 и B2 из примера 7.3.

Решение. Ортогональным дополнением подпространства P
относительно билинейного функционала B называется множество

P⊥ = {y ∈ V : ∀x ∈ P, B(x,y) = 0}
(на самом деле оно является подпространством в V ). В коорди-
натной записи B(x,y) = XTBY , поэтому условие XTBY = 0 вы-
полняется для любого вектора X ∈ P только в том случае, если
(XTB)Y = O, т.е. для нахождения ядра kerB требуется решить од-
нородную систему уравнений с основной матрицей

∥
∥X1,X2

∥
∥TB, где
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X1,X2 — столбцы координат векторов, образующих базис в подпро-
странстве P . Для заданных матриц B1, B2 имеем

∥
∥X1,X2

∥
∥TB1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1
2 1
3 1

⎫
⎪⎪⎪⎭

T ⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1 2
−1 0 −3
2 −3 7

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎩5 −10 17
0 −2 2

⎫
⎭

Г.-Ж.−−−→
⎧
⎪⎩1 0 7/5
0 1 −1

⎫
⎪⎭ ⇒ P⊥ = L

(⎧
⎪⎪⎪⎩

−7
5
5

⎫
⎪⎪⎪⎭

)

;

∥
∥X1,X2

∥
∥TB2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1
2 1
3 1

⎫
⎪⎪⎪⎭

T ⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1 2
−1 2 −3
2 −3 5

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎩5 −6 11
0 0 0

⎫
⎭

Г.-Ж.−−−→
⎧
⎪⎩1 −6/5 11/5
0 0 0

⎫
⎪⎭ ⇒ P⊥ = L

(⎧
⎪⎪⎪⎩

6
5
0

⎫
⎪⎪⎪⎭,

⎧
⎪⎪⎪⎩

−11
0
5

⎫
⎪⎪⎪⎭

)

.

Билинейный функционал B1(x,y) невырожден, так что для него
V = P ⊕ P⊥. Для вырожденного билинейного функционала
B2(x,y) имеем dimP = dimP⊥ = 2, P ∩ P⊥ = kerB2

∣
∣
P
.

Пример 7.5. Приведите квадратичные формы из примера 7.2 к
каноническому виду методом Якоби.

Решение. 1. Матрица квадратичной формы Q1 в исходном
базисе e1,e2,e3

Q1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1 2
−1 0 −3
2 −3 7

⎫
⎪⎪⎪⎭

имеет угловые миноры

Δ1 = 1, Δ2 =
∣
∣
∣

1 −1
−1 0

∣
∣
∣ = −1, Δ3 =

∣
∣
∣
∣
∣

1 −1 2
−1 0 −3
2 −3 7

∣
∣
∣
∣
∣
= −4

(напомним, что для удобства полагают Δ0 = 1). Таким образом,
канонические коэффициенты квадратичной формы Q1 равны

b1′1′ =
Δ1

Δ0
= 1, b2′2′ =

Δ2

Δ1
= −1, b3′3′ =

Δ3

Δ2
= 4,

т.е. сама квадратичная форма имеет канонический вид
Q1(x

′, y′, z′) = x′2 − y′2 + 4z′2.
Для краткости обозначим векторы канонического базиса e1′ ,e2′ ,e3′
через f1,f2,f3. Найдём координаты этих векторов в исходном ба-
зисе

e1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
0
0

⎫
⎪⎪⎪⎭, e2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭, e3 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
0
1

⎫
⎪⎪⎪⎭.
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Первый вектор f1 канонического базиса полагаем равным e1; зна-
чение квадратичной формы на этом векторе равно

Q1(f1) = B1(f1,f1) = b1′1′ = 1.

Второй вектор f2 канонического базиса ищем в виде линейной ком-
бинации

f2 = e2 + α1f1,

выбирая коэффициент α1 так, чтобы вектор f2 оказался B1-орто-
гональным линейной оболочке L(f1) = L(e1):

0 = B1(f2,f1) = B1

(
e2 + α1f1, f1

)
= B1(e2,f1) + α1B1(f1,f1),

откуда

α1 = −B1(e2,f1)

B1(f1,f1)
.

Поскольку

B1(e2,f1) =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1 2
−1 0 −3
2 −3 7

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
0
0

⎫
⎪⎪⎪⎭ = −1,

имеем α1 = 1 и далее

f2 = e2 + α1f1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭+ 1 ·

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
0
0

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭;

значение квадратичной формы на этом векторе равно

Q1(f2) = B1(f2,f 2) = b2′2′ =
Δ2

Δ1
= −1.

Третий вектор f3 канонического базиса ищем в виде линейной ком-
бинации

f3 = e3 + β1f1 + β2f2,

выбирая коэффициенты β1 и β2 так, чтобы вектор f3 оказался B1-
ортогональным линейной оболочке L(f1,f2) = L(e1,e2):

0 = B1(f3,f1) = B1

(
e3 + β1f1 + β2f2, f1

)
=

= B1(e3,f1) + β1B1(f1,f1) + β2B1(f2,f1) =

= B1(e3,f1) + β1B1(f1,f1),

0 = B1(f3,f2) = B1

(
e3 + β1f1 + β2f2, f2

)
=

= B1(e3,f2) + β1B1(f1,f2) + β2B1(f2,f2) =

= B1(e3,f2) + β2B1(f2,f2);
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подчёркнутые слагаемые равны нулю:B1(f1,f2) = B1(f2,f1) = 0.
Поскольку

B1(e3,f1) =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
0
1

⎫
⎪⎪⎪⎭

T ⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1 2
−1 0 −3
2 −3 7

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
0
0

⎫
⎪⎪⎪⎭ = 2,

B1(e3,f2) =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
0
1

⎫
⎪⎪⎪⎭

T ⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1 2
−1 0 −3
2 −3 7

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭ = −1,

находим

β1 = −B1(e3,f1)

B1(f1,f1)
= −2, β2 = −B1(e3,f2)

B1(f2,f2)
= −1

и далее

f3 = e3 + β1f1 + β2f2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
0
1

⎫
⎪⎪⎪⎭− 2

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
0
0

⎫
⎪⎪⎪⎭−

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−3
−1
1

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Итак, канонический B1-ортогональный базис построен:

f1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
0
0

⎫
⎪⎪⎪⎭, f2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭, f3 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−3
−1
1

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Матрица перехода от исходного базиса к найденному равна

1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 1 −3
0 1 −1
0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Полученный результат полностью совпадает с результатом, полу-
ченным в примере 7.2.

2. Рассмотрим квадратичную форму Q2; угловые миноры её
матрицы

Q2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1 2
−1 2 −3
2 −3 5

⎫
⎪⎪⎪⎭

равны

Δ0 = 1,

Δ1 = 1,
Δ2 =

∣
∣
∣

1 −1
−1 2

∣
∣
∣ = 1, Δ3 =

∣
∣
∣
∣
∣

1 −1 2
−1 2 −3
2 −3 5

∣
∣
∣
∣
∣
= 0,

так что канонические коэффициенты суть

b1′1′ =
Δ1

Δ0
= 1, b2′2′ =

Δ2

Δ1
= 1, b3′3′ =

Δ3

Δ2
= 0

и канонический вид квадратичной формы есть

Q2(x
′, y′, z′) = x′2 + y′2.
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Построим канонический базис f1,f2,f3, исходя из базиса

e1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
0
0

⎫
⎪⎪⎪⎭, e2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭, e3 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
0
1

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Первый вектор f1 канонического базиса полагаем равным e1; зна-
чение квадратичной формы на этом векторе равно

Q2(f1) = B2(f1,f1) = b1′1′ =
Δ1

Δ0
= 1.

Второй вектор f2 канонического базиса ищем в виде линейной ком-
бинации

f2 = e2 − B2(e2,f 1)

B2(f1,f1)
f1

(см. объяснение выше). Поскольку

B2(e2,f1) =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1 2
−1 2 −3
2 −3 5

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
0
0

⎫
⎪⎪⎪⎭ = −1,

имеем

f2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭+ 1 ·

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
0
0

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭;

значение квадратичной формы на этом векторе равно

Q2(f2) = B2(f2,f2) = b2′2′ =
Δ2

Δ1
= 1.

Третий вектор f3 канонического базиса ищем в виде линейной ком-
бинации

f3 = e3 − B2(e3,f1)

B2(f1,f 1)
f1 −

B2(e3,f2)

B2(f2,f2)
f2.

Поскольку

B2(e3,f1) =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
0
1

⎫
⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1 2
−1 2 −3
2 −3 5

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
0
0

⎫
⎪⎪⎪⎭ = 2,

B2(e3,f2) =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
0
1

⎫
⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1 2
−1 2 −3
2 −3 5

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭ = −1,

находим

f3 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
0
1

⎫
⎪⎪⎪⎭− 2

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
0
0

⎫
⎪⎪⎪⎭+

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−1
1
1

⎫
⎪⎪⎪⎭.
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Итак, канонический B1-ортогональный базис и матрица перехода
от исходного базиса имеют вид

f1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
0
0

⎫
⎪⎪⎪⎭, f2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭, f3 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−1
1
1

⎫
⎪⎪⎪⎭, C2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 1 −1
0 1 1
0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Полученный результат полностью совпадает с результатом, полу-
ченным в примере 7.2.

3. Для квадратичной формы Q3(x,y), матрица которой имеет
вид

Q3 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 1 −2
1 1 −1

−2 −1 4

⎫
⎪⎪⎪⎭,

второй угловой минор равен нулю:

Δ2 =
∣
∣
∣
1 1
1 1

∣
∣
∣ = 0,

поэтому метод Якоби неприменим. Перейдём к промежуточному
базису, поменяв местами первый и третий базисные векторы (т.е.
переставив переменные x и z):

⎧
⎨

⎩

e1′ = e3,

e2′ = e2,

e3′ = e1

⇔
⎧
⎨

⎩

x = z′,
y = y′,
z = x′;

C ′
3 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0 0 1
0 1 0
1 0 0

⎫
⎪⎪⎪⎭ = (C ′

3)
−1;

после этого квадратичная форма запишется в виде

Q3(x
′, y′, z′) = z′2 + 2z′y′ − 4z′x′ + y′2 − 2y′x′ + 4x

′2 =

= 4x′2 − 2x′y′ − 4x′z′ + y′2 + 2y′z′ + z′2,

а ее матрица в промежуточном базисе e1′ = e3, e2′ = e2, e3 = e1
имеет вид

Q′
3 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

4 −1 −2
−1 1 1
−2 1 1

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Угловые миноры этой матрицы равны

Δ1 = 4, Δ2 =
∣
∣
∣

4 −1
−1 1

∣
∣
∣ = 3, Δ3 =

∣
∣
∣
∣
∣

4 −1 −2
−1 1 1
−2 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
= −1,

поэтому канонические коэффициенты квадратичной формы (диа-
гональные элементы матрицы в каноническом базисе f1 = e1′′ ,
f2 = e2′′ , f3 = e3′′) суть

b1′′1′′ =
Δ1

Δ0
= 4, b2′′2′′ =

Δ2

Δ1
=

3

4
, b3′′3′′ =

Δ3

Δ2
= −1

3
,
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а канонический вид квадратичной формы—

Q3(x
′′, y′′, z′′) = 4x′′2 +

3

4
y′′2 − 1

3
z′′2. (7.5.1)

Будем искать канонический базис f1,f2,f3, исходя из базиса

e1′ = e3 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
0
1

⎫
⎪⎪⎪⎭, e2′ = e2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭, e3′ = e1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
0
0

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Отметим, что в дальнейшем изложении координаты всех векторов
указаны в исходном базисе e1,e2,e3. Первый вектор f1 канониче-
ского базиса полагаем равным e1′ ; значение квадратичной формы
на этом векторе равно

Q3(f1) = B3(f1,f1) =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
0
1

⎫
⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎩

1 1 −2
1 1 −1

−2 −1 4

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
0
1

⎫
⎪⎪⎪⎭ = 4 = b1′′1′′ .

Второй вектор f2 канонического базиса ищем в виде линейной ком-
бинации

f2 = e2′ − B3(e2′ ,f1)

B3(f1,f1)
f1.

Поскольку

B3(e2′ ,f1) =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎩

1 1 −2
1 1 −1

−2 −1 4

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
0
1

⎫
⎪⎪⎪⎭ = −1,

имеем

f2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭− −1

4

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
0
1

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

0
1
1/4

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭;

значение квадратичной формы на этом векторе равно

Q3(f2) = B3(f2,f2) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

0
1
1/4

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎩

1 1 −2
1 1 −1

−2 −1 4

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

0
1
1/4

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭ =

3

4
= b2′′2′′ .

Третий вектор f3 канонического базиса ищем в виде линейной ком-
бинации

f3 = e3′ − B3(e3′ ,f1)

B3(f1,f1)
f1 −

B3(e3′ ,f2)

B3(f2,f2)
f2.

Поскольку

B3(e3′ ,f1) =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
0
0

⎫
⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎩

1 1 −2
1 1 −1

−2 −1 4

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
0
1

⎫
⎪⎪⎪⎭ = −2,
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B3(e3′ ,f2) =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
0
0

⎫
⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎩

1 1 −2
1 1 −1

−2 −1 4

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

0
1

1/4

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭ =

1

2
,

получаем

f3 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
0
0

⎫
⎪⎪⎪⎭− −2

4

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
0
1

⎫
⎪⎪⎪⎭− 1/2

3/4

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

0
1
1/4

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

1
−2/3
1/3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭.

Итак, канонический базис состоит из векторов

f1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
0
1

⎫
⎪⎪⎪⎭,f2 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

0
1

1/4

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭,f3 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

1
−2/3
1/3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭,

матрица перехода от исходного базиса к каноническому равна

C3 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

0 0 1
0 1 −2/3
1 1/4 1/3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭.

Проверка: матрица квадратичной формы в базисе имеет вид

Q′′
3 = CT

3 Q3C3 =

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

0 0 1
0 1 −2/3
1 1/4 1/3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎩

1 1 −2
1 1 −1

−2 −1 4

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

0 0 1
0 1 −2/3
1 1/4 1/3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭ =

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

4 0 0
0 3/4 0
0 0 −1/3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭.

что согласуется с формулой (7.5.1).

Задачи для самостоятельного решения

7.1. Квадратичная форма Q(x) задана в некотором базисе своей
матрицей Q. Найдите матрицы квадратичных форм Q1(x), Q2(x),
Q3(x),Q4(x), являющихся ограничениями формы Q(x) на подпро-
странства P1, P2, P3, P4 и исследуйте их на знакоопределённость:

Q =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−2 −1 −3 1
−1 3 0 1
−3 0 −3 2
1 1 2 −1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
,
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P1 = L

⎛

⎝

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2
0

−1
2

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
,

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
0

−3
1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎞

⎠ , P2 = L

⎛

⎝

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

4
1

−3
2

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
,

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0
1

−1
0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎞

⎠ ,

P3 = L

⎛

⎝

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2
1

−1
1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
,

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
−2
2
3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎞

⎠ , P4 = L

⎛

⎝

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2
1

−2
0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
,

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0
1
0
0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎞

⎠ .

7.2. Приведите симметричную билинейную форму B(x,y), задан-
ную своей матрицей B в некотором базисе e1,e2,e3, к канониче-
скому виду методом Лагранжа:

(a)

⎧
⎪⎪⎪⎩

−1 1 −3
1 4 −2

−3 −2 2

⎫
⎪⎪⎪⎭; (b)

⎧
⎪⎪⎪⎩

2 −4 2
−4 7 −6
2 −6 1

⎫
⎪⎪⎪⎭; (c)

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 1 3
1 5 7
3 7 7

⎫
⎪⎪⎪⎭.

7.3. Приведите билинейные формы из задачи 7.2 к каноническому
виду методом Якоби.



ТЕМА 8

Евклидовы пространства

Примеры решения задач

Пример 8.1. Подпространство P евклидова пространства E яв-
ляется линейной оболочкой векторов a1, . . . ,ak. Найдите ортого-
нальные проекции вектора x на P и P⊥. Координаты всех векторов
заданы относительно некоторого ортонормированного базиса:

(a) a =

⎧
⎪⎪⎪⎩

10
5
5

⎫
⎪⎪⎪⎭, x =

⎧
⎪⎪⎪⎩

3
0
0

⎫
⎪⎪⎪⎭;

(b) a1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

6
1
5

⎫
⎪⎪⎪⎭, a2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

4
−1
3

⎫
⎪⎪⎪⎭, x =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
3

−7

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Решение. (a) Обозначим ортогональные проекции вектора x
на P = L(a) и P⊥ через x′ и x′′; ясно, что

x = x′ + x′′, x′ = λa, x′′ = x− x′ = x− λa.

Умножая последнее равенство скалярно на вектор a, получаем

(a,x− λa) = 0 ⇔ λ =
(a,x)

(a,a)
.

Вычисляя скалярные произведения, находим

(a,x) =

⎧
⎪⎪⎪⎩

3
0
0

⎫
⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎩

10
5
5

⎫
⎪⎪⎪⎭= 30, (a,a) =

⎧
⎪⎪⎪⎩

10
5
5

⎫
⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎩

10
5
5

⎫
⎪⎪⎪⎭= 150, λ =

1

5
,

x′ = λa =

⎧
⎪⎪⎪⎩

2
1
1

⎫
⎪⎪⎪⎭, x′′ = x− x′ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

3
0
0

⎫
⎪⎪⎪⎭−

⎧
⎪⎪⎪⎩

2
1
1

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
−1
−1

⎫
⎪⎪⎪⎭.

(b) Как и ранее, обозначив ортогональные проекции вектора x
на P = L(a1,a2) и P⊥ через x′ и x′′, заметим, что

x = x′ + x′′, x′ = λ1a1 + λ2a2, x′′ = x− x′ = x− λ1a1 − λ2a2.
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Умножая последнее равенство скалярно поочередно на векторы a1
и a2, получаем систему уравнений
{
(a1,x− λ1a1 − λ2a2) = 0,

(a2,x− λ1a1 − λ2a2) = 0
⇔

{
λ1(a1,a1) + λ2(a1,a2) = (a1,x),

λ1(a2,a1) + λ2(a2,a2) = (a2,x).

Основной матрицей полученной неоднородной системы линейных
уравнений с неизвестными λ1 и λ2 является матрица Грама векто-
ров a1 и a2:

G =

⎧
⎪⎩
(a1,a1) (a1,a2)
(a2,a1) (a2,a2)

⎫
⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

6 4
1 −1
5 3

⎫
⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎩

6 4
1 −1
5 3

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎩62 38
38 26

⎫
⎭;

поскольку
⎧
⎪⎩
(a1,x)
(a2,x)

⎫
⎪⎭=

⎧
⎪⎪⎪⎩

6 4
1 −1
5 3

⎫
⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎩

1
3

−7

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎩−26
−20

⎫
⎭,

находим
⎧
⎪⎩
λ1

λ2

⎫
⎪⎭ = G−1

⎧
⎪⎩
(a1,x)
(a2,x)

⎫
⎪⎭ =

⎧
⎩62 38
38 26

⎫
⎭

−1⎧
⎩−26
−20

⎫
⎭ =

⎧
⎪⎩

1/2
−3/2

⎫
⎪⎭

и далее

x′ = λ1a1 + λ2a2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

6 4
1 −1
5 3

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎩

1/2
−3/2

⎫
⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎩

−3
2

−2

⎫
⎪⎪⎪⎭,

x′′ = x− x′ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
3

−7

⎫
⎪⎪⎪⎭−

⎧
⎪⎪⎪⎩

−3
2

−2

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

4
1

−5

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Пример 8.2. Примените процесс ортогонализации к векторам a1,
a2, a3, заданным своими координатами в некотором ортонорми-
рованном базисе e1, e2, e3 трехмерного евклидова пространства.
Запишите координаты векторов полученного ортонормированного
базиса e1′ , e2′ , e3′ и матрицу перехода от базиса a1, a2, a3 к базису
e1′ , e2′ , e3′ .

a1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭, a2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

2
0

−1

⎫
⎪⎪⎪⎭, a3 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
0
3

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Решение. Шаг 1. Поскольку ‖a1‖ =
√
2, полагаем

e1′ =
a1

‖a1‖ =
1√
2

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭.
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Шаг 2. Находим вектор f2, ортогональный линейной оболоч-
ке L(e1′):

f2 = a2 − prL(e1′ ) a2 = a2 − (e1′ ,a2)e1′ =

=

⎧
⎪⎪⎪⎩

2
0

−1

⎫
⎪⎪⎪⎭−

(
1√
2

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎩

2
0

−1

⎫
⎪⎪⎪⎭

)
1√
2

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
−1
−1

⎫
⎪⎪⎪⎭ .

Поскольку ‖f2‖ =
√
3, имеем

e2′ =
f2

‖f2‖
=

1√
3

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
−1
−1

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Шаг 3. Находим вектор f3, ортогональный линейной оболочке
L(e1′ , bfe2′):

f3 = a3 − prL(e1′ ,e2′ ) a3 = a3 − (e1′ ,a3)e1′ − (e2′ ,a3)e2′ .

Вычислим скалярные произведения:

(e1′ ,a3) =
1√
2

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎩

0
0
3

⎫
⎪⎪⎪⎭ = 0, (e2′ ,a3) =

1√
3

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
−1
−1

⎫
⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎩

0
0
3

⎫
⎪⎪⎪⎭ = −

√
3;

таким образом,

f3 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
0
3

⎫
⎪⎪⎪⎭+

√
3

1√
3

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
−1
−1

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
−1
2

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Поскольку ‖f3‖ =
√
6, имеем

e3′ =
f3

‖f3‖
=

1√
6

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
−1
2

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Для нахождения матрицы перехода C от базиса a1, a2, a3

к базису e1′ , e2′ , e3′ составим матрицы A =
∥
∥a1,a2,a3

∥
∥ и

E′ =
∥
∥e1′ ,e2′ ,e3′

∥
∥, состоящие из указанных столбцов, и исполь-

зуем соотношение E′ = AC; тогда

C = A−1E′ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 2 0
1 0 0
0 −1 3

⎫
⎪⎪⎪⎭

−1
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1/
√
2 1/

√
3 1/

√
6

1/
√
2 −1/

√
3 −1/

√
6

0 −1/
√
3 2/

√
6

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1/
√
2 −1/

√
3 −1/

√
6

0 1/
√
3 1/

√
6

0 0 1/
√
6

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.
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Пример 8.3. Известна матрица Грама некоторого базиса e1, e2
двумерного евклидова пространства. Найдите матрицу перехода к
ортонормированному базису e1′ , e2′ , получаемому из данного ба-
зиса ортогонализацией.

G =
⎧
⎩1 3
3 13

⎫
⎭.

Решение. Квадратичная форма, задающая скалярное произ-
ведение в базисе e1, e2, имеет вид

⎧
⎩x
y

⎫
⎭

T⎧
⎩1 3
3 13

⎫
⎭
⎧
⎩x
y

⎫
⎭ = x2 + 6xy + 13y2.

Приведём её к нормальному виду методом Лагранжа:

x2 + 6xy + 13y2 =
(
x2 + 2 · x · 3y + (3y)2

)− 9y2 + 13y2 =

= (x+ 3y)2 + 4y2 = x′2 + y′2,

где
{
x′ = x+ 3y,

y′ = 2y
⇒ C−1 =

⎧
⎩1 3
0 2

⎫
⎭ ⇒ C =

1

2

⎧
⎩2 −3
0 1

⎫
⎭.

Пример 8.4. Дополните семейство векторов e1 = (1;−1; 1;−3)T ,
e2 = (−4; 1; 5; 0)T евклидова пространства R

4 со стандартным ска-
лярным произведением до ортогонального базиса. Разложите век-
тор a = (5; 3;−5;−9)T по построенному ортогональному базису
и найдите его ортогональную проекцию на линейную оболочку
L(e1,e2).

Решение. Заданные векторы ортогональны:

(e1,e2) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
−1
1

−3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−4
1
5
0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

= 0.

Любой вектор x, ортогональный линейной оболочке L(e1,e2), удо-
влетворяет системе уравнений

{
(e1,x) = 0,

(e2,x) = 0
⇔ AX = O,

где A = ‖e1,e2‖T . Решая указанную систему, находим:
⎧
⎩ 1 −1 1 −3
−4 1 5 0

⎫
⎭ Г.-Ж.−−−→

⎧
⎩1 0 −2 1
0 1 −3 4

⎫
⎭
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так что фундаментальную совокупность решений образуют векто-
ры f1 = (2; 3; 1; 0)T и f2 = (−1;−4; 0; 1)T . Каждый из этих векто-
ров ортогонален линейной оболочке L(e1,e2), но между собой они
не ортогональны, поэтому применим к ним процесс Грама—Шмид-
та. На первом шаге полагаем g1 = f1; далее,

g2 = f2 − prL(g1)
f2 = f2 −

(g1,f2)

(g1,g1)
g1.

Вычислим необходимые скалярные произведения:

(g1,f 2) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2
3
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−1
−4
0
1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

= −14, (g1,g1) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2
3
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2
3
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

= 14.

Таким образом,

g2 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−1
−4
0
1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

− −14

14

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2
3
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
−1
1
1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.

Итак, в качестве ортогонального базиса в пространстве R
4 можно

взять базис

e1 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
−1
1

−3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, e2 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−4
1
5
0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, e3 = g1 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2
3
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, e4 = g2 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
−1
1
1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.

Чтобы разложить вектор по найденному ортогональному (но не
нормированному) базису, воспользуемся формулами Гиббса:

a1 =
(e1,a)

(e1,e1)
=

⎡

⎢
⎣

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
−1
1

−3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

5
3

−5
−9

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎤

⎥
⎦

/

⎡

⎢
⎣

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
−1
1

−3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
−1
1

−3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎤

⎥
⎦ =

24

24
= 1

и аналогично

a2 =
(e2,a)

(e2,e2)
= −1, a3 =

(e3,a)

(e3,e3)
= 1, a4 =

(e4,a)

(e4,e4)
= 3.

Проекция вектора a на линейную оболочку L(e1, e2) равна

prL(e1,e2) = a1e1 + a2e2 = 1 ·
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
−1
1

−3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

+ (−1) ·
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−4
1
5
0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

5
−2
−4
−3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.
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Пример 8.5. В евклидовом пространстве R
4 со стандартным ска-

лярным произведением подпространство P задано однородной си-
стемой линейных уравнений AX = O с основной матрицей

A =
⎧
⎩ 8 −5 3 −6
−11 8 −6 9

⎫
⎭

(см. пример 1.2). Найдите ортогональный базис в подпространстве
P и дополните его до базиса пространства R

4.

Решение. Введём векторы

f1 = (8;−5; 3;−6)T , f2 = (−11; 8;−6; 9)T ,

полученные транспонированием строк матрицы A; тогда уравне-
ния системы AX = O можно трактовать как условия ортогональ-
ности вектора x векторам f1 и f2:

(f1,x) = 0, (f2,x) = 0.

Векторы f1 и f2 образуют базис в ортогональном дополнении P⊥
подпространства P . Они между собой не ортогональны; применим
к ним процесс Грама—Шмидта: e1 = f1 = (8;−5; 3;−6)T ,

g2 = f2 − prL(e1) f2 = f2 −
(e1,f2)

(e1,e1)
e1,

(e1,f2) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

8
−5
3

−6

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−11
8

−6
9

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

= −200, (e1,e1) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

8
−5
3

−6

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

8
−5
3

−6

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

= 134,

g2 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−11
8

−6
9

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

− −200

134

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

8
−5
3

−6

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=
1

67

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

63
36

−102
3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
;

положим e2 = (63; 36;−102; 3)T . Векторы e1 и e2 образуют ор-
тогональный базис в ортогональном дополнении P⊥ подпростран-
ства P .

Система AX = O была решена в примере 1.2; фундаментальная
совокупность её решений (т.е. базис подпространства P ) состоит из
векторов f3 = (2; 5; 3; 0)T и f4 = (1;−2; 0; 3)T , каждый из которых
ортогонален линейной оболочке L(f1,f2) = L(e1,e2); между собой
эти векторы не ортогональны. Применим к ним процесс ортогона-
лизации: e3 = f3 = (2; 5; 3; 0)T ,

g4 = f4 − prL(e3) f4 = f4 −
(e3,f4)

(e3,e3)
e3,
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(e3,f 4) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2
5
3
0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
−2
0
3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

= −8, (e3,e3) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2
5
3
0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2
5
3
0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

= 38,

g4 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
−2
0
3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

− −8

38

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2
5
3
0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=
1

19

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

27
−18
12
57

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
;

положим e4 = (27;−18; 12; 57)T . Векторы e3 и e4 образуют ортого-
нальный базис в подпространстве P .

Векторы

e1 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

8
−5
3

−6

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, e2 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

63
36

−102
3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, e3 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2
5
3
0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, e4 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

27
−18
12
57

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

образуют ортогональный базис в пространстве R
4; при этом

R
4 = P ⊕ P⊥.

Пример 8.6. В пространстве R[t]2 многочленов степени � 2 ска-
лярное произведение элементов x = x(t) и y = y(t) задано форму-
лой

(x,y) =

∫ 1

0
x(t) y(t) dt. (8.6.1)

Найдите матрицу Грама стандартного базиса пространства. При
помощи процесса ортогонализации постройте ортонормированный
базис в пространстве R[t]2, исходя из стандартного базиса.

Решение. Стандартный базис пространства R[t]2 состоит из
векторов

e0 = 1, e1 = t, e2 = t2 (8.6.2)

или, короче, ek = tk, k = 0, 1, 2. Элементы матрицы Грама равны

gjk = (ej,ek) =

∫ 1

0
tj tk dt =

tj+k+1

j + k + 1

∣
∣
∣
∣
∣

1

0

=
1

j + k + 1
.

Таким образом, матрица Грама имеет вид

G =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

1 1/2 1/3
1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭. (8.6.3)

Применим процесс Грама—Шмидта к стандартному базису.
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Шаг 0. Имеем ‖e0‖2 = (e0,e0) = g00 = 1, поэтому полагаем

e0′ =
e0

‖e0‖ = 1.

Шаг 1. Найдём вектор f1, ортогональный линейной оболочке
L(e0′):

f1 = e1 − prL(e0′ ) e1 = e1 − (e0′ ,e1)e0′ = t− 1

2
;

мы использовали тот факт, что

(e0′ ,e1) = (e0,e1) = g01 =
1

2
.

Квадрат нормы вектора f1 равен

‖f1‖2 = (f1,f1) =

∫ 1

0

(

t− 1

2

)2

dt =
1

12
,

поэтому

e1′ =
f1

‖f1‖
=

√
12

(

t− 1

2

)

.

Шаг 2. Найдём вектор f2, ортогональный линейной оболочке
L(e0′ ,e1′):

f2 = e2 − prL(e0′e1′ ) e2 = e2 − (e0′ ,e2)e0′ − (e1′ ,e2)e1′ .

Вычисляем требуемые скалярные произведения:

(e0′ ,e2) =

∫ 1

0
1 · t2dt = 1

3
,

(e1′ ,e2) =

∫ 1

0

√
12

(

t− 1

2

)

· t2dt = 1√
12

;

таким образом,

f2 = t2 − 1

3
− 1√

12
·
√
12

(

t− 1

2

)

= t2 − t+
1

6
.

Квадрат нормы вектора f2 равен

‖f2‖2 = (f2,f2) =

∫ 1

0

(

t2 − t+
1

6

)2

dt =
1

180
;

поэтому

e2′ =
f2

‖f2‖
= 6

√
5

(

t2 − t+
1

6

)

.
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Итак, базис в пространстве R[t]2, ортонормированный относитель-
но скалярного произведения (8.6.1), состоит из векторов (много-
членов)

e0′ = 1, e1′ =
√
12

(

t− 1

2

)

, e2′ = 6
√
5

(

t2 − t+
1

6

)

. (8.6.4)

Выполним проверку. Матрица перехода от старого (стандартного)
базиса (8.6.2) к новому базису (8.6.4) имеет вид

C =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 −√
12/2

√
5

0
√
12 −6

√
5

0 0 6
√
5

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.

Найдём матрицу Грама нового базиса (вычисления опущены):

G′ = CTGC = 1.

Задачи для самостоятельного решения

8.1. Подпространство P евклидова пространства E является ли-
нейной оболочкой векторов a1, . . . ,ak. Найдите ортогональные
проекции вектора x на P и P⊥. Координаты всех векторов заданы
относительно некоторого ортонормированного базиса:

(a) a1 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

3
−2
1
1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, a2 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
0

−1
1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, x =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2
−1
3

−2

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
;

(b) a1 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

4
3

−3
2

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, a2 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2
9
1

−4

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, a3 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−1
3
2

−3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, x =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2
4

−1
3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.

8.2. Примените процесс ортогонализации к векторам a1, a2, a3,
заданным своими координатами в некотором ортонормированном
базисе e1, e2, e3, e4 четырехмерного евклидова пространства. За-
пишите координаты векторов полученной ортонормированной си-
стемы e1′ , e2′ , e3′ и матрицу перехода от базиса a1, a2, a3 линейной
оболочки L(a1,a2,a3) к базису e1′ , e2′ , e3′ этой линейной оболочки.

a1 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
4
2
3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, a2 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
5
0
3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, a2 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−1
9
2
7

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.

8.3. В трёхмерном евклидовом пространстве примените процесс
ортогонализации к векторам a1,a2,a3, заданным своими коорди-
натами в некотором (неортогональном) базисе e1,e2,e3, матрица
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Грама G которого известна. Запишите координаты векторов полу-
ченного ортонормированного базиса e1′ ,e2′ ,e3′ в базисе a1,a2,a3.

G =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 2 0
2 5 −2
0 −2 5

⎫
⎪⎪⎪⎭, a1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−3
2
1

⎫
⎪⎪⎪⎭, a2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−8
5
4

⎫
⎪⎪⎪⎭, a3 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

2
4
0

⎫
⎪⎪⎪⎭.

8.4. Известна матрица Грама некоторого базиса e1,e2,e3 трёхмер-
ного евклидова пространства. Найдите матрицу перехода C к орто-
нормированному базису e1′ ,e2′ ,e3′ , получаемому из данного базиса
ортогонализацией.

G =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 2 3
2 5 8
3 8 14

⎫
⎪⎪⎪⎭.

8.5. Дополните семейство e1 = (1;−1; 1;−1)T , e2 = (1; 2; 2; 1)T

векторов евклидова пространства R
4 со стандартным скаляр-

ным произведением до ортогонального базиса. Разложите вектор
a = (7; 4; 2; 1)T по построенному ортогональному базису и найдите
его ортогональную проекцию на линейную оболочку L(e1,e2).

8.6. В пространстве R[t]3 многочленов степени � 3 скалярное про-
изведение задано формулой

(x,y) =

∫ 1

−1
x(t) y(t) dt.

Найдите матрицу Грама стандартного базиса пространства. При-
менив процесс ортогонализации к стандартному базису, постройте
в R[t]3 ортонормированный базис.

8.7. Рассмотрим отображение R[t]2 × R[t]2 → R, которое каждой
упорядоченной паре x = x(t), y = y(t) многочленов степени �2
ставит в соответствие вещественное число

(x,y) = x(−1)y(−1) + x(0)y(0) + x(1)y(1).

Докажите, что это отображение может служить скалярным произ-
ведением в пространстве R[t]2. Найдите матрицу Грама стандарт-
ного базиса пространства относительно этого скалярного произве-
дения. Применив процесс ортогонализации к стандартному базису,
постройте в R[t]2 ортонормированный базис.



ТЕМА 9

Линейные операторы
в евклидовых пространствах

Примеры решения задач

Пример 9.1. В пространстве R[t]2 многочленов степени �2 ска-
лярное произведение элементов x = x(t) и y = y(t) задано форму-
лой

(x,y) =

∫ 1

0
x(t)y(t)dt (9.1.1)

(см. пример 8.6). Найдите матрицуD∗ оператораD∗, сопряжённого
оператору дифференцирования D = d/dt, в стандартном базисе
пространства.

Решение. Матрица D оператора дифференцирования D и
матрица Грама G скалярного произведения (9.1.1) в стандартном
базисе были найдены в примерах 5.3 и 8.6 соответственно:

D =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0 1 0
0 0 2
0 0 0

⎫
⎪⎪⎪⎭, G =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

1 1/2 1/3
1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭.

Матрица D∗ сопряжённого оператора вычисляется следующим об-
разом:

D∗ = G−1DTG =

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

= 1 1/2 1/3
1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭

−1⎧
⎪⎪⎪⎩

0 1 0
0 0 2
0 0 0

⎫
⎪⎪⎪⎭

T ⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

1 1/2 1/3
1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭ =

=

⎧
⎪⎪⎪⎩

−6 2 3
12 −24 −26
0 30 30

⎫
⎪⎪⎪⎭.
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Для вычисления произведения G−1DT целесообразно воспользо-
ваться методом, описанным в примере 2.2:

∥
∥G

∣
∣ DT

∥
∥ =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

1 1/2 1/3 0 0 0
1/2 1/3 1/4 1 0 0
1/3 1/4 1/5 0 2 0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭

Г.-Ж.−−−→

Г.-Ж.−−−→
⎧
⎪⎪⎪⎩

1 0 0 −36 60 0
0 1 0 192 −360 0
0 0 1 −180 360 0

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

∥
∥I

∣
∣ G−1DT

∥
∥

и далее
(
G−1DT )G =

=

⎧
⎪⎪⎪⎩

−36 60 0
192 −360 0

−180 360 0

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

1 1/2 1/3
1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−6 2 3
12 −24 −26
0 30 30

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Пример 9.2. Найдите двумерное инвариантное подпространство
линейного оператора A, заданного в некотором базисе e1,e2,e3
трёхмерного векторного пространства V (R) матрицей (см. при-
мер 6.6)

⎧
⎪⎪⎪⎩

11 14 6
−8 −9 −4
4 4 3

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Решение. Воспользуемся тем фактом, что если P —инвари-
антное подпространство линейного оператора A : V → V , то ор-
тогональное дополнение P⊥ является инвариантным подпростран-
ством сопряженного оператора A∗. Поскольку

dimP + dimP⊥ = dimV,

двумерное инвариантное подпространство линейного оператора A
можно найти как ортогональное дополнение одномерного инвари-
антного подпространства сопряжённого оператора A∗.

Введём в пространстве скалярное произведение так, чтобы ба-
зис e1,e2,e3 был ортонормированным относительно этого скаляр-
ного произведения. Тогда матрица сопряжённого оператора в этом
базисе получается из матрицы исходного оператора транспони-
рованием. Собственные значения операторов A и A∗ одинаковы;
в примере 6.6 было установлено, что оператор A (а потому и опе-
ратор A∗) имеет единственное (вещественное) собственное значе-
ние λ1 = 3. Найдём соответствующий собственный вектор опера-
тора A∗:

A∗ − λ1I =

⎧
⎪⎪⎪⎩

11 −8 4
14 −9 4
6 −4 3

⎫
⎪⎪⎪⎭− 3

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎭ =
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=

⎧
⎪⎪⎪⎩

8 −8 4
14 −12 4
6 −4 0

⎫
⎪⎪⎪⎭

Г.-Ж.−−−→
⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

1 0 −1
0 1 −3/2
0 0 0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭ ⇒ x∗ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

2
3
2

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Ортогональное дополнение линейной оболочки L(x∗) и будет ис-
комым двумерным инвариантным подпространством оператора A;
однородная система линейных уравнений, определяющая это под-
пространство, имеет вид

(x∗,y) = 0 ⇔ 2y1 + 3y2 + 2y3 = 0,

где y = (y1, y2, y3)T ∈ L⊥(x∗). Найдём базис в этом подпростран-
стве, т.е. фундаментальную совокупность решений построенной си-
стемы:

2y1 + 3y2 + 2y3 = 0 ⇒ y1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−3
2
0

⎫
⎪⎪⎪⎭, y2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−1
0
1

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Убедимся, что найденная линейная оболочка L(y1,y2) совпадает с
линейной оболочкой L(x1,x2) из примера 6.6:

∥
∥x1,x2,y1,y2

∥
∥ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −3 −3 −1
−2 2 2 0
2 0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎭

Г.-Ж.−−−→
⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

1 0 0 1/2
0 1 1 1/2
0 0 0 0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭.

Пример 9.3. Самосопряжённый оператор A задан своей матри-
цей A в некотором ортонормированном базисе e1,e2,e3 евклидова
пространства. Постройте ортонормированный базис e1′ ,e2′ ,e3′ , со-
стоящий из собственных векторов оператора.

(a) A =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−1 0 2
0 1 −2
2 −2 0

⎫
⎪⎪⎪⎭, (b) A =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 2 3
2 4 6
3 6 9

⎫
⎪⎪⎪⎭. (9.3.1)

Решение. (a) Найдём собственные значения:

det(A− λI) =

∣
∣
∣
∣
∣

−1− λ 0 2
0 1− λ −2
2 −2 −λ

∣
∣
∣
∣
∣
= 9λ− λ3,

так что λ1 = −3, λ2 = 0, λ3 = 3. Все собственные значения простые
(т.е. имеют алгебраическую кратность 1), поэтому каждому из них
соответствует одномерное собственное подпространство; собствен-
ные векторы, отвечающие различным собственным значениям, ав-
томатически получатся ортогональными. Найдём их:

A− λ1I =

⎧
⎪⎪⎪⎩

2 0 2
0 4 −2
2 −2 3

⎫
⎪⎪⎪⎭

Г.-Ж.−−−→
⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

1 0 1
0 1 −1/2
0 0 0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭ ⇒ x1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−2
1
2

⎫
⎪⎪⎪⎭;
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A− λ2I =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−1 0 2
0 1 −2
2 −2 0

⎫
⎪⎪⎪⎭

Г.-Ж.−−−→
⎧
⎪⎪⎪⎩

1 0 −2
0 1 −2
0 0 0

⎫
⎪⎪⎪⎭ ⇒ x2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

2
2
1

⎫
⎪⎪⎪⎭;

A− λ3I =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−4 0 2
0 −2 −2
2 −2 −3

⎫
⎪⎪⎪⎭

Г.-Ж.−−−→
⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

1 0 −1/2
0 1 1
0 0 0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭ ⇒ x3 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
−2
2

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Нормируем найденные векторы; поскольку ‖x1‖ = ‖x2‖ = ‖x3‖ = 3,
имеем

e1′ =
1

3

⎧
⎪⎪⎪⎩

−2
1
2

⎫
⎪⎪⎪⎭, e2′ =

1

3

⎧
⎪⎪⎪⎩

2
2
1

⎫
⎪⎪⎪⎭, e3′ =

1

3

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
−2
2

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Матрица оператора в этом базисе диагональна: A′ = diag(−3; 0; 3).
Отметим, что матрица перехода C = ‖e1′ ,e2′ ,e3′‖ от исходного ор-
тонормированного базиса e1,e2,e3 к ортонормированному базису
e1′ ,e2′ ,e3′ , состоящему из собственных векторов оператора A, ор-
тогональна:

=
1

3

⎧
⎪⎪⎪⎩

−2 2 1
1 2 −2
2 1 2

⎫
⎪⎪⎪⎭, C−1 = CT =

1

3

⎧
⎪⎪⎪⎩

−2 1 2
2 2 1
1 −2 2

⎫
⎪⎪⎪⎭.

(b) Строки матрицы A попарно пропорциональны, поэтому,
очевидно, её ранг равен 1, так что два собственных значения равны
нулю, λ1 = λ2 = 0, а третье λ3 легко найти, пользуясь инвариантно-
стью следа: λ1+λ2+λ3 = trA = 14 и λ3 = 14. Находим собственные
векторы:

A− λ1,2I =

=

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 2 3
2 4 6
3 6 9

⎫
⎪⎪⎪⎭

Г.-Ж.−−−→
⎧
⎪⎪⎪⎩

1 2 3
0 0 0
0 0 0

⎫
⎪⎪⎪⎭ ⇒ x1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−2
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭, x2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−3
0
1

⎫
⎪⎪⎪⎭;

A−λ3I =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−13 2 3
2 −10 6
3 6 −5

⎫
⎪⎪⎪⎭

Г.-Ж.−−−→
⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

1 0 −1/3
0 1 −2/3
0 0 0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭ ⇒ x3 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
2
3

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Вектор x3 автоматически ортогонален векторам x1 и x2; его до-
статочно нормировать: ‖x3‖ =

√
14, e3′ = x3/‖x3‖. К векторам x1

и x2 применим процесс ортогонализации:

‖x1‖ =
√
5, e1′ =

x1

‖x1‖ =
1√
5

⎧
⎪⎪⎪⎩

−2
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭;

(e1′ ,x2) =
1√
5

⎧
⎪⎪⎪⎩

−2
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎩

−3
0
1

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

6√
5
,
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y2 = x2 − (e1′ ,x2)e1′ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−3
0
1

⎫
⎪⎪⎪⎭− 6

5

⎧
⎪⎪⎪⎩

−2
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

1

5

⎧
⎪⎪⎪⎩

−3
−6
5

⎫
⎪⎪⎪⎭,

‖y2‖ =
1

5

⎡

⎣

⎧
⎪⎪⎪⎩

−3
−6
5

⎫
⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎩

−3
−6
5

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎤

⎦

1/2

=

√
14

5
, e2′ =

y2

‖y2‖
=

1√
70

⎧
⎪⎪⎪⎩

−3
−6
5

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Итак, ортонормированный базис, состоящий из собственных век-
торов оператора A, имеет вид

e1′ =
1√
5

⎧
⎪⎪⎪⎩

−2
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭, e2′ =

1√
70

⎧
⎪⎪⎪⎩

−3
−6
5

⎫
⎪⎪⎪⎭, e3′ =

1√
14

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
2
3

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Матрица оператора в этом базисе диагональна: A′ = diag(0; 0; 14).

Пример 9.4. Приведите квадратичную форму к каноническому
виду ортогональным преобразованием:
(a) Q1(x, y, z) = −x2 + 4xz + y2 − 4yz;
(b) Q2(x, y, z) = x2 + 4xy + 6xz + 4y2 + 12yz + 9z2.

Решение. Рассмотрим линейный оператор A, матрица AЛО
которого в некотором ортонормированном базисе e1,e2,e3 равна
матрице AКФ = Q квадратичной формы Q(x). Поскольку матрица
симметрична, AЛО = AКФ, оператор является самосопряжённым,
и из его собственных векторов можно составить новый ортонорми-
рованный базис e1′ ,e2′ ,e3′ , в котором матрица A′

ЛО оператора диа-
гональна (при этом на её диагонали стоят собственные значения).
Матрица перехода C от ортонормированного базиса e1,e2,e3 к ор-
тонормированному базису e1′ ,e2′ ,e3′ ортогональна, т.е. C−1 = CT .
Имеем

A′
ЛО = −1AЛО,

A′
КФ = TAКФ = −1AЛО = A′

ЛО;

итак, в базисе e1′ ,e2′ ,e3′ матрица квадратичной формы также яв-
ляется диагональной. Матрицы заданных квадратичных форм

Q1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−1 0 2
0 1 −2
2 −2 0

⎫
⎪⎪⎪⎭, Q2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 2 3
2 4 6
3 6 9

⎫
⎪⎪⎪⎭

совпадают с матрицами из примера 9.3, где были проведены все
необходимые вычисления:

Q′
1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−3 0 0
0 0 0
0 0 3

⎫
⎪⎪⎪⎭, C1 =

1

3

⎧
⎪⎪⎪⎩

−2 2 1
1 2 −2
2 1 2

⎫
⎪⎪⎪⎭,
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Q′
2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0 0 0
0 0 0
0 0 14

⎫
⎪⎪⎪⎭, C2 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−2/
√
5 −3/

√
70 1/

√
14

1/
√
5 −6/

√
70 2/

√
14

0 5/
√
70 3/

√
14

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.

Таким образом, заданные квадратичные формы приводятся к ка-
ноническим видам

Q1(x
′, y′, z′) = −3x′2 + 3z′2, Q2(x

′, y′, z′) = 14z′2

ортогональными преобразованиями с матрицами C1 и C2 соответ-
ственно:

⎧
⎪⎪⎪⎩

x
y
z

⎫
⎪⎪⎪⎭ = Ck

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

x′
y′
z′

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭,

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

x′
y′
z′

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭ = CT

k

⎧
⎪⎪⎪⎩

x
y
z

⎫
⎪⎪⎪⎭, k = 1, 2.

Пример 9.5. Пусть e1,e2,e3 — ортономированный базис в евкли-
довом пространстве V , f1,f2,f3 — базис, связанный с базисом
e1,e2,e3 соотношениями

f1 = e2 + e3, f1 = −e1 + e2 + e3, f3 = −e1 + e3.

Линейный оператор A задан своей матрицей Af в базисе f1,f2,f3.
Докажите, что оператор A является самосопряжённым, и по-
стройте из его собственных векторов ортонормированный базис
e1′ ,e2′ ,e3′ . Составьте матрицу перехода от базиса e1,e2,e3 к ба-
зису e1′ ,e2′ ,e3′ и убедитесь, что она является ортогональной.

Af =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0 −3 3
3 10 −1
3 1 8

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Решение. Матрица перехода от базиса e1,e2,e3 к базису
f1,f2,f3 и матрица Грама базиса f1,f2,f3 имеют вид

C =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0 −1 −1
1 1 0
1 1 1

⎫
⎪⎪⎪⎭, Gf = CT IC =

⎧
⎪⎪⎪⎩

2 2 1
2 3 2
1 2 2

⎫
⎪⎪⎪⎭,

поскольку матрица Грама ортонормированного базиса e1,e2,e3 —
единичная.

Оператор A является ортогональным тогда и только тогда, ко-
гда его матрица Af в произвольном базисе обладает тем свойством,
что матрица GfAf симметрична. Проверим это свойство:

GfAf =

⎧
⎪⎪⎪⎩

2 2 1
2 3 2
1 2 2

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎩

0 −3 3
3 10 −1
3 1 8

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

9 15 12
15 26 19
12 19 17

⎫
⎪⎪⎪⎭.
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Найдём собственные значения оператора A:

det(Af − λI) =

∣
∣
∣
∣
∣

−λ −3 3
3 10− λ −1
3 1 8− λ

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

−λ −3 0
3 10− λ 9− λ
3 1 9− λ

∣
∣
∣
∣
∣
=

=

∣
∣
∣
∣
∣

−λ −3 0
0 9− λ 0
3 1 9− λ

∣
∣
∣
∣
∣
= −λ(9− λ)2

(при вычислении определителя сначала прибавили второй столбец
к третьему, затем из второй строки вычли третью и разложили
определитель по последнему столбцу); таким образом, собственные
значения оператора равны λ1 = λ2 = 9 и λ3 = 0. Найдём собствен-
ные векторы (все вычисления производятся в базисе f1,f2,f3):

Af − λ1I =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−9 −3 3
3 1 −1
3 1 −1

⎫
⎪⎪⎪⎭

Г.-Ж.−−−→
⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

1 1/3 −1/3
0 0 0
0 0 0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭ ⇒

⇒ x1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−1
3
0

⎫
⎪⎪⎪⎭, x2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
0
3

⎫
⎪⎪⎪⎭;

Af − λ3I =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0 −3 3
3 10 −1
3 1 8

⎫
⎪⎪⎪⎭

Г.-Ж.−−−→
⎧
⎪⎪⎪⎩

1 0 3
0 1 −1
0 0 0

⎫
⎪⎪⎪⎭ ⇒ x3 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−3
1
1

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Проверим ортогональность найденных векторов относительно ска-
лярного произведения, заданного матрицей Грама Gf ; для этого
найдём матрицу Грама базиса x1,x2,x3:

Gx = ‖x1,x2,x3‖T Gf ‖x1,x2,x3‖ =

=

⎧
⎪⎪⎪⎩

−1 1 −3
3 0 1
0 3 1

⎫
⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎩

2 2 1
2 3 2
1 2 2

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎩

−1 1 −3
3 0 1
0 3 1

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

17 19 0
19 26 0
0 0 9

⎫
⎪⎪⎪⎭;

как и следовало ожидать, собственные векторы x1 и x2 автомати-
чески ортогональны собственному вектору x3 (отметим сразу, что
‖x3‖ =

√
9 = 3, так что e3′ = (−1; 1/3; 1/3)T ); между собой векторы

x1 и x2 не ортогональны, поэтому придётся провести ортогонали-
зацию:

e1′ =
x1

‖x1‖ =
1√
17

⎧
⎪⎪⎪⎩

−1
3
0

⎫
⎪⎪⎪⎭,

y2 = x2 − (e1′ ,x2)e1′ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
0
3

⎫
⎪⎪⎪⎭− 19

17

⎧
⎪⎪⎪⎩

−1
3
0

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

3

17

⎧
⎪⎪⎪⎩

12
−19
17

⎫
⎪⎪⎪⎭;
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все необходимые в этих вычислениях скалярные произведения со-
держатся в матрице Грама Gx. Нормируем вектор y2:

‖y2‖2 =
(

3

17

)2
⎧
⎪⎪⎪⎩

12
−19
17

⎫
⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎩

2 2 1
2 3 2
1 2 2

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎩

12
−19
17

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

81

17
⇒

⇒ e2′ =
y2

‖y2‖
=

1

3
√
17

⎧
⎪⎪⎪⎩

12
−19
17

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Итак, матрица перехода D от базиса f1,f2,f3 к базису e1′ ,e2′ ,e3′
имеет вид

D =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−1/
√
17 4/

√
17 −1

3/
√
17 −19/(3

√
17) 1/3

0 17/(3
√
17) 1/3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.

Эта матрица не является ортогональной, т.е. не удовлетворяет
условию DDT = I. Матрица перехода S = CD от ортонормиро-
ванного базиса e1,e2,e3 к ортонормированному базису e1′ ,e2′ ,e3′ ,
состоящему из собственных векторов оператора, уже ортогональ-
на: SST = I; она равна

S = CD =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 −1 −1
1 1 0

1 1 1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−1/
√
17 4/

√
17 −1

3/
√
17 −19/(3

√
17) 1/3

0 17/(3
√
17) 1/3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−3/
√
17 2/(3

√
17) −2/3

2/
√
17 −7/(3

√
17) −2/3

2/
√
17 10/(3

√
17) −1/3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.

Пример 9.6. Самосопряжённый оператор A задан своей матри-
цей Af в некотором неортогональном базисе f1,f2,f3. Найдите
матрицу Грама этого базиса.

Af =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0 2 −2
−1 3 −2
−1 1 0

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Решение. Вычислим собственные значения оператора A:

det(Af − λI) =

∣
∣
∣
∣
∣

−λ 2 −2
−1 3− λ −2
−1 1 −λ

∣
∣
∣
∣
∣
= −λ(λ− 1)(λ − 2),



34 Тема 9. Линейные операторы в евклидовых пространствах

так что оператор имеет простые собственные значения λ1 = 0,
λ2 = 1, λ3 = 2. Найдём координаты собственных векторов в ба-
зисе f1,f2,f3:

Af − λ1I =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0 2 −2
−1 3 −2
−1 1 0

⎫
⎪⎪⎪⎭

Г.-Ж.−−−→
⎧
⎪⎪⎪⎩

1 0 −1
0 1 −1
0 0 0

⎫
⎪⎪⎪⎭ ⇒ x1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
1
1

⎫
⎪⎪⎪⎭,

Af − λ2I =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−1 2 −2
−1 2 −2
−1 1 −1

⎫
⎪⎪⎪⎭

Г.-Ж.−−−→
⎧
⎪⎪⎪⎩

1 0 0
0 1 −1
0 0 0

⎫
⎪⎪⎪⎭ ⇒ x2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
1
1

⎫
⎪⎪⎪⎭,

Af − λ3I =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−2 2 −2
−1 1 −2
−1 1 −2

⎫
⎪⎪⎪⎭

Г.-Ж.−−−→
⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1 0
0 0 1
0 0 0

⎫
⎪⎪⎪⎭ ⇒ x3 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Матрицы Грама базисов f1,f2,f3 и x1,x2,x3 связаны соотноше-
нием Gx = CTGfC, или Gf = (C−1)TGxC

−1, где C —матрица пе-
рехода от исходного базиса f1,f2,f3 к базису x1,x2,x3:

C =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 0 1
1 1 1
1 1 0

⎫
⎪⎪⎪⎭, C−1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1 1
−1 1 0
0 1 −1

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Поскольку оператор является самосопряжённым, базис, состоящий
из векторов x1,x2,x3, является ортонормированным, т.е. его мат-
рица Грама — единичная: Gx = I. Итак, получаем

Gf =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1 1
−1 1 0
0 1 −1

⎫
⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1 1
−1 1 0
0 1 −1

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

2 −2 1
−2 3 −2
1 −2 2

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Для проверки вычислим матрицу GfAf :

GfAf =

⎧
⎪⎪⎪⎩

2 −2 1
−2 3 −2
1 −2 2

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎩

0 2 −2
−1 3 −2
−1 1 0

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1 0
−1 3 −2
0 −2 2

⎫
⎪⎪⎪⎭;

она оказалась симметричной, поэтому оператор A действительно
является самосопряжённым.

Решение задачи не является единственным: базис из собствен-
ных векторов матрицы Af можно взять иначе (например, переста-
вить векторы местами или умножить их на произвольные ненуле-
вые коэффициенты); тогда получится другая матрица Грама Gf .

Пример 9.7. Проверьте, что оператор A, заданный матрицей A
в ортонормированном базисе e1,e2,e3, является ортогональным,
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найдите его собственные значения и какую-либо максимальную ор-
тонормированную систему собственных векторов. Опишите геомет-
рический смысл оператора.

(a)
1

9

⎧
⎪⎪⎪⎩

−7 4 4
4 −1 8
4 8 −1

⎫
⎪⎪⎪⎭, (b)

1

3

⎧
⎪⎪⎪⎩

2 1 2
1 2 −2

−2 2 1

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Решение. (a) Проверим соотношение AAT = I, необходимое
и достаточное для того, чтобы матрица A была матрицей ортого-
нального оператора в ортонормированном базисе:

AAT =
1

81

⎧
⎪⎪⎪⎩

−7 4 4
4 −1 8
4 8 −1

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎩

−7 4 4
4 −1 8
4 8 −1

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Таким образом, оператор A ортогонален, поэтому его собствен-
ные значения (если таковые имеются) могут быть равны только 1
или −1. Матрица A симметрична, поэтому оператор A является
самосопряжённым, корни λ1, λ2, λ3 его характеристического мно-
гочлена вещественны (и, стало быть, являются собственными зна-
чениями), а из собственных векторов можно составить ортонорми-
рованный базис e1′ ,e2′ ,e3′ , в котором матрица A′ оператора диа-
гональна, причём на диагонали расположены собственные значе-
ния, равные ±1. Поскольку trA = −1, реализуется случай λ1 = 1,
λ2 = λ3 = −1. Для собственного значения λ1 = 1 имеем:

A− λ1I =
1

9

⎧
⎪⎪⎪⎩

−7 4 4
4 −1 8
4 8 −1

⎫
⎪⎪⎪⎭−

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

=
2

9

⎧
⎪⎪⎪⎩

−8 2 2
2 −5 4
2 4 −5

⎫
⎪⎪⎪⎭

Г.-Ж.−−−→
⎧
⎪⎪⎪⎩

1 0 −12
0 1 −1
0 0 0

⎫
⎪⎪⎪⎭ ⇒ x1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
2
2

⎫
⎪⎪⎪⎭,

‖x1‖ =
√

12 + 22 + 22 = 3, e1′ =
x1

‖x1‖ =
1

3

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
2
2

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Собственные векторы x2 и x3, соответствующие собственному зна-
чению λ2 = λ3 = −1, ортогональны вектору x1, т.е. удовлетворяют
уравнению (x1,x) = 0:

x2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−2
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭, x3 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−2
0
1

⎫
⎪⎪⎪⎭.
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Между собой эти векторы не ортогональны, поэтому применим к
ним процесс ортогонализации:

‖x2‖ =
√

(−2)2 + 12 + 02 =
√
5, e2′ =

x2

‖x2‖ =
1√
5

⎧
⎪⎪⎪⎩

−2
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭,

(e2′ ,x3) =
1√
5

⎧
⎪⎪⎪⎩

−2
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭

T⎧
⎪⎪⎪⎩

−2
0
1

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

4√
5
,

y3 = x3 − prL(e2′ ) x3 =

= x3 − (e2′ ,x3)e2′ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−2
0
1

⎫
⎪⎪⎪⎭− 4

5

⎧
⎪⎪⎪⎩

−2
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

1

5

⎧
⎪⎪⎪⎩

−2
−4
5

⎫
⎪⎪⎪⎭,

‖y3‖ =
1

5

√
(−2)2 + (−4)2 + 52 =

3√
5
, e3′ =

y3

‖y3‖
=

1

3
√
5

⎧
⎪⎪⎪⎩

−2
−4
5

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Построенные векторы e1′ ,e2′ ,e3′ образуют ортонормированный ба-
зис, состоящий из собственных векторов ортогонального (и само-
сопряжённого) оператора A. Матрица перехода от исходного орто-
нормированного базиса e1,e2,e3 к построенному ортонормирован-
ному базису e1′ ,e2′ ,e3′ равна

C =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1/3 −2/
√
5 −2/(3

√
5)

2/3 1/
√
5 −4/(3

√
5)

2/3 0 1/(3
√
5)

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
;

она является ортогональной, что легко проверяется: CCT = I.
В ортонормированном базисе e1′ ,e2′ ,e3′ матрица A′ оператора

A имеет вид

A′ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

⎫
⎪⎪⎪⎭;

таким образом, оператор является оператором отражения трёхмер-
ного пространства в прямой, направляющим вектором которой яв-
ляется вектор e1′ : сам этот вектор под действием оператора пере-
ходит в себя, а векторы e2′ и e3′ меняют направление на противо-
положное.

(b) Проверим выполнение соотношения AAT = I:

AAT =
1

9

⎧
⎪⎪⎪⎩

2 1 2
1 2 −2

−2 2 1

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎩

2 1 −2
1 2 2
2 −2 1

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎭;

таким образом, оператор является ортогональным. (Отметим, что
в данном примере матрица несимметрична, т.е. соответствующий
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оператор самосопряжённым не является.) Найдём собственные зна-
чения оператора. Если λ1, λ2, λ3 —корни характеристического мно-
гочлена (которые в отличие от собственных значений могут быть
комплексными), то

λ1 + λ2 + λ3 = trA =
5

3
, |λ1| = |λ2| = |λ3| = 1;

отсюда заключаем, что λ1 = 1, а корни λ2 и λ3 являются
взаимно сопряжёнными комплексными числами (напомним, что
|Reλ| � |λ|). Найдём соответствующий собственный вектор:

A− λ1I =
1

3

⎧
⎪⎪⎪⎩

2 1 2
1 2 −2

−2 2 1

⎫
⎪⎪⎪⎭−

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

=
1

3

⎧
⎪⎪⎪⎩

−1 1 2
1 −1 −2

−2 2 −2

⎫
⎪⎪⎪⎭

Г.-Ж.−−−→
⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −1 0
0 0 1
0 0 0

⎫
⎪⎪⎪⎭ ⇒ x1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Ортогональное дополнение P⊥ к линейной оболочке P = L(x1)
является двумерным инвариантным подпространством, которое не
содержит собственных векторов; таким образом, оператор пред-
ставляет собой вращение вокруг оси с направляющим вектором x1.
Чтобы найти угол вращения, найдём ортонормированный базис в
P⊥ и подействуем на него оператором. Из условия ортогональности
(x1,x) = 0 найдём два линейно независимых вектора в P⊥:

y1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−1
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭, y2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
0
1

⎫
⎪⎪⎪⎭;

они получились взаимно ортогональными, (y1,y2) = 0, поэтому
ортогонализация не требуется; ортонормированный базис в P⊥ со-
стоит из векторов

p1 =
y1

‖y1‖
=

1√
2

⎧
⎪⎪⎪⎩

−1
1
0

⎫
⎪⎪⎪⎭, p2 = y2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
0
1

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Подействуем оператором A на векторы p1,p2:

A‖p1,p2‖ =
1

3

⎧
⎪⎪⎪⎩

2 1 2
1 2 −2

−2 2 1

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−1/
√
2 0

1/
√
2 0

0 1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=
1

3

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−1/
√
2 2

1/
√
2 −2

2
√
2 1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

,

и выразим векторы Ap1,Ap2 через p1,p2:
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∥
∥p1,p2,Ap1,Ap2

∥
∥ =

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−1/
√
2 0 −√

2/6 2/3
1/
√
2 0

√
2/6 −2/3

0 1 2
√
2/3 1/3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

Г.-Ж.−−−→
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 0 1/3 −2
√
2/3

0 1 2
√
2/3 1/3

0 0 0 0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎭
;

таким образом, поскольку
∥
∥Ap1,Ap2

∥
∥ =

∥
∥p1,p2

∥
∥

⎧
⎪⎪⎩

1/3 −2
√
2/3

2
√
2/3 1/3

⎫
⎪⎪⎭,

ограничение A
∣
∣
P⊥ оператора A на двумерное инвариантное под-

пространство P⊥ действует как вращение на угол ϕ, для которо-
го cosϕ = 1/3, sinϕ = −2

√
2/3. Сам оператор представляет со-

бой вращение на угол ϕ вокруг оси с направляющим вектором
x1 = (1; 1; 0)T .

Задачи для самостоятельного решения

9.1. В пространстве R[t]2 многочленов степени �2 скалярное про-
изведение элементов x = x(t) и y = y(t) задано формулой

(x,y) = x(−1)y(−1) + x(0)y(0) + x(1)y(1)

(см. пример 8.7). Найдите матрицуD∗ оператора D∗, сопряжённого
оператору дифференцирования D = d/dt, в стандартном базисе
пространства.

9.2. Найдите двумерное инвариантное подпространство линейного
оператора A, заданного в некотором базисе e1,e2,e3 трёхмерного
векторного пространства V (R) матрицей (см. задачу 6.4)

(a)

⎧
⎪⎪⎪⎩

2 7 3
−2 −8 −4
4 16 8

⎫
⎪⎪⎪⎭; (б)

⎧
⎪⎪⎪⎩

3 4 1
2 7 5

−5 −11 −6

⎫
⎪⎪⎪⎭.

9.3. Самосопряжённый оператор A задан своей матрицей в неко-
тором ортонормированном базисе e1,e2,e3 евклидова простран-
ства. Постройте ортонормированный базис e1′ ,e2′ ,e3′ , состоящий
из собственных векторов оператора.

(a)

⎧
⎪⎪⎪⎩

2 −6 −1
−6 −1 2
−1 2 −6

⎫
⎪⎪⎪⎭, (b)

⎧
⎪⎪⎪⎩

2 2 −1
2 −1 2

−1 2 2

⎫
⎪⎪⎪⎭.

9.4. Приведите квадратичную форму к каноническому виду орто-
гональным преобразованием:
(a) Q1(x, y, z) = 2x2 − 12xy − 2xz − y2 + 4yz − 6z2;
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(b) Q2(x, y, z) = 2x2 + 4xy − 2xz − y2 + 4yz + 2z2

(ср. задачу 9.3).

9.5. Пусть e1,e2,e3 — ортонормированный базис в евклидовом
пространстве V , f1,f 2,f3 —базис, связанный с базисом e1,e2,e3
соотношениями

f1 = e1 − e2, f1 = e2 − e3, f3 = e1 − e2 + e3.

Линейный оператор A задан своей матрицей Af в базисе
bff1,f2,f3. Докажите, что оператор A является самосопряжён-
ным, и постройте ортонормированный базис e1′ ,e2′ ,e3′ из его соб-
ственных векторов. Составьте матрицу перехода от базиса e1,e2,e3
к базису e1′ ,e2′ ,e3′ и убедитесь, что она является ортогональной.

Af =

⎧
⎪⎪⎪⎩

24 −32 8
−27 36 −9
−33 44 −11

⎫
⎪⎪⎪⎭.

9.6. Самосопряжённый оператор A задан своей матрицей Af в
некотором неортогональном базисе f1,f2,f3. Найдите матрицу
Грама этого базиса.

Af =

⎧
⎪⎪⎪⎩

2 1 1
−1 0 −1
1 1 2

⎫
⎪⎪⎪⎭.

9.7. Проверьте, что оператор A, заданный матрицей A в ортонор-
мированном базисе e1,e2,e3, является ортогональным, найдите его
собственные значения и какую-либо максимальную ортонормиро-
ванную систему собственных векторов. Опишите геометрический
смысл оператора.

(a)
1

5

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 4 −2
√
2

−4 −1 −2
√
2

2
√
2 −2

√
2 −3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
; (b)

1

5

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 4 2
√
2

4 1 −2
√
2

2
√
2 −2

√
2 3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.



ТЕМА 10

Матричная экспонента

Примеры решения задач

Пример 10.1. Найдите экспоненту матрицы

A =
⎧
⎩−4 15
−2 7

⎫
⎭.

Решение. Найдём собственные значения и собственные век-
торы матрицы A. Характеристический многочлен

det(A− λI) =

∣
∣
∣
∣
−4− λ 15

−2 7− λ

∣
∣
∣
∣ = λ2 − 3λ+ 2

имеет корни λ1 = 1, λ2 = 2; соответствующие собственные векторы

(A− λ1I)x1 = 0,
⎧
⎩−5 15
−2 6

⎫
⎭x1 = 0, x1 =

⎧
⎩3
1

⎫
⎭;

(A− λ2I)x2 = 0,
⎧
⎩−6 15
−2 5

⎫
⎭x2 = 0, x2 =

⎧
⎩5
2

⎫
⎭.

Матрица перехода C к диагонализирующему базису состоит из
столбцов x1,x2; вычислим также обратную матрицу:

C =
⎧
⎩3 5
1 2

⎫
⎭, C−1 =

⎧
⎩ 2 −5
−1 3

⎫
⎭.

Поскольку

expA′ = exp
⎧
⎩1 0
0 2

⎫
⎭ =

⎧
⎪⎩
e 0
0 e2

⎫
⎪⎭,

окончательно находим:

expA = C expA′C−1 =
⎧
⎩3 5
1 2

⎫
⎭
⎧
⎪⎩
e 0
0 e2

⎫
⎪⎭
⎧
⎩ 2 −5
−1 3

⎫
⎭ =

=

⎧
⎪⎩
6e− 5e2 15e2 − 15e
2e− 2e2 6e2 − 5e

⎫
⎪⎭.

Пример 10.2. Найдите exp(tA) для матрицы A из предыдущего
примера.
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Решение. Меняется лишь финальная часть решения:

exp(tA′) = exp
(
t
⎧
⎩1 0
0 2

⎫
⎭
)
=

⎧
⎪⎩
et 0
0 e2t

⎫
⎪⎭;

отсюда находим:

exp(tA) = C exp(tA′)C−1 =
⎧
⎩3 5
1 2

⎫
⎭
⎧
⎪⎩
et 0
0 e2t

⎫
⎪⎭
⎧
⎩ 2 −5
−1 3

⎫
⎭ =

=

⎧
⎪⎩
6et − 5e2t 15e2t − 15et

2et − 2e2t 6e2t − 5et

⎫
⎪⎭.

Пример 10.3. Найдите etA для матрицы

A =

⎧
⎪⎩
a −b
b a

⎫
⎪⎭.

Решение. Характеристический многочлен

det(a− λI) =

∣
∣
∣
∣
a− λ −b
b a− λ

∣
∣
∣
∣ = λ2 − 2aλ+ a2 + b2

имеет комплексные корни λ1,2 = a±ib— собственные значения мат-
рицы, которым отвечают собственные векторы

x1 =
⎧
⎩ i
1

⎫
⎭, x2 =

⎧
⎩−i

1

⎫
⎭,

так что матрица перехода к диагонализирующему базису и обрат-
ная к ней имеют вид

C =
⎧
⎩ i −i
1 1

⎫
⎭, C−1 =

1

2

⎧
⎩−i 1

i 1

⎫
⎭.

Поскольку A′ = diag(a+ ib, a− ib), окончательно получаем

exp(tA′) =
⎧
⎪⎪⎩
e(a+ib)t 0

0 e(a−ib)t

⎫
⎪⎪⎭,

exp(tA) = C exp(tA′)C−1 =

=
⎧
⎩ i −i
1 1

⎫
⎭

⎧
⎪⎪⎩
e(a+ib)t 0

0 e(a−ib)t

⎫
⎪⎪⎭

1

2

⎧
⎩−i 1

i 1

⎫
⎭ =

=

⎧
⎪⎪⎪⎩

1
2

(
e(a−ib)t + e(a+ib)t

)
1
2i

(
e(a−ib)t − e(a+ib)t

)

1
2i

(
e(a+ib)t − e(a−ib)t

)
1
2

(
e(a−ib)t + e(a+ib)t

)

⎫
⎪⎪⎪⎭ =

= eat
⎧
⎪⎩
cos bt − sin bt
sin bt cos bt

⎫
⎪⎭.
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Пример 10.4. Найдите etA для матрицы

A =

⎧
⎪⎪⎪⎩

2 −1 −1
1 2 0
3 0 2

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Решение. Заметим, что

A =

⎧
⎪⎪⎪⎩

2 −1 −1
1 2 0
3 0 2

⎫
⎪⎪⎪⎭ = 2

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎭+

⎧
⎪⎪⎪⎩

0 −1 −1
1 0 0
3 0 0

⎫
⎪⎪⎪⎭ = A1 +A2,

причём матрицы A1 и A2 коммутируют, поэтому etA = etA1etA2 .
Экспонента первой матрицы вычисляется элементарно:

etA1 = exp

(

2t

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎭

)

= e2t
⎧
⎪⎪⎪⎩

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Для второй матрицы найдём характеристический многочлен:

det(A2 − λI) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

−λ −1 −1
1 −λ 0
3 0 −λ

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭ = −λ3 − 4λ;

его корни равны λ1 = 0, λ2,3 = ±2i. Соответствующие собственные
векторы суть

x1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0
−1
1

⎫
⎪⎪⎪⎭, x2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

−2i
1
3

⎫
⎪⎪⎪⎭, x3 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

2i
1
3

⎫
⎪⎪⎪⎭,

так что матрица перехода C к диагонализирущему базису и её об-
ратная имеют вид

C =

⎧
⎪⎪⎪⎩

0 −2i 2i
−1 1 1
1 3 3

⎫
⎪⎪⎪⎭, C−1 =

1

8

⎧
⎪⎪⎪⎩

0 −6 2
2i 1 1

−2i 1 1

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Диагональная форма A′
2 матрицы A2 и экспонента etA

′
2 равны

A′
2 = exp

⎧
⎪⎪⎪⎩

0 0 0
0 −2i 0
0 0 2i

⎫
⎪⎪⎪⎭, etA

′
2 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

1 0 0
0 e−2it 0
0 0 e2it

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭.

Находим etA2 :

exp(tA2) = C exp(tA′
2)C

−1 =

=

⎧
⎪⎪⎪⎩

0 −2i 2i
−1 1 1
1 3 3

⎫
⎪⎪⎪⎭

⎧
⎪⎪⎪⎪⎩

1 0 0
0 e−2it 0
0 0 e2it

⎫
⎪⎪⎪⎪⎭

1

8

⎧
⎪⎪⎪⎩

0 −6 2
2i 1 1

−2i 1 1

⎫
⎪⎪⎪⎭ =
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=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
2e

−2it + 1
2e

2it 1
4 ie

2it − 1
4 ie

−2it 1
4 ie

2it − 1
4 ie

−2it

1
4 ie

−2it − 1
4 ie

2it 1
8e

−2it + 1
8e

2it + 3
4

1
8e

−2it + 1
8e

2it − 1
4

3
4 ie

−2it − 3
4 ie

2it 3
8e

−2it + 3
8e

2it − 3
4

3
8e

−2it + 3
8e

2it + 1
4

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

=
1

4

⎧
⎪⎪⎪⎩

4 cos 2t −2 sin 2t −2 sin 2t
2 sin 2t cos 2t+ 3 cos 2t− 1
6 sin 2t 3 cos 2t− 3 3 cos 2t+ 1

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Окончательно получаем:

etA = etA1etA2 =
e2t

4

⎧
⎪⎪⎪⎩

4 cos 2t −2 sin 2t −2 sin 2t
2 sin 2t cos 2t+ 3 cos 2t− 1
6 sin 2t 3 cos 2t− 3 3 cos 2t+ 1

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Задачи для самостоятельного решения

10.1. Найдите следующие матричные экспоненты:

(a) exp
(
t
⎧
⎩−1 2

0 1

⎫
⎭
)
; (b) exp

(
t
⎧
⎩ 1 2
−1 4

⎫
⎭
)
;

(c) exp
(
t
⎧
⎩1 −1
2 −1

⎫
⎭
)
; (d) exp

(
t
⎧
⎩3 −5
2 −3

⎫
⎭
)
.



Указания и ответы

7.1. Q1 =

⎧
⎪⎪⎪⎩
−3 −4

−4 −22

⎫
⎪⎪⎪⎭, Q2 =

⎧
⎪⎪⎪⎩
0 0

0 0

⎫
⎪⎪⎪⎭, Q3 =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1 −7

−7 −1

⎫
⎪⎪⎪⎭, Q4 =

⎧
⎪⎪⎪⎩
3 1

1 3

⎫
⎪⎪⎪⎭.

Q|P1 отрицательно определена; Q|P2 тождественно нулевая; Q|P3 неопре-
делена; Q|P4 положительно определена
7.2.

(a) B′ =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−1 0 0

0 5 0

0 0 6

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
; C =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 1 −2

0 1 1

0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
;

(b) B′ =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2 0 0

0 −1 0

0 0 3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
; C =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 2 −5

0 1 −2

0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
;

(c) B′ =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 0 0

0 4 0

0 0 −6

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
; C =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 −1 −2

0 1 −1

0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.

7.3. См. ответ к задаче 7.2
8.1.

(a) x′ =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

−2

3

−1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

, x′′ =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

1

0

−1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

; (b) x′ =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

3

3

−2

1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

, x′′ =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−1

1

1

2

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

.

Указание: в п. (b) векторы a1, a2, a3 линейно зависимы.
8.2.

1√
30

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

4

2

3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

,
1√
5

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0

1

−2

0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

,
1√
10

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−3

0

0

1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

;
1√
30

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 −√
6 −√

3

0
√
6 −√

3

0 0
√
3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.
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8.3.

e1′ =
1√
2

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−3

2

1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, e2′ =

1√
11

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

−1

1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, e3′ =

1√
22

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−19

8

3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.

8.4.

C =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 −2 1

0 1 −2

0 0 1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.

8.5. e3 = (−4;−1; 3; 0)T , e4 = (9;−27; 3; 39)T ; координаты вектора a в
базисе e1, e2, e3, e4 равны (1; 2;−1; 0)T ; проекция вектора a на линейную
оболочку L(e1, e2) равна (3; 3; 5; 1)T .
8.6.

G =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2 0 2/3 0

0 2/3 0 2/5

2/3 0 2/5 0

0 2/5 0 2/7

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

,

e0′ = 1/
√
2, e1′ =

√
3/2 t,

e2′ =
√
5/8 (3t2 − 1),

e3′ =
√
7/8 (5t3 − 3t).

8.7. G =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

3 0 2

0 2 0

2 0 2

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, C =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1/
√
3 0 −√2/3

0 1/
√
2 0

0 0
√
3/2

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, e0′ =

1√
3
e0 =

1√
3
,

e1′ =
1√
2
e1 =

1√
2
t, e2′ = −

√
2

3
e0 +

√
3

2
e1 = −

√
2

3
+

√
3

2
t2.

9.1.
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 −4 0

3/2 0 1

0 6 0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

.

9.2. (a) L

⎛

⎜
⎝

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

0

0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
,

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0

−1

2

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎞

⎟
⎠, (b) L

⎛

⎜
⎝

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−1

1

0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
,

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−1

0

1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎞

⎟
⎠.

9.3. (a) λ1 = −5: e1′ = 1√
3
(1; 1; 1)T ; λ2 = −7: e2′ = 1√

14
(−1;−2; 3)T ;

λ3 = 7: e3′ = 1√
42
(−5; 4; 1)T .

(b) λ1 = −3: e1′ = 1√
6
(1;−2; 1)T , λ2,3 = 3: e2′ = 1√

2
(−1; 0; 1)T ,

e3′ =
1√
3
(1; 1; 1)T или e2′ =

1√
5
(2; 1; 0)T , e3′ = 1√

30
(−1; 2; 5)T .

9.4. См. ответ к задаче 9.3.
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9.5. rkAf = 1, поэтому λ1 = λ2 = 0, λ3 = trAf = 49, в обозначениях
примера 9.5

C =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 0 1

−1 1 −1

0 −1 1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, Gf =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2 −1 2

−1 2 −2

2 −2 3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, GfAf =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

9 −12 3

−12 16 −4

3 −4 1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
,

x1 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−1

0

3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, x2 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

4

3

0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, x3 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−8

9

11

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, Gx =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

17 1 0

1 26 0

0 0 49

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
,

D =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−1/
√
17 23/(7

√
17) −8/7

0 17/(7
√
17) 9/7

3/
√
17 −1/(7

√
17) 11/7

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, S =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2/
√
17 22/(7

√
17) 3/7

−2/
√
17 −5/(7

√
17) 6/7

3/
√
17 −18/(7

√
17) 2/7

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.

9.6. λ1,2 = 1, λ3 = 2, в обозначениях примера 9.6

C =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−1 −1 1

1 0 −1

0 1 1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, C−1 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 2 1

−1 −1 0

1 1 1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
,

Gf =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

3 4 2

4 6 3

2 3 2

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, GfAf =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

4 5 3

5 7 4

3 4 3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.

9.7. (a) Собственное значение λ1 = −1, соответствующий нормирован-
ный собственный вектор x1 = (0;

√
1/3;

√
2/3)T ,

(
L(x1)

)⊥
= L

⎛

⎜
⎜
⎝

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

0

0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
,

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0

−√2/3
√
1/3

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎞

⎟
⎟
⎠ , A

∣
∣
(L(x1)

)⊥ =

⎧
⎪⎪⎪⎩

1/5 −2
√
6/5

2
√
6/5 1/5

⎫
⎪⎪⎪⎭;

оператор представляет собой вращение на угол ϕ, для которого
cosϕ = 1/5, sinϕ = 2

√
6/5, вокруг оси с направляющим вектором x1

с последующим отражением в плоскости, перпендикулярной этой оси.
(b) λ1 = −1, x1 = (−√

2;
√
2; 1)T , λ2 = λ3 = 1, x2 = (1/

√
2; 0; 1)T ,

x3 = (1; 1; 0)T . Оператор представляет собой отражение в плоскости, пер-
пендикулярной вектору x1.
10.1.

(a)

⎧
⎪⎪⎪⎩
e−t et − e−t

0 et

⎫
⎪⎪⎪⎭, (b)

⎧
⎪⎪⎪⎩
2e2t − e3t 2e3t − 2e2t

e2t − e3t 2e3t − e2t

⎫
⎪⎪⎪⎭,

(c)

⎧
⎪⎪⎪⎩
cos t+ sin t − sin t

2 sin t cos t− sin t

⎫
⎪⎪⎪⎭, (d)

⎧
⎪⎪⎪⎩
cos t+ 3 sin t −5 sin t

2 sin t cos t− 3 sin t

⎫
⎪⎪⎪⎭.
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