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Ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ 5 êóðñà ôèçè÷åñêî-

ãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ � ñëóøàòåëåé êóðñà �Òåîðåòè÷åñêèå îñ-

íîâû àíàëèòèêè áîëüøèõ äàííûõ�. Äàííûé êóðñ ïðåäïîëàãàåò

âûïîëíåíèå äîìàøíèõ çàäàíèé, êîòîðûå, ïî ñóòè, ïðåäñòàâëÿ-

þò ñîáîé òåîðåòè÷åñêèå (èññëåäîâàòåëüñêèå) èëè ïðàêòè÷åñêèå

(ïðîãðàììíûå) ïðîåêòû. Ïîñîáèå ñîäåðæèò óñëîâèÿ è ïîäðîá-

íûå ðåêîìåíäàöèè ïî âûïîëíåíèþ îñíîâíûõ ýòàïîâ ýòèõ çàäà-

íèé. Ìàòåðèàë ñîîòâåòñòâóåò êóðñó ëåêöèé ïî ñïåöêóðñó �Òåî-

ðåòè÷åñêèå îñíîâû àíàëèòèêè áîëüøèõ äàííûõ�.
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1 Êàíîíè÷åñêàÿ Èíôîðìàöèÿ äëÿ

Âûáîðî÷íîãî Ñðåäíåãî è

Êîâàðèàöèîííîé Ìàòðèöû

Ïóñòü (x1, x2, . . . , xn) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ:

xi =


x1i
...

xmi

 , i = 1, . . . , n.

Â ñòàòèñòèêå ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü âåêòîð âûáîðî÷-

íîãî ñðåäíåãî

X =
1

n

n∑
i=1

xi

è âûáîðî÷íóþ êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó

V =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi −X)(xi −X)T ,

ãäå xT - òðàíñïîíèðîâàíèå ñòîëáöà x.

1. Êàêóþ êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó èíôîðìàöèè, Âû áû

ïðåäëîæèëè äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(x1, x2, . . . , xn), ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü âû÷èñëèòü âåê-

òîð âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî è âûáîðî÷íóþ êîâàðèàöèîííóþ

ìàòðèöó?

Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî âñå �æåëàòåëüíûå� ñâîéñòâà êàíîíè-

÷åñêîé èíôîðìàöèè âûïîëíåíû:

(a) Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü. Ëþáàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü èñõîäíûõ äàííûõ
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(x1, x2, . . . , xn) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â êàíîíè÷å-

ñêîé ôîðìå åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Çàâèñèò ëè ýòî

ïðåäñòàâëåíèå îò ïîðÿäêà âåêòîðîâ xi â ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè äàííûõ?

(b) Ïîëíîòà. Êàíîíè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ äîëæíà ñîõðà-

íÿòü âñþ èíôîðìàöèþ, êîòîðàÿ ïðèñóòñòâîâàëà â èñ-

õîäíûõ íåîáðàáîòàííûõ äàííûõ. Â ÷àñòíîñòè, âû-

÷èñëåíèÿ, èñïîëüçóþùèå êàíîíè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ

äîëæíû äàâàòü òå æå ðåçóëüòàòû, ÷òî è îðèãèíàëü-

íûé àëãîðèòì ïðèìåíåííûé ê èñõîäíûì íåîáðàáîòàí-

íûì äàííûì.

Óäîâëåòâîðÿåò ëè Âàøå êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

äàííûõ ýòîìó òðåáîâàíèþ? Êàê âû÷èñëèòü X è V

èñïîëüçóÿ òîëüêî ñîáðàííóþ êàíîíè÷åñêîé èíôîðìà-

öèþ?

(c) Ýëåìåíòàðíàÿ êàíîíè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ. Ñóùå-

ñòâóåò ëè êàíîíè÷åñêèé èíôîðìàöèÿ äëÿ îäíîãî íà-

áëþäåíèÿ?

(d) Ïóñòàÿ êàíîíè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ. Ñóùåñòâóåò ëè

êàíîíè÷åñêèé èíôîðìàöèÿ äëÿ ïóñòîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè íàáëþäåíèé?

(e) Îáúåäèíåíèå (êîìáèíàöèÿ, êîìïîçèöèÿ). Êàê áû

Âû îïðåäåëèëè îáúåäèíåíèå èíôîðìàöèè â êàíîíè÷å-

ñêîé ôîðìå? Âûïîëíÿþòñÿ ëè àêñèîìû êîììóòàòèâ-

íîãî ìîíîèäà? (Êîììóòàòèâíîñòü, àññîöèàòèâíîñòü,

íåéòðàëüíûé ýëåìåíò)

(f) Îáíîâëåíèå. Êàê îáíîâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêàÿ èíôîð-

ìàöèÿ, êîãäà ïîñòóïàåò íîâûé âåêòîð íàáëþäåíèé x?
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(g) Êàêîâî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî íàáëþäåíèé n äëÿ êî-

òîðîãî îïðåäåëåíû X, V , êàíîíè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ?

(h) Êîìïàêòíîñòü è ýôôåêòèâíîñòü. ×òî Âû ìîæåòå

ñêàçàòü î êîìïàêòíîñòè (èëè ìèíèìàëüíîñòè) è ýô-

ôåêòèâíîñòè âàøåé êàíîíè÷åñêîé ôîðìû èíôîðìà-

öèè ñ òî÷êè çðåíèÿ òðåáîâàíèé ê õðàíåíèþ è ñëîæ-

íîñòè îáúåäèíåíèÿ, îáíîâëåíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ?

2. (Íåîáÿçàòåëüíî, ïî æåëàíèþ) Êàêóþ ÿâíóþ ôîð-

ìó èíôîðìàöèè Âû ìîãëè áû ïðåäëîæèòü, ÷òîáû ïðåä-

ñòàâèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ (x1, x2, . . . , xn)? Ýòî

ïðåäñòàâëåíèå äîëæíî ñîäåðæàòü X è V è, âîçìîæíî, ÷òî-

òî åùå.

Ïðîàíàëèçèðóéòå âñå âîïðîñû çàäà÷è 1 äëÿ ïðåäëîæåííîé

ÿâíîé èíôîðìàöèè.
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2 Ìîäåëü Ðàñïðåäåë¼ííûõ

Âû÷èñëåíèé MapReduce

Íàïèøèòå ïðîãðàììó, èìèòèðóþùóþ ìîäåëü ðàñïðåäåë¼ííûõ

âû÷èñëåíèé MapReduce äëÿ ïîñòðîåíèÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî

è âûáîðî÷íîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû èç äîìàøíåãî çàäàíèÿ

�1.

À èìåííî, ïóñòü (x1, x2, . . . , xn) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòî-

ðîâ:

xi =


x1i
...

xmi

 , i = 1, . . . , n.

Íàïèøèòå ïðîãðàììó â ñòèëå MapReduce, êîòîðàÿ âû÷èñëÿ-

åò âåêòîð âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî:

X =
1

n

n∑
i=1

xi

è âûáîðî÷íóþ êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó:

V =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi −X)(xi −X)T ,

ãäå xT - òðàíñïîíèðîâàíèå ñòîëáöà x.

Êëþ÷åâîé ÷àñòüþ ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà òðåõ ôóíêöèé:

1. Ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ èçâëåêàåò êàíîíè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ

èç íàáîðà äàííûõ. Ýòà ôóíêöèÿ áóäåò ïðèìåíåíà ê ñïèñêó

íàáîðîâ äàííûõ íà ýòàïå Map.

2. Ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îáúåäèíÿåò äâå ÷àñòè êàíîíè÷åñêîé èí-

ôîðìàöèè â îäíó. Îíà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îáúåäè-

íåíèÿ âñåõ ÷àñòåé êàíîíè÷åñêîé èíôîðìàöèè â îäíó íà

ýòàïå Reduce.
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3. Ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò ðåçóëüòàò èç îáúåäèíåííîé

êàíîíè÷åñêîé èíôîðìàöèè.

Ðåêîìåíäàöèè:

� Èñïîëüçóéòå êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå èíôîðìàöèè,

ðàçðàáîòàííîå â äîìàøíåì çàäàíèè �1.

� Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî èñïîëüçîâàòü êîä

�Mean_MR.py�, èëëþñòðèðóþùèé âû÷èñëåíèå ñðåä-

íåãî àðèôìåòè÷åñêîãî äëÿ íàáîðà ÷èñåë.

� Äëÿ ãåíåðàöèè íàáîðà ñëó÷àéíûõ ñòîëáöîâ ñ çàäàííûìè

ñðåäíèì è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü

�MV_ArGen.py�.
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3 Ëèíåéíàÿ Ðåãðåññèÿ

Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êîòîðàÿ èëëþñòðèðóåò ëèíåéíóþ ðåãðåñ-

ñèþ è ðåàëèçóåò íàêîïëåíèå êàíîíè÷åñêîé èíôîðìàöèè.

a) Äëÿ íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðîâ a1, . . . , am ñãå-

íåðèðóéòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �íàáëþäåíèé� (xi, yi):

yi = f(xi) + εi,

ãäå

f(x) = a1f1(x) + a2f2(x) + · · ·+ amfm(x),

à f1(x), . . . , fm(x) - Âàø ëþáèìûé íàáîð ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìûõ ôóíêöèé, íàïðèìåð,

f(x) = a1 + a2x+ a3x
2 + · · ·+ amx

m−1,

εi íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ñ íóëåâûì ñðåä-

íèì è äèñïåðñèåé Eε2i = σ2. Çíà÷åíèÿ xi òàêæå ìîãóò áûòü

ñãåíåðèðîâàíû ñëó÷àéíûì îáðàçîì.

b) Îñóùåñòâèòå íàêîïëåíèå êàíîíè÷åñêîé èíôîðìàöèè, ò.å.

íà êàæäîì øàãå, êîãäà ïðîèçâîäèòñÿ íîâîå íàáëþäåíèå

(xi, yi), îáíîâëÿéòå êàíîíè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ.

c) Ïðîèëëþñòðèðóéòå èñòèííóþ ôóíêöèþ f(x) è åå îöåíêó

f̂(x).

d) Ïðîèëëþñòðèðóéòå Var(f̂(x)), ïðè óñëîâèè, ÷òî σ2 èçâåñò-

íî, íàïðèìåð, îáîçíà÷üòå êîðèäîð â îäíî ñòàíäàðòíîå îò-

êëîíåíèå (=

√
Var(f̂(x))) îòíîñèòåëüíî f̂(x).

e) Ïðîèëëþñòðèðóéòå
̂

Var(f̂(x)), ïðè óñëîâèè, ÷òî σ2 ÍÅ èç-

âåñòíî.
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Â ñâîåì îò÷åòå ïðåäñòàâüòå èñõîäíûé êîä è íåñêîëüêî (íå ìå-

íåå 3) èëëþñòðàöèé, ïîêàçûâàþùèõ îöåíêè äëÿ �ìàëîãî�, �ñðåä-

íåãî� è �áîëüøîãî� ÷èñëà íàáëþäåíèé.

Ïðèìåð è ôîðìóëû

yi = fa(xi) + εi = a1f1(xi) + · · ·+ amfm(xi) + εi = Fxia+ εi

Íàïðèìåð, fa(x) - ïîëèíîì: yi = 1+ 1 · xi − 1 · x2i + 0.2 · x3i + εi

Fx =
[
1 x x2 x3

]
, m = 4, a =


1

1

−1

0.2


Èñõîäíûå äàííûå: (xi, yi), i = 1, . . . , n

Êàíîíè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ: (T, v, V, n)

Ýëåìåíòàðíàÿ èíôîðìàöèÿ: (Ti, vi, Vi, ni)

ni = 1, Vi = y2i , vi = FT
xi

· yi =


f1(xi) yi

...

f4(xi) yi

 ,

Ti = FT
xi
·Fxi =


f1(xi)

2 f1(xi) f2(xi) · · · f1(xi) f4(xi)
...

...
. . .

...

f4(xi) f1(xi) f4(xi) f2(xi) · · · f4(xi)
2


Îáíîâëåíèå:

(T, v, V, n) + (Ti, vi, Vi, ni) = (T + Ti, v + vi, V + Vi, n+ ni)

Îöåíèâàíèå f(x): (T, v, V, n) ∗ x 7→

f̂(x) = FxT
−1v, Var(f̂(x)) = σ2FxT

−1FT
x
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̂
Var(f̂(x)) =

V − vTT−1v

n−m
FxT

−1FT
x

Ïðèìåð ÷àñòè êîäà â MatLab

in = in + Info([x,y]); % Update: Elem. Info & Combine

est = in * xv; % Apply Info

Ïðèìåð èëëþñòðàöèè

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

-2

-1

0

1

2

3

4

n = 10

Data

f

est. f

Error

est. Error
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4 Ïðîñòàÿ Çàäà÷à Ëèíåéíîãî

Îöåíèâàíèÿ è Êàíîíè÷åñêàÿ

Èíôîðìàöèÿ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñåðèþ èçìåðåíèé íåèçâåñòíîé âåëè÷è-

íû x:

yi = aix+ εi, i = 1, . . . , n,

ãäå yi - ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé, ai - èçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû

è ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû εi, ïðåäñòàâëÿþùèå îøèáêè èçìåðåíèÿ,

íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ñ íóëåâûì ñðåäíèì è

äèñïåðñèåé σ2:

Eεi = 0, Dεi = Eε2i = σ2, i = 1, . . . , n,

a) Ïîñòðîéòå îïòèìàëüíóþ ëèíåéíóþ ïî y1, . . . , yn îöåíêó x̂

äëÿ x? x̂ =?

b) ßâëÿåòñÿ ëè îíà íåñìåùåííîé îöåíêîé?

c) Êàêîâà åå äèñïåðñèÿ (âûðàæåííàÿ ÷åðåç σ2)? Dx̂ =?

d) Êàê áû Âû îöåíèëè σ2 åñëè îíà íåèçâåñòíà? σ̂2 =?

e) ×òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå îöåíêè äëÿ Dx̂ åñëè

σ2 íåèçâåñòíà? D̂x̂ =?

f) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèñïåðñèÿ σ2 èçâåñòíà. Êàêóþ �êàíî-

íè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ� áûëî áû äîñòàòî÷íî èçâëå÷ü èç

ñåðèè äàííûõ

(y1, a1), . . . , (yn, an), i = 1, . . . , n

äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü îöåíêó x̂ è åå äèñïåðñèþ Dx̂?
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g) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèñïåðñèÿ σ2 ÍÅ èçâåñòíà. Êàêóþ �êà-

íîíè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ� áûëî áû äîñòàòî÷íî èçâëå÷ü èç

ñåðèè äàííûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü x̂, σ̂2, and D̂x̂?

h) Êàê ñëåäóåò îáíîâëÿòü òàêóþ �èíôîðìàöèþ� êîãäà ïîñòó-

ïàåò íîâîå �íàáëþäåíèå� (yn+1, an+1)?

i) Êàê ñëåäóåò �îáúåäèíÿòü� èíôîðìàöèþ â êàíîíè÷åñêîé

ôîðìå?

Ïîæàëóéñòà, íå ïûòàéòåñü èñïîëüçîâàòü îáùèå ôîðìóëû, à

ïîëó÷èòå âñå, íàñêîëüêî ýòî âîçìîæíî, ñ íóëÿ.
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5 Îïòèìàëüíîå Ëèíåéíîå Îöåíèâàíèå

- Ïðèìåðû

1. (Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è 3. Ïîýòî-

ìó åñëè Âû äîñòàòî÷íî óâåðåíû, ìîæåòå ïðîïóñòèòü åå, à

çàòåì ïðîñòî èçâëå÷ü îòâåòû èç çàäà÷è 3).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé íàáîð èçìåðåíèé íåèçâåñòíûõ ïå-

ðåìåííûõ x1 è x2:

y1 = x1 + x2 + ν1,

y2 = x1 − x2 + ν2,

y3 = −x1 + x2 + ν3,

äå yi - ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé, à νi - íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå îøèáêó èçìåðåíèé ñ íóëåâûì

ñðåäíèì è äèñïåðñèåé σ2:

Eνi = 0, Eε2i = σ2, i = 1, 2, 3.

(a) Çàïèñàòü ýòîò íàáîð èçìåðåíèé â ìàòðè÷íîé ôîðìå

y = Ax+ ν

è óêàæèòå ìàòðèöû A è S = Dν.

(b) Íàéòè ìàòðèöû âàðèàöèé Dx̂ äëÿ îïòèìàëüíîé ëè-

íåéíîé îöåíêè x è äèñïåðñèè x̂1 è x̂2.

2. Ðàññìîòðèì äâà èçìåðåíèÿ îäíîé íåèçâåñòíîé ïåðåìåííîé

x ñ êîððåëèðîâàííûìè øóìîì:

y1 = x+ ν1,

y2 = x+ ν2,

14



ãäå

ν1 = ε1 + ε0,

ν2 = ε2 + ε0,

ε1, ε2 ∼ (0, σ2
1), ε0 ∼ (0, σ2

0),

σ2
0 + σ2

1 = σ2, r =
σ2
0

σ2
0 + σ2

1

.

(a) Êàê è â çàäà÷å 1.

(b) Êàê è â çàäà÷å 1.

(c) Ïðîàíàëèçèðóéòå, êàê äèñïåðñèÿ Dx̂ çàâèñèò îò ïà-

ðàìåòðà êîððåëÿöèè r ïðè 0 ≤ r ≤ 1 è σ2 = const.

Õîðîøà èëè ïëîõà âûñîêàÿ êîððåëÿöèÿ äëÿ òî÷íîñòè

îöåíêè â äàííîì ïðèìåðå? Ìîæíî íàðèñîâàòü ãðà-

ôèê. Êàê ìîæíî îáúÿñíèòü òàêîå ïîâåäåíèå?

3. Ðàññìîòðèì òó æå ñõåìó èçìåðåíèÿ, êàê è â çàäà÷å 1, íî ñ

êîððåëèðîâàííûì øóìîì:

ν1 = ε1 + ε0,

ν2 = ε2 + ε0,

ν3 = ε3 + ε0,

ε1, ε2, ε3 ∼ (0, σ2
1), ε0 ∼ (0, σ2

0),

σ2
0 + σ2

1 = σ2, r =
σ2
0

σ2
0 + σ2

1

.

(a) Êàê è â çàäà÷å 1.

(b) Êàê è â çàäà÷å 1.
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(c) Ïðîàíàëèçèðóéòå, êàê äèñïåðñèè Dx̂1 and Dx̂2 çàâè-

ñèò îò ïàðàìåòðà êîððåëÿöèè r ïðè 0 ≤ r ≤ 1 ïðè

σ2 = const. Õîðîøà èëè ïëîõà âûñîêàÿ êîððåëÿöèÿ

äëÿ òî÷íîñòè îöåíêè â äàííîì ïðèìåðå? Ìîæíî íà-

ðèñîâàòü ãðàôèê. Êàê ìîæíî îáúÿñíèòü òàêîå ïîâå-

äåíèå?

Ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñèìâîëè÷åñêèå ïàêåòû (íà-

ïðèìåð, Maple, Symbolic Toolbox â MatLab, ...).
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6 Êàíîíè÷åñêàÿ Èíôîðìàöèÿ äëÿ

Ìíîãî÷èñëåííûõ Èçìåðåíèé è

Àïðèîðíîé Èíôîðìàöèè

Íàïèøèòå ïðîãðàììó, äåìîíñòðèðóþùóþ ðàçëè÷íûå àñïåêòû

îïòèìàëüíîãî ëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ. Ìîäåëü èçìåðåíèÿ èìè-

òèðóåò ðåãèñòðàöèþ ñèëüíî �ñãëàæåííîãî� è çàøóìëåííîãî ñèã-

íàëà.

Â ïóíêòàõ 1 è 2 íèæå áîëåå ïîäðîáíî îïèñàíû íåêîòîðûå

ïðåäëîæåíèÿ äëÿ âàøåé ïðîãðàììû. Ñàìà ïðîáëåìà (íà ñà-

ìîì äåëå, ÷åòûðå òåñíî ñâÿçàííûõ âàðèàíòà) ñôîðìóëèðîâàíà

â ïóíêòå 3.

1. Ìîäåëèðîâàíèå èçìåðåíèÿ.

(a) Ñãåíåðèðóéòå ñëó÷àéíûé ñèãíàë x, îáëàäàþùèé çà-

äàííûìè êîððåëÿöèîííûìè ñâîéñòâàìè:

i. Ñãåíåðèðóéòå �áåëûé øóì� µ ∼ (0, I), êîìïîíåí-

òû êîòîðîãî µi íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðå-

äåëåíû Eµi = 0 è Dµi = 1.

ii. �Ñãëàäüòå� åãî ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ìàòðèöû B.

iii. Òîãäà x = Bµ ∼ (0, F ), where F = Dx = BBT .

(b) Ïîñòðîéòå ìàòðèöó A.

(c) Ñôîðìèðóéòå ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ y = Ax+ ν.

2. Îöåíèâàíèå: Ïîñòðîéòå îïòèìàëüíóþ ëèíåéíóþ îöåíêó x̂

è ìàòðèöó âàðèàöèé D(x̂− x). Ïîêàæèòå íà ãðàôèêå:

(a) Èñõîäíûé ñèãíàë x (êðèâàÿ ñ êîìïîíåíòàìè xi),

(b) Åãî îöåíêà x̂ (êðèâàÿ ñ êîìïîíåíòàìè x̂i),
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(c) Ñòàíäàðòíûå îòêëîíåíèÿ äëÿ îöåíîê x̂i

(=
√
D(x̂i − xi) =

√
D(x̂− x)ii. Èõ ìîæíî ïðîèëëþ-

ñòðèðîâàòü, èçîáðàçèâ ñîîòâåòñòâóþùèé �êîðèäîð�

îêîëî x̂i).

3. Ïðîèëëþñòðèðóéòå îöåíêè (ïóíêò 2) äëÿ ðàçëè÷íûõ ñèòó-

àöèé:

(a) Îäíîêðàòíîå èçìåðåíèå (y,A, S).

i. Ïðåîáðàçóéòå èçìåðåíèå (y,A, S) â êàíîíè÷åñêóþ

ôîðìó (T, v).

ii. Ïîñòðîèòü îöåíêó, èñïîëüçóÿ êàíîíè÷åñêóþ èí-

ôîðìàöèþ.

(b) Îäíîêðàòíîå èçìåðåíèå (y,A, S) ñ àïðèîðíîé èíôîð-

ìàöèåé x ∼ (0, F ):

i. Ïðåîáðàçóéòå àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ â êàíîíè-

÷åñêóþ ôîðìó.

ii. Ïðåîáðàçóéòå èçìåðåíèå â êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó.

iii. Îáúåäèíèòå ýòè ÷àñòè êàíîíè÷åñêîé èíôîðìà-

öèè.

iv. Ïîñòðîèòü îöåíêó, îñíîâàííóþ íà êîìáèíèðîâàí-

íîé êàíîíè÷åñêîé èíôîðìàöèè.

(c) Ìíîãî èçìåðåíèé (yj , Aj , Sj) áåç àïðèîðíîé èíôîðìà-

öèè.

i. Ñìîäåëèðóéòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðåíèé îä-

íîãî è òîãî æå ñèãíàëà x, ñ ðàçëè÷íûìè ìàòðè-

öàìè Aj (è, âîçìîæíî, Sj).

ii. Èçâëåêèòå êàíîíè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ èç êàæäî-

ãî èçìåðåíèÿ.
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iii. Îáúåäèíèòå ÷àñòè êàíîíè÷åñêîé èíôîðìàöèè.

iv. Ïîñòðîéòå îöåíêó, îñíîâàííóþ íà êîìáèíèðîâàí-

íîé êàíîíè÷åñêîé èíôîðìàöèè.

(d) Ìíîãî èçìåðåíèé (yj , Aj , Sj), íî òåïåðü ñ àïðèîðíîé

èíôîðìàöèåé x ∼ (0, F ).

i. Ïðåîáðàçóéòå àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ â êàíîíè-

÷åñêóþ ôîðìó.

ii. Ñìîäåëèðóéòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðåíèé îä-

íîãî è òîãî æå ñèãíàëà x, ñ ðàçëè÷íûìè ìàòðè-

öàìè Aj (è, âîçìîæíî, Sj).

iii. Èçâëåêèòå êàíîíè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ èç êàæäî-

ãî èçìåðåíèÿ.

iv. Îáúåäèíèòå ÷àñòè êàíîíè÷åñêîé èíôîðìàöèè.

v. Ïîñòðîéòå îöåíêó, îñíîâàííóþ íà êîìáèíèðîâàí-

íîé êàíîíè÷åñêîé èíôîðìàöèè.
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7 Çàäà÷à Êàëèáðîâêè

Â ýòîì çàäàíèè ïðåäëàãàåòñÿ íàïèñàòü ïðîãðàììó, ðåàëèçóþ-

ùóþ è äåìîíñòðèðóþùóþ îïòèìàëüíóþ êàëèáðîâêó äëÿ ëèíåé-

íîãî îöåíèâàíèÿ. Â êà÷åñòâå îñíîâû èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåññ èìè-

òèðóþùèé ïðîñòîé ýêñïåðèìåíò èçìåðåíèÿ ñèãíàëà, ðàññìîò-

ðåííûé â äîìàøíåì çàäàíèè 6. Çäåñü ïðåäëàãàþòñÿ ýòàïû ïðî-

åêòà.

1. Ìîäåëèðîâàíèå èçìåðåíèé:

(a) Ñëó÷àéíî ãåíåðèðóåì íåêîòîðûé ¾íåèçâåñòíûé¿ ïðî-

ôèëü x ∼ (0, F ).

(b) Ñòðîèì ìàòðèöó A.

(c) Ïðîâîäèì èçìåðåíèå

y = Ax+ ν, ν ∼ (0, σ2I).

2. Êàëèáðîâêà:

(a) Ñëó÷àéíî ãåíåðèðóåì êàëèáðîâî÷íûå ñèãíàëû

φk, k = 1, . . . ,K òàê æå, êàê è ñèãíàë x.

(b) Ïðîâîäèì êàëèáðîâî÷íûå èçìåðåíèÿ

ψk = Aφk + νk.

(c) Ñîáèðàåì êàíîíè÷åñêóþ êàëèáðîâî÷íóþ èíôîðìà-

öèþ (G,H).

3. Èñïîëüçóÿ íàáëþäåíèå y ñòðîèì îïòèìàëüíóþ ëèíåéíóþ

îöåíêó x̂ è ìàòðèöó, îïèñûâàþùóþ ïîãðåøíîñòü Q =

Var(x̂− x). Ïîêàçûâàåì íà òîì æå ãðàôèêå:
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(a) Èñõîäíûé ñèãíàë x (êðèâàÿ ñ êîìïîíåíòàìè xi),

(b) Åãî îöåíêà x̂ (êðèâàÿ ñ êîìïîíåíòàìè x̂i),

(c) Ñòàíäàðòíûå îòêëîíåíèÿ äëÿ îöåíîê x̂i√
E(x̂i − xi)2 =

√
Var(x̂− x)ii =

√
Qii

ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü, ïîêàçûâàÿ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé ¾êîðèäîð¿ âîêðóã x̂i).

4. Èëëþñòðèðóåì îöåíêó (Ôàçà 3), êîãäà íå òîëüêî óâåëè÷è-

âàåòñÿ êîëè÷åñòâî êàëèáðîâî÷íûõ èçìåðåíèé K, íî òàêæå

èñõîäíûé ñèãíàë x èçìåðÿåòñÿ N ðàç:

(a) Ïðîâîäèì N èçìåðåíèé yn = Ax+νn äëÿ n = 1, . . . , N

è ñîáèðàåì ñîîòâåòñòâóþùóþ èíôîðìàöèþ (N,S),

ãäå S =
∑N

n=1 yn.

(b) Ïðîâîäèì K êàëèáðîâî÷íûõ èçìåðåíèé, ñîáèðàòü êà-

ëèáðîâî÷íóþ èíôîðìàöèþ (G,H) è âû÷èñëÿåì A0 è

J .

(c) Èñïîëüçóÿ ýòè äâà òèïà èíôîðìàöèè ñòðîèì è èë-

ëþñòðèðóåì (êàê â Ôàçå 3) îïòèìàëüíóþ ëèíåéíóþ

îöåíêó x̂ è åå òî÷íîñòü.

(d) Äåëàåì ýòî äëÿ íåñêîëüêèõ êîìáèíàöèé ÷èñåë N è K

�ìàëûå�, �ñðåäíèå� è �áîëüøèå�.

(e) Ìîæíî áîëåå äåòàëüíî èññëåäîâàòü êàê òî÷íîñòü

îöåíêè çàâèñèò îò N è K. Äëÿ ýòîãî ìîæíî ïîêàçàòü

ïîëíóþ ïîãðåøíîñòü îöåíêè

E||x̂− x||2 = trQ

êàê ôóíêöèþ N è K. ×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü

ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ, âû ìîæåòå ïîêàçàòü åå,
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íàïðèìåð, êàê ïîâåðõíîñòü èëè êàê ïñåâäîöâåòíîå

èçîáðàæåíèå. Ìîæíî òàêæå èçîáðàçèòü êîíòóðíûå

ëèíèè.
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8 Ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ Îïòèìèçàöèÿ:

Êîìïðîìèññ Ìåæäó

Ñèñòåìàòè÷åñêèìè è Ñëó÷àéíûìè

Ïîãðåøíîñòÿìè

Â ýòîì äîìàøíåì çàäàíèè âàì ïðåäëàãàåòñÿ íàïèñàòü ïðîãðàì-

ìó, êîòîðàÿ áû ðåàëèçîâàëà è ïðîäåìîíñòðèðîâàëà ðàçäåëüíûé

àíàëèç ñèñòåìàòè÷åñêèõ è ñëó÷àéíûõ îøèáîê â ëèíåéíîé îöåí-

êå. Áàçîâûé ïðîöåññ èìèòèðóåò ïðîñòîé ýêñïåðèìåíò ïî èçìå-

ðåíèþ ñèãíàëà è â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îñíîâàí íà äîìàøíåì

çàäàíèè �6. Íèæå ïðèâåäåíû ïðåäëàãàåìûå ôàçû ïðîåêòà.

1. Ïîñòðîéòå ìíîæåñòâà Ïàðåòî (êðèâûå) äëÿ ðàçëè÷íûõ èí-

ôîðìàöèîííûõ ñöåíàðèåâ:

(a) Î÷åíü ìàëî èíôîðìàöèè (ìàëåíüêèé è äàæå åäèíè÷-

íûé T ). Îäíî èçìåðåíèå ñ êîðîòêîé (óñå÷åííîé) ìàò-

ðèöåé A (êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé ìåíüøå êîëè÷åñòâà

íåèçâåñòíûõ).

(b) Óìåðåííàÿ èíôîðìàöèÿ. Îêîëî 4 èçìåðåíèé ñ íîð-

ìàëüíîé A.

(c) Áîëüøå èíôîðìàöèè. Îêîëî 16 èçìåðåíèé ñ íîðìàëü-

íîé A.

è ïîêàæèòå èõ íà îäíîì ãðàôèêå.

2. Ïðîèëëþñòðèðóéòå ðåçóëüòàòû îöåíêè äëÿ íåñêîëüêèõ

( 6) èíòåðåñíûõ ñëó÷àåâ:

(a) Íåò ñëó÷àéíîãî ïîäàâëåíèÿ øóìà (λ ≈ 0).

(b) Óìåðåííîå èëè ñèëüíîå ïîäàâëåíèå øóìà.
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äëÿ ðàçëè÷íûõ èíôîðìàöèîííûõ ñöåíàðèåâ.

3. Äëÿ êàæäîé èëëþñòðàöèè îöåíêè ïîêàæèòå íà îäíîì ãðà-

ôèêå:

(a) Èñõîäíûé ñèãíàë x (êðèâàÿ ñ êîìïîíåíòàìè xi),

(b) Åãî îöåíêà x̂ (êðèâàÿ ñ êîìïîíåíòàìè x̂i),

(c) Ñòàíäàðòíûå îòêëîíåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíîé (àääèòèâ-

íîé) îøèáêè
√
Hii. Åå ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü, ïî-

êàçàâ ñîîòâåòñòâóþùèé �êîðèäîð� âîêðóã x̂i).

(d) Èëëþñòðàöèÿ ñèñòåìàòè÷åñêîé (ìóëüòèïëèêàòèâíîé)

îøèáêè
√
Gii. Âîçìîæíî, íà îòäåëüíîì ãðàôèêå.

Instead of the original parametrization by λ ∈ [0,+∞] it might

be convenient to use λ = t
1−t where t ∈ [0, 1].
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9 Íàèìåíüøåå Èíôîðìàöèîííîå

Ïðîñòðàíñòâî

Ïóñòü {x1, ..., xn} ∈ R+ áóäåò ìóëüòèìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëü-

íûõ ÷èñåë. Äëÿ îáðàáîòêè p : R+ → R∪{/}, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò
ðàçáðîñ òî÷åê:

p({x1, ..., xn}) =


max
0≤i≤n

xi − min
0≤i≤n

xi n > 0

/ n = 0

íàéäèòå êàíäèäàòà íà íàèìåíüøåå èíôîðìàöèîííîå ïðîñòðàí-

ñòâî è äîêàæèòå, ÷òî îíî äåéñòâèòåëüíî íàèìåíüøåå.
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